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segundo. 
Análisis. En primer lugar, resulta importante analizar el objetivo de esta pregunta. 
Su intención fue la de analizar la variación de la altura del llenado respecto del 
tiempo, habiendo reflexionado anteriormente que el llenado se realizará en el 
mismo tiempo transcurrido. En particular, pretende confrontar las ideas “se llena 
más rápido” con la idea de que “la altura crece más rápido” (esto es una 
descentración del objeto). Hasta este momento, los estudiantes pueden detectar 
por confrontación de afirmaciones una respuesta que pareciera ser errónea, es 
decir, considerando que una afirmación contradice lo que acababan de afirmar, es 
que reformulan la afirmación. Sin embargo, aún faltaría confrontar por qué una u 
otra afirmación es correcta o no. Para ello, la situación de aprendizaje propone la 
siguiente pregunta. 

La primera cuestión que surgió del grupo al dialogar respecto a la pregunta 
tres, fue la reflexión sobre la posición de las variables en los ejes cartesianos: 
“¿Cuál va en la x y cuál en la y?”. Casi todos indicaron que, como el 
enunciado decía la altura respecto del tiempo, el tiempo debía ir en el eje x y 
la altura del líquido en el eje y, porque: “La altura del líquido dice que 
depende del tiempo, que sería x”. Al momento de analizar las representaciones 
surgieron algunas variantes. 

Análisis. Tradicionalmente, las gráficas suelen estar representadas con sus 
variables, por tanto, la reflexión de qué variable va en cada eje es algo que los 
estudiantes pocas veces reflexionan. Por tal motivo, esta pregunta, 
intrínsecamente, realiza un cuestionamiento sobre la elaboración, lectura e 
interpretación en la construcción de gráficas. 

Los estudiantes participaron escribiendo en el pizarrón realizando sus 
bosquejos de gráficas (Figura 1). En ese proceso debaten y construyen sobre 
conjeturas. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 1. Bosquejo de gráficas de recipientes, pregunta 3, tarea 1. 
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En los tres bosquejos, en color negro se representa la gráfica correspondiente 
al recipiente A y en color rojo, la del recipiente B. La gráfica II resultó ser la 
que casi todos realizaron en sus hojas, exceptuando dos estudiantes que 
realizaron el gráfico I y III. Al observar las opciones, el que había realizado el 
gráfico III, indicó que en su mente pensaba en el gráfico II, pero que de 
“pereza”, no lo dibujó tan preciso. El estudiante que realizó el gráfico I, 
argumentaba que ambas gráficas “terminan en la misma altura”, dado que 
ambos recipientes tenían la misma capacidad, a lo cual se le preguntó: 
“¿Cuánto tardó en llenarse el recipiente A y cuánto el recipiente B según 
informa tu gráfico?” y los compañeros cuestionaban: “Los tiempos de llenado 
no serían iguales… si fuera como vos lo dibujas, si yo miro tu gráfico, parece 
que uno tardó el doble de tiempo en llenarse que el otro”. Otro compañero 
agregó al trazar la línea punteada vertical en el gráfico I, a los 5 segundos: “Si 
no, a partir de este punto, el líquido se estaría rebalsando”. 

Análisis. Entre el gráfico I y gráfico II se pude presentar la confusión por la 
disposición de las variables respecto de los ejes, también que internamente lo que 
espera observar en el gráfico es el llenado de los recipientes, y no las alturas de 
llenado, son dos variables distintas, que ambas están en juego en esta actividad, 
pero solo una es objeto de análisis. La intención que subyace es que los alumnos 
tracen dos semirrectas, que cada una tenga diferente pendiente, que estará 
determinada por la razón de cambio entre la altura del líquido y el tiempo 
transcurrido en el llenado de cada recipiente.  

Posterior a esta discusión, se presentó la segunda tarea: “Curvas llenando 
copas y matraces”. 

Tarea 2. Considere recipientes con forma de “cono” y “cono invertido”, como los 
que se muestran a continuación, que son llenados al mismo flujo constante. 

 
 
 
 
 
 

 
Recipiente A  Recipiente B 

 
1. Para el recipiente A, ¿cómo es el crecimiento de la altura en la parte inferior 

respecto a la parte superior? 
2. Para el recipiente B, ¿cómo es el crecimiento de la altura en la parte inferior 

respecto a la parte superior? 
3. Para cada recipiente, proporcione la gráfica que muestre la altura del cuerpo 

del líquido al paso del tiempo. 
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Figura 2. Propuesta 1 de bosquejo de gráficas de recipientes, tarea 2. 

 
Para responder a las dos primeras preguntas, los estudiantes no parecían tener 
inconvenientes, e indicaban como obvias las respuestas. En el recipiente A 
sería cada vez menor la diferencia en el aumento de altura alcanzada por el 
líquido, mientras que en recipiente B, iría aumentando la diferencia de la 
altura. Para ambas situaciones, surgió la idea de que se llenaban más rápido o 
más lento, hasta que entre ellos mismos se criticaban haciéndose recordar que 
la velocidad de llenado siempre era constante. En el gráfico intentaron 
representar lo que serían las alturas al paso del tiempo, en el caso del 
recipiente B, el estudiante que lo dibujó dijo: “Arranqué a marcar los de 
arriba, porque los de abajo quedaban muy apretados y no se iban a ver”. 

Análisis. En este caso, los dibujos de los estudiantes permitían representar lo que 
coloquialmente decían como “la altura aumenta cada vez más rápido o cada vez 
más lento”, lo que se interpreta como el análisis del cambio y la variación y la 
variación sucesiva, posteriormente, se profundiza el análisis de la variación del 
fenómeno. 

Respecto de los gráficos, hubo un estudiante que los trazó al revés, aunque 
señaló que se había confundido, pero se fueron dando algunos interrogantes no 
esperados. En el gráfico que representa el llenado del recipiente A, realizado 
con color verde, se produjo la siguiente interacción: 

Estudiante 1: Si pudiera continuar llenado, si fuera más alto, ¿el gráfico 
continuaría con una línea horizontal?”  
Nadie respondió y todos parecían estar muy atentos a su suposición. Como nadie 
aportó comentario, intervino el profesor. 
Profesor: Si continuara de manera horizontal, por como tu compañero hizo el 
gráfico, pareciera que siguiera así. De hacerlo, ¿estaría bien?, ¿qué significaría si 
siguiera de manera horizontal?”  
Silencio. 
Estudiante 2: Pero… si el gráfico fuese horizontal, ¿no sería que no está 
agregando nada de líquido? Sino tendría que subir como subiría el nivel del 
líquido. 
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Esta última intervención, concluyó en una puesta en común, un proceso 
consensuado, entre las y los estudiantes, que se trataba de una interpretación 
errónea de un gráfico pues era algo aproximado, con base en el análisis de lo 
que sucedería con el líquido del recipiente y su comportamiento.  

Análisis. En primer lugar, se enfatiza en la pregunta que realiza el profesor para 
intervenir: ¿Qué significaría si siguiera de manera horizontal? Este tipo de 
intervención promueve la argumentación de los estudiantes, pues más allá de 
considerar que es correcta o incorrecta su respuesta, vuelve a la situación 
contextual planteada y pregunta sobre el significado que tendría en el fenómeno 
un hecho particular, que la gráfica tuviera este comportamiento. En esta 
intervención está realizando una dialéctica entre la significación de la gráfica 
mediante y el contexto usado en la situación. Así es que el estudiante 2 recurre al 
fenómeno para dar respuesta.  

Otro estudiante dijo que los hizo a ambos en el mismo sistema de ejes, como 
en la tarea anterior (Figura 3). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figura 3. Propuesta 2 de bosquejo de gráficas de recipientes, tarea 2. 

 
Algunos le dijeron que no se podía hacer eso, que ambas gráficas lleguen al 
mismo punto, entonces el profesor Francisco intervino y preguntó: “¿Por qué 
no?”. Respondieron que faltaban datos. La decisión del profesor fue esperar a 
que desarrollasen un poco más esa idea y continuó diciendo, que antes 
cortaban juntas, las dos gráficas (en el mismo valor de tiempo) porque el 
enunciado decía que tenían el mismo volumen, y si las llenaban a la misma 
velocidad, llegaban juntas. Entonces, por las dudas, pregunté: “¿Qué tendría 
que pasar para que esa representación valga?”. No dudaron en decir que 
deben tener igual capacidad. 

Análisis. La intencionalidad de repreguntar, en lugar de ofrecer la respuesta, era 
la de propiciar un espacio de debate donde los mismos estudiantes sean los 
protagonistas y que tengan que poner en juego las construcciones realizadas hasta 
ahora, y establecer algunas otras para poder sostener la argumentación frente a 
sus pares y con el docente. Las respuestas de los alumnos pondrían en evidencia 
la capacidad interpretativa que han logrado desarrollar frente a una representación 
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gráfica contextualizada por una situación problemática dada, como pueden pasar 
de un enunciado a un gráfico y como entonces poder realizar el trayecto inverso y 
transitar de un gráfico dado a redactar un enunciado nuevo que le corresponda.  

Otra idea que surgió fue la de tomar el recipiente B y que siguiera 
infinitamente dijo uno de los estudiantes a lo cual, un compañero le respondió 
que eso no podía ser, porque: “En algún momento se va a hacer tan finito que 
se tapa”. Bueno, retrucó: “Antes que se cierre, que se mantenga angosto, 
como si fuera una pajita (sorbete)”, hizo una pausa, “¿Cómo seguiría el 
gráfico?”. El profesor Francisco esquivó intencionalmente la pregunta 
indicando que entonces, ya no podían terminar en el mismo punto las dos 
gráficas, a lo cual la mayoría asintió: “Si, si, ya sé, pero en ese punto seguiría 
derecha la gráfica, ¿No?”. Silencio. Otro compañero respondió que si fuera 
derecha, no pasaría el tiempo, haciendo referencia que imagino derecha, de 
manera vertical, entonces corrigió e indico que debía ser recta, y redobló, 
asegurando que sería casi vertical, estando parado en el pizarrón, mostraba que 
al ser de sección angosta, las alturas serían muy grandes, logrando convencer a 
todos de esta idea.  

Análisis. En este punto, acompañando esta posible reestructuración del 
enunciado, se puede observar que las conclusiones abordadas en la primer 
actividad cuando se trabajó con recipientes cilíndricos, les provee del sustento 
para afirmar que sucedería si ocurriera lo supuesto, y asegurando de que se 
trataría de una recta con una pendiente pronunciada, permitiendo suponer que se 
está pensando en esta razón de cambio, donde la diferencia de altura del líquido 
es considerablemente mayor a la unidad de tiempo.  

Se presenta entonces, para terminar la clase, la tercera tarea: “Cuadrando 
números”. 

Tarea 3. Las siguientes tablas muestran los valores de la altura del cuerpo del 
líquido en tres recipientes llenados a flujo constante: 

 
 
 
 
 
 
 

 
¿Cuál recipiente corresponde al llenado de un cilindro?, ¿Por qué? 

 
Nadie presentó problemas para decir que el recipiente G era un cilindro, pero 
las justificaciones fueron diferentes. Al empezar a resolver, algunos 
preguntaron si podían graficar los datos de la tabla, y se les solicitó que 
trataran de evitarlo si podían. Esto, con el fin de analizar las variaciones en la 
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representación tabular y no en la gráfica, para poder analizar ambas y 
favorecer la aparición de la razón de cambio.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figura 4. Argumentaciones de las diferencias en el pizarrón, tarea 3. 

 
Casi todos calcularon las diferencias entre los valores presentados de la tabla. 
Muy pocos realizaron el cociente entre la altura y el tiempo, pero al ver que 
uno le colocó las unidades, otros dijeron que eso entonces era la velocidad, 
porque estaba en cm/s, y como las diferencias siempre se mantenían 
constantes, ese tenía que ser el cilindro y, además, para que el gráfico fuese 
una recta. En este punto, un estudiante quiso poner un contraejemplo a lo que 
se venía argumentando, respecto de que si la diferencia fuese 3 – 2,7 propuso: 
“Si en vez de tener el dato de que a los 15 la altura es de 13,5, ¿me dicen que 
a los 14 la altura es de 12,6? La constante ya no es 3, pero sigue siendo un 
cilindro”. Entonces discutieron que en realidad la constante era 0,9, que es el 
resultado del cociente. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figura 5. Argumentaciones de las diferencias en el pizarrón, tarea 3. 
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Análisis. Este supuesto, proporcionado por un estudiante, propicia el debate y 
permite robustecer la idea de razón de cambio, idea que ya se veía firme al 
contrastar entre las tres tablas propuestas, pero poder concluir que se puede 
intercalar valores, por fuera de ese patrón que se venía observando, da indicios de 
las construcciones que están desarrollando los alumnos internamente y explicitan 
en las discusiones. 

 
 
5. Reflexión teórica sobre el análisis de datos 
Los datos que arroja la experiencia serán explicados a la luz de los enfoques 
teóricos asumidos. En primer término, diremos que según Cantoral (2013), no 
siempre se encuentra al alumnado en situación de aprendizaje de ahí que se 
produzca intencionalmente el conflicto cognitivo para recrear la situación, 
proponiendo una tarea situada que enfrente al estudiante con un escenario en 
el que debe poner en juego su conocimiento, aunque, sobre todo, que lo 
requiere para encarar un desequilibrio cognitivo que le exija usar el 
conocimiento en la tarea. La elaboración de la tarea la realizó el equipo de 
PIDPDM como un medio situado en el que prácticas variacionales pueden 
entrar en juego, pero la elección de su implementación obedeció con fines del 
empoderamiento. Como respuesta a una solicitud personal, se le propuso una 
situación de aprendizaje a Francisco para su análisis y revisión, sin embargo, 
con su experiencia y expectativas, decidió ponerla en escena y modificarla 
parcialmente por el mismo. Esta señal es una primera muestra de 
empoderamiento.  

El reto mayor con los diseños, desde el punto del empoderamiento 
docente, es justamente su adecuada articulación entre las intenciones del 
profesor con las pretensiones de la situación de aprendizaje. Es decir, que 
pudieran quedar bajo el control del docente, desde el punto de vista de la 
aspiración didáctica, motivar y aprender vía la enseñanza. En este caso, se 
trataba de discutir el tema función para terminarlo con su derivada, pero el 
docente sabía, por experiencia propia, que el tema resultaba poco atractivo o, 
en definitiva, “aburrido” para los estudiantes en virtud de su carga simbólica y 
representacional clásica (algebraica, numérica y gráfica), de manera que un 
diseño alterno, cercano a las experiencias de vida cotidiana de las y los 
estudiantes, podría ser una buena oportunidad para intentarlo, en lugar de 
continuar con su anterior estrategia que era meramente explicativa de la 
técnica, y un conjunto de actividades de aplicación, que no siempre le 
garantizaba que el alumnado lograse alcanzar el entendimiento del concepto 
subyacente en esa técnica. 

Así, motu propio, el docente pide a su colaborador, un diseño sobre el 
tema (objeto matemático) función y derivada. Lo evalúa, aplica y 
progresivamente descubre que el alumnado pone en funcionamiento elementos 
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del pensamiento matemático de naturaleza variacional que eran sorpresivos 
para el propio docente, pero no sólo eso, sino que le declaran explícitamente 
que les hubiese gustado estudiar de este modo en su paso por la escuela. Tal 
situación de sorpresa lleva a Francisco a construir un diálogo informado con el 
PIDPDM, para saber si el éxito de la aplicación es reproducible o contingente.  

El episodio “rectas llenando vasos”, deja ver con toda claridad que el 
sentido de la representación favorece la emergencia de la variación en forma 
verbal y gestual, con apoyo en datos numéricos – medidas propiamente dicho. 
Progresivamente se trata la comparación de estados, la secuenciación de 
procesos para dar lugar a una predicción. Evoluciona también de lo factual a lo 
procedimental cuando se discute el tema de la pendiente de las rectas 
representativas. En los debates sobre la predicción final (misma altura o 
mismo volumen) se dejan ver “desajustes” en las interpretaciones de las 
representaciones, pero es la práctica de llenado, hipotética o realista, la que les 
permite a las y los estudiantes, en el curso de debates fundados decidir una 
ruta de solución. El profesor muestra una evolución en su propio proceso de 
empoderamiento, pues decide dosificar sus intervenciones con el fin de hacer 
emerger construcciones propias de los estudiantes (ponerse en los pies del 
otro). Decide participar o se abstiene de ello, deja el control a la situación.  

En los episodios siguientes “curvas llenando matraces y copas” aparece de 
parte de los alumnos la necesidad de la variación sucesiva, esta crece, pero 
cada vez crece más; mientras que esta otra, crece también, pero crece cada vez 
menos. Este logro da cuenta de que el conflicto planteado fue superado al 
nivel procedimental, sin saberlo, la gestión áulica del docente permite la 
aparición de un teorema, primera derivada positiva y segunda derivada 
positiva, se trata de una curva cóncava hacia arriba. Recíprocamente, primera 
derivada positiva, con segunda derivada negativa, se trata de una curva 
cóncava hacia abajo. Sin embargo, el verdadero resultado es, juntamente con 
los anteriores, que las dos curvas coinciden en su mínimo y en su máximo 
cuando el volumen del recipiente es el mismo, esto pone en evidencia que la 
transversalidad del hallazgo ha superado a la variable funcional puesta en 
juego (altura o volumen). Su temporización (distribución en el tiempo de 
medidas intermedias) estableció un nuevo sistema de referencia, que no sería 
el plano cartesiano en sí, sino un sistema móvil colocado sobre la propia 
gráfica, pues la variación de la variación es un constructo de segundo orden. 

En el episodio último, “cuadrando números”, se busca confirmar el 
proceso reversible – condición de certeza del aprendizaje y de los principios 
del arribo de la etapa simbólica. Las respuestas de los estudiantes y el control 
de la situación del docente muestran que las dinámicas del empoderamiento no 
sólo permitieron a Francisco una gestión diferente de la clase, sino que 
propiciaron el aprendizaje a la vez que fortalecieron las habilidades 
socioemocionales. Pero lo más relevante fue, en nuestra opinión, que la 
relación al conocimiento ha sido cambiada por las acciones reflexivas del 
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profesor en el marco de la situación de aprendizaje puesta en escena. Su 
propio conocimiento se fortalece con las reflexiones en los debates de sus 
estudiantes 
 
 
6. Conclusiones 
Este artículo pone en evidencia el papel del empoderamiento docente en la 
ganancia cognitiva y en la inclusión social, con base en resultados 
experimentales de una intervención educativa sustentada en prácticas 
socioculturales que favorecen un aprendizaje significativo de las matemáticas, 
siempre con el recurso de los conflictos cognitivos y una secuencia de tareas.  

Asimismo, la investigación se basó en la teoría socioepistemológica sobre 
el pensamiento variacional. El foco del diseño no estuvo en el objeto 
matemático per se, sino en el sistema de prácticas socialmente compartidas. La 
configuración experimental ofreció la oportunidad de abordar el 
empoderamiento docente y el desarrollo del pensamiento variacional por parte 
de los estudiantes, desde un paradigma pragmático de las matemáticas y de los 
procesos de enseñanza-aprendizaje. Esto brinda un nuevo entendimiento de la 
relación entre la práctica docente y la actividad matemática de los estudiantes.2 

Se planteó un estudio de empoderamiento docente a partir de la 
intervención realizada libremente por un profesor de nivel secundario en 
Argentina, al trabajar en una clase de sexto año de una escuela técnica. En esta 
experiencia, se pusieron de manifiesto las etapas de una construcción social 
del conocimiento matemático de parte de las y los estudiantes ante una 
situación de aprendizaje. Al momento de responder a un conjunto secuenciado 
de tres tareas, con una serie de actividades que se guiaban en el marco de una 
situación de aprendizaje basada en la socioepistemología, se nota la presencia 
de una evolución pragmática, en un contexto situacional del estudiante, el 
llenado de recipientes de forma diversa (lados rectos verticales u oblicuos). La 
literatura reporta una confusión de los estudiantes entre la forma del recipiente 
y la gráfica producida de la función altura versus tiempo. Sin embargo, en este 
diseño esto no ocurre por dos razones principales:  
• Razón 1. El proceso de empoderamiento que vive el profesor en cuestión, 

con acompañamiento colaborativo. 
• Razón 2. El diseño basado en prácticas, que descentraliza al objeto 

matemático función derivada. 
De esta manera, el discurso del profesor en el aula se construye y reconstruye 
en el contexto del diseño de la situación de aprendizaje (articulación adecuada 
entre la razón 1 y la razón 2). Más específicamente, el profesor abandona un 
discurso centrado en objetos, para aceptar otro ubicado en prácticas que, a su 

 
2 Agradecemos a las/los revisores de esta propuesta por alcanzar una mirada sintética del 
artículo con tanta nitidez conceptual.  
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vez, él mismo vivió en las sesiones presenciales del programa PNAM. Esto 
exige de su parte una muestra explícita del empoderamiento, al construir sus 
intervenciones didácticas, recontextualizando y eligiendo apropiadas 
relaciones entre gráfica, número y sentido contextual. Este hecho ha sido 
documentado por diferentes autores como Reyes-Gasperini (2016), Freire y 
Shor (1986), Santana, Serrazina y Nunes (2018) y Bernstein (2000). 
Específicamente, Bernstein (2000) señala al respecto:  

But I want to argue that the crucial space which creates the specialization of the 
category – in this case the discourse – is not internal to that discourse but is the 
space between that discourse and another. In other words, A can only be A if it 
can effectively insulate itself from B. In this sense, there is no A if there is no 
relationship between A and something else. The meaning of A is only 
understandable in relation to other categories in the set; in fact, to all the 
categories in the set. In other words, it is the insulation between the categories of 
discourse which maintains the principles of their social division of labour. In 
other words, it is silence which carries the message of power; it is the full stop 
between one category of discourse and another; it is the dislocation in the 
potential flow of discourse which is crucial to the specialisation of any category. 
(Bernstein, 2000, p. 6) 

El discurso del profesor ante la situación variacional trata de alturas, pero es 
trasladado hacia otro relativo más complejo sobre el volumen, es decir, su 
especialización se alcanza cuando se crea un espacio entre los dos discursos. 
Digamos que el discurso sobre alturas será justo eso en la medida en que se 
distinga del discurso sobre el volumen.  

Seguramente la capacidad de ponerse en los “zapatos del otro” ya habían 
sido desarrollados por el profesor en su vida misma, o en su vida como 
docente. Aunado a ello, el diseño basado en empoderamiento le permitió su 
utilización legítima en las clases habituales. De ahí que sus alumnos dijeran 
expresiones motivacionales hacia él mismo, por ejemplo, como Francisco 
relata él en el diálogo informado:  

Este mismo alumno es un alumno que es repetidor, y exalumno mío del año 
anterior, antes de volver a su lugar, me preguntó en confidencia: “¿Por qué el año 
pasado, no explique así lo de límites y del infinito?”. No pude hacer otra cosa que 
sonreír y darle las gracias. 

Por otro lado, el empoderamiento docente, en tanto proceso, favorece el 
aprendizaje del alumnado. En este sentido, su logro se materializa en dos 
planos, por un lado, en el proceso de formación continua del profesorado y por 
otro, en el proceso de aprendizaje basada en la enseñanza basada en prácticas 
socialmente compartidas (Reyes-Gasperini, 2016). 
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