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1 Parte prima

1.1 Cenni di teoria della misura

In questa sezione introduciamo la nozione di misura e richiamiamo i principali risultati, per

una trattazione completa si vedano ad esempio [I], [3], [6].

Sia X un insieme e A C X. Denotiamo con A° = X \ A il complementare di A; inoltre
indichiamo con P(X) I'insieme delle parti di X, cio¢ la famiglia di tutti i sottoinsiemi
di X,

P(X)={A te. ACX}.

Definizione 1.1. (Misura esterna)

Sia X un insieme. Una funzione
p: P(X) = [0, 400
st dice misura esterna su X, se:
(i) p(@) = 0;
(ii) se A C B C X allora u(A) < u(B) (Monotonia);
(i1i) se A, C X, k € N, allora

u( U Ak) < Zu(Ak) (Subadditivita).
keN keN

Definizione 1.2. (o-algebra)
Sia X un insieme. Una famiglia A(X) C P(X) si dice o-algebra su X, se:

(i) 0 € A(X);
(i) se A e A(X) allora A € A(X),

(i1i) se A, € A(X), Yk eN, allora U A € A(X).
keN



Definizione 1.3. (Misura)

Siano X un insieme e A(X) una o-algebra su X. Una funzione
po A(X) — [0, +00]
si dice misura su X, se:
(i) ()

(ii) siano A, € A(X), tali che Ay N A; =0, conk #j, k,j €N, allora

M( U Ak) = u(Ap).

keN keN

0;

Definizione 1.4. (Insieme misurabile)

Stano X un insieme e u una misura esterna su X. Un insieme A C X si dice p-misurabile,
se

WE) = p(ANE)+ w(A°NE), YECX

Denotiamo con M, (X) la famiglia degli insiemi p-misurabili.

Vale il seguente risultato (si veda [I], [3]).

Teorema 1.1. (Primo teorema di Caratheodory)
Stano X un insieme e p una misura esterna su X. Allora M, (X) é una o-algebra, detta

dei misurabili. Inoltre p ristretta a M, (X) é una misura; in particolare valgono le sequenti
proprieta:

(1) siano A € M, (X), tali che Ay, C Apt1, per ogni k € N, allora

M( U Ak) = Jm  p(Ag);
keN

(ii) siano A € M, (X), tali che Agy1 C Ay, per ogni k € N, con (A1) < 400, allora

M( m Ak) B kgrfoo”(Ak)'
keN

Definizione 1.5. (o-algebra di Borel)

Sia X uno spazio topologico. La o-algebra di Borel ¢ la pit piccola o-algebra su X che
contiene tutti gli aperti (o chiusi) di X.

Gli elementi di una o-algebra di Borel si chiamano boreliani.

Una misura esterna p su X st dice misura di Borel se ogni boreliano ¢ p-misurabile.



Sia ora (X, d) uno spazio metrico munito di distanza d. Dati A, B C X due insiemi non

vuoti, denotiamo con dist(A, B) la distanza tra A e B, data da
dist(A, B) = inf {d(z,y), © € A, y € B}.

Definizione 1.6. (Misura metrica)
Siano (X, d) uno spazio metrico e j una misura esterna su X. Si dice che p & una misura
metrica se per ogni A, B C X, tali che dist(A, B) >0, si ha

n(AU B) = pu(A) + u(B).

Teorema 1.2. (Secondo teorema di Caratheodory)
Siano (X,d) uno spazio metrico e p una misura metrica su X. Allora ogni sottoinsieme

chiuso (o aperto) é p-misurabile. In particolare p & una misura di Borel.

Esempio 1.1. (Misura di Lebesgue)
Consideriamo lo spazio Euclideo (R™,d), dove d ¢ la distanza Fuclidea.

Un intervallo compatto di R™ é un insieme del tipo
I =1lai,bi] X+ X [an, by,

con aj,bj € R tali che a; < bj, per j =1,...,n; inoltre chiamiamo misura di I il numero

reale non negativo

mis(I) = [ [ (b; — a;).
j=1

Dato A C R™, un ricoprimento Lebesquiano (RL) di A ¢ una famiglia finita o numerabile

di intervalli compatti {I} C R™, tale che A C U I, con T C N.

kel
Denotiamo con L™ la misura esterna di Lebesgue su R™, definita nel sequente modo:

per ogni A C R™, poniamo L™(A) il numero reale esteso

L"(A) = inf { Zmis([k), con {I;} RL di A}.
kel

St ha che L™ é una misura metrica; in particolare é una misura di Borel.



1.2 Introduzione alla misura di Hausdorff

Consideriamo lo spazio Euclideo (R",d), dove d ¢ la distanza Euclidea.

Diamo le seguenti definizioni.

Definizione 1.7. (Diametro, raggio)

Sia A C R™. Chiamiamo diametro di A, il sequente numero reale esteso
dlam(A) = sup {Hl’ - y”? T,y € A}a
dove la norma Fuclidea ¢ data da

lz =yl = d(z,y) -

Inoltre, chiamiamo raggio di A

Definizione 1.8. (ws, my)

Consideriamo la funzione Gamma di Eulero
+oo
I':(0,4+00) — R, I'(s) = / et 57 1at.
0
Definiamo, per ogni s € [0, +00),

CTTE )

Inoltre, poniamo ms(0) = 0, e per ogni A CR™, A (),

Osservazione 1.1. Se n € N, allora il valore wy, coincide con la misura di Lebesque della
palla di raggio unitario in R™; (si veda I’Appendice .
In particolare, dati xo € R™, r > 0, consideriamo la palla aperta in R™, di centro xq e
raggio T

B'(z0) = {z € R", ||z — zo| < r}.

Allora

wp = L™(B} (z0)) = /B”( )1 dz,
1 \Zo

mp (B (x0)) = war™ = L™(By (z0)) = / 1 dx.
B (zo0)



Definizione 1.9. (§-ricoprimento, H3, H*)
Siano A C R", neNed € R, §d > 0. Una famiglia di insiemi {Ag}rea C R"™, si dice

d-ricoprimento di A, se:
1. A é finito o numerabile,
2. diam(Ag) < 0,Vk € A,
3. AC A
ke A
Poniamo, per ogni s € [0,400), il sequente numero reale esteso
Hi(A) = inf{ Z ms(Ag), con {Ax}rea O-ricoprimento di A}.
ke A

Inoltre, definiamo

H?(A) = supH;(A) = lim Hj.
>0 6—0

Osservazione 1.2. L’ultima uguaglianza & giustificata dal fatto che la funzione
Hf_)(A) : (0,400) — [0, +00]

¢ monotona decrescente. Infatti, se 61 < 02, allora ogni d1-ricoprimento di A, é anche un
do-ricoprimento di A, quindi

Vale il seguente risultato, si veda ad esempio [0].

Teorema 1.3. (Misura di Hausdorff)
Per ogni s € [0,400) e 6 > 0, si ha che H§ e H® sono misure su R™. Inoltre H® & una
misura metrica su R™, rispetto alla distanza Euclidea.

La funzione H® si chiama misura di Hausdorff s-dimensionale.

Osservazione 1.3. H° ¢ la misura discreta "che conta”, cioé se A C R™ ¢ un insieme
finito o numerabile, allora
HO(A) = card(A) .

Infatti, osserviamo preliminarmente che wg = 1. Sia ora A = {a}, con a € R"™, allora

H°({a}) = 1. Dalla additivita numerabile della misura segue la tesi.



Osservazione 1.4. Sia A C R"”, allora
H(A)=0,Vs >mn.

Infatti, consideriamo un cubo Q C R™, di lato unitario. Dato k € N, poiché Q puod essere

N

&> In particolare si ha

decomposto in k™ cubi di lato + € diametro pari a

Ora, se s > n, lultimo termine é infinitesimo, per k — oo. Data Uarbitrarieta dei J-

ricoprimenti, si ottiene la tesi.

Proposizione 1.1. Sia A C R, allora
HH(A) = L1(4)

Dimostrazione. Osserviamo che I’ (%) = @, quindi w; = 2. Sianoora A € Red > 0,
allora ricordando I’Esempio si ha

+00
LY(A) = int { Y diam(4y), con {4y} RL di A}
k=1

+oo
< inf { Z diam(Ay), con {Ar} d-ricoprimento di A}
k=1

= H;(A).
Quindi £1(A) < H}(A), VS > 0. Per provare la disuguaglianza opposta poniamo
Ij = [jo,(j +1)d], je€L

Si ha che diam(A, N I;) < 6, per ogni Ay C R, k€ N . Allora

+oo
Z diam (A, N 1;) < diam(Ay).

j=—o0
In questo modo
= inf { Z diam Ay, con {Ax} RL di A}
+oo +o0o
f{z Z diam (Ax N 1), con {Ax} RL di A}
k=1j=—o00
> Hi(A).

Quindi £'(A4) > H}(A), ¥V > 0. Quindi £L1(A) = H(A). O
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Usando la disuguaglianza isodiametrica E| ¢é possibile generalizzare la precedente Pro-
posizione [L.1] si veda ad esempio [A].

Teorema 1.4. Sia A C R", allora

HM(A) = L7(A).

Per enunciare le prossime proprieta della misura di Hausdorff, richiamiamo la seguente

definizione.

Definizione 1.10. (Funzione Lipschitziana)
Stanon,m € N, D CR", ¢ : D — R™. Si dice che ¢ é una funzione Lipschitziana, se

esiste una costante L > 0, tale che
lo(u) = o(v)llrm < Lllu = v|gn, Vu,veD.

In questo caso L st chiama costante di Lipschitz di .

Vale la seguente proprieta.

Lemma 1.1. Siano n,m € N, D C R", ¢ : D — R™ una funzione Lipschitziana, con

costante di Lipschitz L. Poniamo A = ¢(D). Allora, per ogni s > 0, si ha
H(A) < L*H*(D).

Dimostrazione. Siano € > 0 e {Dy} un d-ricoprimento di D tale che:

+o0o
D wi(r(Dy))* < H3(D) +¢.
k=1

Si ha, per ogni k € N,

diam(¢(Dy)) = sup {|l¢(u) — @(v)||rm, u,v € Dy}
< L sup {J|u— v}z, u,v € Dy}
= Ldiam(Dy,).

Quindi, poiché {A;} = {p(Dg)} ¢ un Lé-ricoprimento di A, si ha:

+o0 +oo
Hig(4) £ Y w(r(A0) < 19 ) wi(r(Dy)* < L*(H3(D) +¢).
k=1 k=1

Passando al limite per 6 — 07, per I'arbitrarieta di ¢, si ottiene la tesi. O

!Sia A C R", allora la disuguaglianza isodiametrica afferma che (si veda ad esempio [3])
L"(A) <wp (r(A))".

Inoltre, se nella precedente disuguaglianza vale I'uguaglianza, allora A é una palla, a meno di insiemi di

misura di Lebesgue nulla.



In particolare vale il seguente

Lemma 1.2. Siano n,m € N, D CR" e ¢ : D — R™ una funzione Lipschitziana. Se
L™(D) =0, allora H"(p(D)) = 0.

Dimostrazione. Segue direttamente dal Lemma [I.1] e dal Teorema O

Vediamo alcune particolari funzione Lipschitziane

Definizione 1.11. (Dilatazione)

Sia A > 0. Una dilatazione in R™, di ampiezza X\, é una funzione
v :R" - R" o(u) = Au.
In particolare ¢ & Lipschitziana, con costante di Lipschitz A. Inoltre, se A CR"™, poniamo

A = {)\u, u € A}.

Definizione 1.12. (Isometria)

Una isometria in R™ & una funzione
¢ :R" = R" te |ou) —e@)]| =|u—2|], YuveR"™

In particolare ¢ € Lipschitziana, con costante di Lipschitz uguale ad 1.

Valgono le seguenti proprieta.
Proposizione 1.2. Sia A C R". Allora, per ogni s > 0, si ha:
(1) H*(ANA) = NH*(A), VA > 0
(1) H*(p(A)) = H*(A), con ¢ isometria in R".
Dimostrazione. Dimostriamo il punto (i). Poiché la funzione ¢(u) = Au & Lipschitziana

con costante di Lipschitz A, dal lemma si ha

Ay A
HI(VA) < NH(A) = )\SH‘*(T) < SHIOA) = 1 (A\A).

Per il punto (ii), se ¢ & un’isometria in R™, allora & invertibile e anche ¢! & un’isometria
) )

in R™; poiché entrambe hanno costante di Lipschitz uguale ad 1, dal lemma si ha

H(p(4)) < H(A) = H (9™ (9(A))) < H(p(A)).
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Definizione 1.13. (Jacobiano)
Stano n,m € N, con n < m, Q@ C R" aperto, ¢ : Q& — R™ una funzione differenziabile.

Chiamiamo Jacobiano di , in u € €, il sequente valore non negativo

Jo(u) = \/det ((Jacgp(u))T Jacgo(u)),

dove Jacp denota la matrice Jacobiana di .

Per il calcolo dello Jacobiano, ricordiamo il seguente utile risultato, il quale ¢ un caso

particolare della formula di Cauchy-Binet.

Proposizione 1.3. Sianon,m € N, conn < m, Q CR" aperto, ¢ : Q@ — R una funzione
differenziabile. Allora, per ogni u € §2, vale
2 2
(Jo(w)” = (det(M))",
M

dove la somma ¢ fatta su tutti i possibili minori M, di ordine n x n, della matrice Jacp(u).

Vale il seguente risultato, si veda ad esempio [1], [3], [6].

Teorema 1.5. (Formula dell’area)
Sianon,m € N, conn <m, D CR" un insieme L™ -misurabile e ¢ : D — R™ una funzione

Lipschitziana e iniettiva. Poniamo A = (D). Allora A & H™-misurabile e vale

/ T (1)

dove l’integrale a destra e inteso nel senso di Lebesgue.

Osservazione 1.5. La formula nel precedente teorema & ben posta in virty del Lemma
e del Teorema di Rademacher [ inoltre ricordiamo che le derivate parziali di una

funzione differenziabile sono funzioni misurabili (secondo Lebesgue).

Osservazione 1.6. Notiamo esplicitamente che nelle ipotesi del precedente Teorema [1.5,
non viene richiesta nessuna condizione di rango sulla matrice Jacy; ad esempio per funzioni

di classe C si tenga in considerazione il Lemma di SardEL insieme al Lemma .

!Siano n,m € N, Q@ C R™ aperto, ¢ : @ — R™ Lipschitziana (anche localmente). II Teorema di
Rademacher afferma che ¢ ¢é differenziabile quasi ovunque rispetto alla misura di Lebesgue; si veda ad
esempio [3].

2Siano n,m € N, con n < m, Q C R™ aperto, ¢ € C*(Q;R™). Il Lemma di Sard afferma che (si veda ad
esempio [0])

H" (p(Crity)) =0,
dove
Crit, ={u e, tc. Jy(u)=0}.

11



Esempio 1.2. (Lunghezza di una curva)
Siano m € N, a,b € R cona < b. Sia D = [a,b] CR e~ : D — R™ una funzione

Lipschitziana e iniettiva. Poniamo A = (D). Allora A & H'-misurabile e vale

b
H(A) = /D 50t = [t (2)

Concludiamo questa sezione introducendo la nozione di dimensione di Hausdorff; dimostria-

mo preliminarmente alcuni risultati.
Lemma 1.3. Siano A C R" e < s < t < oo. Allora si ha:
(i) H5(A) < +o00 = HI(A) = 0.
(ii) HY(A) > 0 = H*(A) = +o0.
Dimostrazione. Proviamo (i). Supponiamo H®*(A) < +oo. Sia € > 0, allora esiste un
d-ricoprimento {A}, per cui
+oo
D wa(r(AR)) S H3(A) + & < H(A) + &
k=1
Quindi

+oo
HE(A) <D wr(r(Ap))!
k=1

+oo
- %2S_t > ws(r(Ay))* (diam(Ay))
s k=1

< ﬂ2s—t6t—s<Hs(A) + 2,:.)'

Ws

Passando al limite per § — 0, si ha che H!(A) = 0.

Il punto (i7) € ora una diretta conseguenza di (i), ragionando per assurdo. O

Il precedente Lemma giustifica la seguente definizione.

Definizione 1.14. (Dimensione di Hausdorff)

Sia A C R™. Chiamiamo dimensione di Hausdorff di A, il sequente valore

dimy (A) := inf {s >0, t.c. H*(A) = 0} =sup{s>0, t.c. H*(A) = +oo}.

12



Osservazione 1.7. Sia A C R™. Dall’Osservazione [1.4), si ottiene che dimy (A) < n.

Sia s = dimy (A); allora dal Lemma HY(A) =0, per ogni t > s, mentre H'(A) = +o0,
per ogni t < s.

Notiamo esplicitamente che H*(A) puo comunque assumere qualsiasi valore tra 0 e +oo

mclust.

Osservazione 1.8. Esistono insiemi non vuoti che hanno dimensione di Hausdorff non

intera: per una trattazione esaustiva sull’argomento si veda ad esempio [2).

Esempio 1.3. (Insieme di Cantor)
Un esempio di insieme avente dimensione di Hausdorff non intera é l'insieme di Cantor,
definito nel modo sequente. Consideriamo una successione di unione di intervalli chiusi

{Ck}r>0 C R, definita per ricorrenza come seque:
4 CO = [07 1];

o (1 = [O, %] U [%, 1], ottenuto rimuovendo da Cy lintervallo aperto (%, %),

o Oy = [0, %} U [%, %} U [%, g} U [%, 1], ottenuto rimuovendo dal centro di ognuno dei

due intervalli che compongono C1, un intervallo aperto di lunghezza (%)2;

e iterando, Ciy1 si ottiene rimuovendo dal centro di ogni intervallo che compone Cl,

un intervallo aperto di lunghezza (3)F+1.

Definiamo l'insieme di Cantor, C C R, come C = () Ck.
k>0
Notiamo esplicitamente che C' & non vuoto. Infatti, tutti gli estremi degli intervalli che
compongono un qualsiasi insieme C, appartengono a C.
L’insieme di Cantor & un esempio di insieme frattale auto-simile, cioé un insieme dotato

di omotetia interna: intuitivamente, la forma dell’insieme resta invariata a scale diverse.
1
3
Inoltre, linsieme di Cantor ha misura di Lebesgue nulla, cioé LY(C) = 0. Infatti, osservia-

Per linsieme di Cantor, il fattore di scala dell’omotetia é

mo che ogni insieme Cj, & composto da un’unione disgiunta di 2% intervalli chiusi, ognuno
di lunghezza (%)k Quindi
k
2

LHCy) = <3> , Yk>0.

La misura di Lebesque di C' allora é
o\

£Y0) = 1li =) =o.

D’altra parte, linsieme di Cantor ha misura di Hausdorff non intera, in particolare si ha

(si veda ad esempio [2])

13



1.3 Richiami sulle varieta

In questa sezione richiamiamo le definizioni e le principali proprieta delle sottovarieta degli

spazi Euclidei; per una trattazione completa si vedano ad esempio [4], [5].
Poniamo N = N U {+o00}.

Definizione 1.15. (Varieta)
Siano n,m € N, conn <m, k € N. Un insieme M C R™, si dice varieta (o sottovarietd
di R™) di dimensione n e di classe C*, se per ogni xg € M, esistono un aperto U C R™

contenente xq ed una funzione F' € CF(U;R™™™), tale che:
(i) MNU ={z €U, tc F(x)=0},
(it) rg(JacF(z)) =m—n, Yo € MNU (rango massimo).

In questo caso F' si dice una funzione definente ed F' =0 & detta equazione locale, per M.

Esempio 1.4. Sia R € R, R > 0. Consideriamo
S ={z eR"!, te |z| =R} CR"
Allora S™ ¢ una varieta di dimensione n e di classe C*°. In particolare
F(z) = |z]* - R* =0,

¢ un’equazione locale (globale).

Esempio 1.5. Consideriamo
M = {(:E,y) eR? te 2%= y} U {(:E,y) eR?, te y= —5} C R
Allora M é una varieta di dimensione 1 e di classe C*°. In particolare
F(r,y)=2"—y=0, G(z,y)=y+5=0,

sono equaziont locali.

14



Esempio 1.6. (Grafici)
Siano  C R™ aperto e g € C*(Q; R™™). Consideriamo

M = {(u,v) € AxR™™", tec v=gu)}={(uvg) cR" ueQ} CR™
Allora M ¢ una varieta di dimensione n e di classe C*. Infatti, siano
U=QxR™™"  F(u,v) =v— g(u).
Si ha F € CHU;R™ ™) e
M=MnNU={(u,v) €U, tec F(u,v)=0}.

Inoltre, poiché

JacF (u,v) = (— Jacg(u),[m_n), V (u,v) € U,

st ha
rg(JacF(u,v)) =m —n, V¥ (u,v) € M.

Osservazione 1.9. (Grafici locali)

Come corollario del Teorema delle funzioni implicite si ha che, per una varieta, la proprietd
(globale) dei grafici espressa nell’Esempio ¢ sempre vera localmente. Choé, sia M C R™,
allora M & una varieta di dimensione n e di classe C*, se e solo se per ogni xg € M, esistono
un aperto U C R™ contenente xg, un aperto @ C R™ ed una funzione g € C*(Q;R™™™),
tale che:

MNU={(u,g(u)) €eR™, ueQ}.

In questo caso, l'equazione locale é data da

F(u,v) =v—g(u) =0.

Definizione 1.16. (Parametrizzazione)
Siano n,m € N, conn < m, k € N, Q C R" aperto, M C R™. Una funzione ¢ €

CF(Q; R™), iniettiva, si dice parametrizzazione di M, di classe C*, se

(it) rg(Jacp(u)) =n, Vu € Q (rango massimo).

15



Esempio 1.7. (Parametrizzazione cartesiana)
Sianon € N, k € N, Q C R” aperto, g € C*(;R). Allora la funzione p € Ck(Q;R"*1)
definita da
p(u) = (u,g(u)),
si chiama parametrizzazione cartesiana di p(S2), di classe C*. Notiamo esplicitamente

che @ ¢ iniettiva ed inoltre vale, per ogni u € Q (si veda la proposizione

Jacp(u) = ( In ) , Jo(u) = 1+ [[Vg(u)||* .

Vg(u)

Vale il seguente risultato, conseguenza del Teorema di invertibilita locale.

Teorema 1.6. Siano n,m € N, conn < m, k € N. Un insieme M C R™ ¢ una varieta
di dimensione n e di classe C*, se e solo se per ogni xy € M, esistono un aperto U C R™
contenente xq, un aperto Q@ C R™ e ¢ € CF(Q;R™), parametrizzazione di M NU, tale che
© sia un omeomorfismo sull’immagine, cioé ¢~ € C(M NU;Q).

In questo caso la coppia (M NU, 1) si chiama carta locale.

Proposizione 1.4. Siano n,m € N, conn < m, k € N ed M C R™ una varieta di
dimensione n e di classe C*. Dato xg € M, siano U,V C R™ aperti contenenti zq e Q, A C
R™ aperti. Consideriamo ¢ € C*(Q;R™) parametrizzazione di M NU e ¢ € CF(A;R™)
parametrizzazione di M N'V. Allora la funzione

vl (MNUNV)) sy (MO UNY))

¢ un diffeomorfismo locale, di classe CF.

Osservazione 1.10. Siano n,m € N, conn <m, k € N, Q CR" aperto e p € C*(Q;R™)
parametrizzazione di p(Q) C R™. Allora, per ogni ug € 2, esiste un aperto A C

contenente ug, tale che @(A) C R™ ¢ una varieta di dimensione n e di classe C*.

Esempio 1.8. Sia I = (O, %77) C R. Consideriamo la sequente funzione
o:1—R? o(t) = (cos(t), cos(t) sin(t)) .

Si ha ¢ € C®(I;R?), iniettiva, con

ron — sin(t) 0
Pl = (1—2sin2(t)> # (0) , VEel.

Quindi ¢ ¢ una parametrizzazione di M = p(I), di classe C*°. Notiamo esplicitamente che
M non é una varietda; comunque, per ogni tg € I, esiste un aperto J C I contenente ty, tale

che o(J) & una varieta di dimensione 1 e di classe C*°.
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Osservazione 1.11. Siano n,m € N, conn < m, k € N ed M C R™ una varieta
compatta di dimensione n e di classe C*. Allora ¢ possibile determinare un suo ricoprimento
aperto finito A = {A;}icr, I = {1,...,q}, ¢ € N, con aperti Q; C R"™ e parametrizzazioni
@i € CF(Q;R™), tali che la famiglia {@i(S%)}Yier sia un ricoprimento finito di M, dove
i) = A; N M.

Definizione 1.17. (Spazio tangente)
Siano n,m € N, conn < m, k € N ed M C R™ una varietda di dimensione n e di classe
C*. Dato xo € M, allora un elemento T € R™, si dice vettore tangente ad M, nel punto

xg, se esistono € > 0, ed una funzione 7y : (—e,e) — R™, differenziabile in ty = 0, tale che:
(i) v(t) e M, Vte (—ee);

(1i) v(0) = zo;

(iii) 7' (0) = 7.

Linsieme di tutti © vettori tangenti ad M, nel punto xg, si chiama spazio tangente ad

M, in xg, e st denota con Ty, M.

La terminologia di "spazio" & giustificata dal seguente risultato.

Proposizione 1.5. Siano n,m € N, conn < m, k € N ed M C R™ una varieta di
dimensione n e di classe C*. Dati xog € M ed F = 0 un’equazione locale, allora lo spazio

tangente ad M, in xq, € dato da
TooM = ker (dy F) = {7 €R™, t.c. dyF(1)=0}.

In particolare Ty, M €& un sottospazio vettoriale di dimensione n.

Osservazione 1.12. Siano n,m € N, conn < m, k € N ed M C R™ una varieta di
dimensione n e di classe C*. Dato xg € M, consideriamo ¢ € Ck(Q; R™) parametrizzazione
di MNU, dove U C R™ & un aperto contenente xo e Q C R™ aperto. Poniamo xo = ¢(up),

allora Ty, M ¢ generato dalle colonne della matrice

i1 dip1
Jacp(uo)= | |,

OPm 0Ym

78’&1 (’LLO) . aun (UO)
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c10€

B Dy (%
Ty oM = spcm{au1 (uo), "8un( 0)} )
dove abbiamo posto

921 ()
8uj

8790(”) = : =1 n

au] = : y J=1 s 10y
2P ()
8Uj

con

= (Uty...,uUp), @ur,...,up)= ((pl(u),...,cpn(u)) )

Definizione 1.18. (Spazio normale)
Siano n,m € N, conn <m, k € N ed M C R™ una varieta di dimensione n e di classe

C*. Dato xo € M, lo spazio normale ad M, in xo, & dato da
NpgM = (TyoM)" = {0 €R™, tc. (v,7)=0,V7€TyM}.

In particolare NyoM & un sottospazio vettoriale di dimensione (m —n).

Osservazione 1.13. Siano n,m € N, conn < m, k € N ed M C R™ una varieta di
dimensione n e di classe C*. Dati xog € M ed F = 0 un’equazione locale, allora lo spazio
normale ad M, in xg, & generato dalle righe della matrice JacF (xg), cioé se la funzione

definente si scrive F' = (F1,...,Fyn_y), allora

NyoM = span{VFl(azo), . ,VFm_n(:co)} .

18



1.4 Integrale di Hausdorff

Ricordando la Formula dell’area, Teorema [I.5] diamo la seguente definizione.

Definizione 1.19. (Integrale di Hausdorff)
Stano n,m € N, conn < m, D C R" un insieme L"-misurabile e ¢ : D — R™ una
funzione Lipschitziana e iniettiva. Sia ora f € C(A;R), dove A = ¢(D), allora definiamo

lintegrale di Hausdorff di f su A, il sequente valore reale esteso

/Ade” = /Df(w(U))J¢(u)du’

In particolare, se f =1, si ritrova

/AdH” - /DJ¢(u)du —HM(A) |

Osservazione 1.14. Se n = m, la precedente formula estende il teorema del cambiamento

di variabile.

Osservazione 1.15. Tenendo in considerazione I’Osservazione[I.3, possiamo definire 'in-
tegrale di Hausdorff "che valuta" rispetto alla misura H° discreta "che conta”. Cioe, se

A =Uperlar} SR™, con T finito o numerabile e f: A — R, allora poniamo

/Af aH’ =" flar)

kel

In particolare, se f =1, si ritrova

/ dH® = H°(A) = card(A) .
A

Esempio 1.9. (Sfera)
Siar € R, r > 0. Consideriamo

§2={(z,y,2) €R®, te. |(z,y,2)| =r} CR.

Si ha che
H?(5?) = 4nr? .
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Infatti, consideriamo la funzione p € C*°(R?;R3), data da
¢(0, ) = (rcos(a) cos(8), r cos(a) sin(f), rsin(a)) .

Poniamo ora

oy 9

= — - —) CR?%.
Q= (0,27) x ( 2,2) CR
Si ha S* = ¢(Q); inoltre, poiché L?(Fr(Q)) =0, dal Lemma si ha H*(p(Fr())) = 0.
Quindi, visto che
5% = () Up(Fr()),
allora vale
HA(S?) = H2 ()

Poiché ¢ ¢é iniettiva su S, dalla Definizione[1.19, si ottiene allora

H?(S?) = /Q J,(0,a)dbda = dnr? .

Esempio 1.10. (Cilindro)

Stano r,a € R, r > 0, a > 0. Consideriamo
C={(z,y,2) €R’ tec |(z,y)|=r 2€[0,a]} CR*.

Si ha che
H?(C) = 27ra .

Infatti, consideriamo la funzione p € C™(R?;R3), data da
©(0,h) = (rcos(f),rsin(0),h) .

Poniamo ora
Q= (0,27) x (0,a) CR?.

Si ha C = ¢(Q); inoltre, poiché L*(Fr()) = 0, dal Lemma st ha H? (p(Fr(Q))) = 0.
Quindi, visto che
C =p(Q) Uep(Fr(Q)),
allora vale
H(C) = H?(9(92)) -

Poiché ¢ é iniettiva su 2, dalla Definizione[1.19, si ottiene allora

H(C) = /Q J,(0,h)dodh = 27ra .
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Esempio 1.11. (Toro)
Stano r,R € R, R > r > 0. Consideriamo

T={(z,y,2) ER®, tc. (R-— H(aj,y)H)2 +22=r?} CR’.

Si ha che
H2(C) = 47*rR .

Infatti, consideriamo la funzione p € C*(R?;R3), data da
o(t,0) = ((R+ rcos(t)) cos(8), (R + rcos(t)) sin(6), rsin(t)) .

Poniamo ora

Q= (0,27) x (0,27) CR*.

Si ha T = ¢(Q); inoltre, poiché L*(Fr(Q)) = 0, dal Lemma st ha H*(o(Fr(Q))) = 0.
Quindi, visto che
T =¢(Q) Up(Fr(Q)),
allora vale
HA(T) = H?(0(Q)) -
Poiché ¢ ¢ iniettiva su Q, dalla Definizione[1.19, si ottiene allora

HA(T) = /Q J,(t,0)dtdd = 47°rR .

Esempio 1.12. (Cono)

Siar € R, r > 0. Consideriamo
C={(z,y,2) €R® tec |[(z,y)|=2<r}CR>.

Si ha che
H2(C) = V2rr? .

Infatti, consideriamo la funzione data da
p:R* =R p(ry) = (z,0.9@y), gy ==
Osserviamo esplicitamente che ¢ € Lipschitziana. Poniamo ora
Q={(z,y) €R?, tec 0<|(z,y)| <r}CR>.

Si ha C = ¢(Q); inoltre, poiché L*(Fr(Q)) = 0, dal Lemma st ha H? (p(Fr(Q2))) = 0.
Quindi, visto che
C = (p(Q) U @(Fr(Q)) ,
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allora vale
HA(C) = H*(p()) .

Poiché ¢ é di classe C* e iniettiva su §, dalla Definizione[1.19, si ottiene allora

H2(C) = / Jo (2, y)dedy = V2mr? .
Q

Per estendere la definizione di integrale di Hausdorff alle varieta, introduciamo le seguenti

definizioni e dimostriamo alcuni lemmi preliminari.

Definizione 1.20. (Supporto)
Sia f: Q — R con Q C R™. Chiamiamo supporto di f, l'insieme

supp(f) ={x € Q, t.c., f(x)#0}.

Definizione 1.21. (Partizione dell’unita)
Sia K C R™ un compatto e sia A = {A;}icr un suo ricoprimento aperto finito, dove
I={1,...,q}, g € N. Una famiglia di funzioni reali {n;}icr, con n; € C°(R™;R), si dice

partizione dell’unita, subordinata ad A, se:
(i) supp(m;) C A;, Viel;

(i) 0<m; <1, Viel;

q
(ii1) Zm =1, su un aperto contenente K.
1=1

Lemma 1.4. Siano K C V C R", con K compatto e V aperto limitato. Allora esiste
h € C*(R™;R) tale che:

(1) 0 < h(x) <1, per ogni x € R";

(ii) supp(h) S V;
(i1i) h =1, su un aperto contenente K.

Dimostrazione. Iniziamo mostrando che per ogni r > 0, esiste ¢, € C°(R"™; R) tale che:
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dove
B,(0) = {z e R", ||z|| <r}.

Infatti, sia f € C°°(R";R) una funzione tale che
f(z) >0, sexe Bi(0),
f(z) =0, sexz¢ B(0).

Ad esempio,
1
e =7 se x € By(0),
flz) =
0, se x ¢ B1(0).

Allora

1
e ponendo @1 = —f, dove
c

si ottiene

Definendo 1
x
or : R" > R, or(z) = a1 (;) ,
si ha che le proprieta (a), (b), (¢) sono verificate.

Sia ora r > 0 tale che
dist(K, Fr(V)) = 4r

e definiamo i seguenti insiemi:

V, = {x e R, dist(z, K) < r},
Ky = {x e R", dist(z, K) < 27"},
K3 = {z € R", dist(z, K) < 3r}.

In questo modo
KCV,C Ky CKs CV,

con Ks,, K3, compatti e V. aperto. Poniamo
h:R" — R, h(:n):/ or(y—x) dy .
K2'r

Si ha che h € C*°(R™;R) e h > 0. Inoltre, poiché per ogni x € R",

Supp(‘Pr(' - -T)) - B,«(x),
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vale

h(w)Z/ w(y—:r)dyS/ or(y—z)dy=1, VaeeR",
KQTmB’I‘(x) Br($)
quindi la (i) & verificata. Ora, se h(z) # 0, allora Ko, N B,.(z) # 0, pertanto
supp(h) € K3 CV,
cosi anche la (i7) & verificata. Infine, se x € V., si ottiene
Ky N By(z) = By(x),

da cui h(z) = 1, mostrando la proprieta (ii7). O

Lemma 1.5. Sia K C R"™ un compatto e sia A = {A;}icr un suo ricoprimento aperto

finito, dove I ={1,...,q}, q € N. Allora esiste una partizione dell’unita subordinata ad A.

Dimostrazione. Sia A = {4;};cr un ricoprimento aperto finito del compatto K C R", dove
I={1,...,q}, ¢ € N. Poiché per ogni ¥ € K, esiste i € I tale che € A;, allora esiste 7 > 0
tale che Bz(Z) C A;. In questo modo, la famiglia {B;(#)}scx ¢ un ricoprimento aperto
di K, ma poiché¢ K ¢ compatto esistono p € N, x1,...,2, € K, r1,...,7, € R positivi,
tali che B = {By}ser, sia un ricoprimento aperto finito di K C R", dove By = By, (z/) ¢

L ={1,...,p}. Ponendo ora V = U By, si ha che V' & un aperto limitato e K C V. Sia

lel
adesso ¥y € C*°(R"™; R) una funzione tale che, per ogni ¢ € L

Ye(z) >0, sex € By,
Ye(x) =0, sex ¢ By.

Ad esempio, .

e il===l?  se x € By,
0, se x ¢ By.
Osserviamo che

p
U(x) = Z"L/Jg(l’) >0, VxeV.
=1

Sia ora h € C*°(R™;R) una funzione data dal Lemma e definiamo, per ogni ¢ € L
Ye()
0, sex ¢ V.

_ sex €V,
ne(x) =

In questo modo la famiglia {7;}scr soddisfa le proprieta (i), (iii) della Definizione [1.21]
inoltre
Vee L, diel t.c. supp(ne) C A; .
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Adesso, poiché per ogni i € I, esistono un numero finito di funzioni della famiglia {7;}scr,

il cui supporto € contenuto in A;, definiamo
Ll = {E €L , t.c. 7supp(ﬁf) - Al}

Li={¢eL, tc ,supp(ny) CA}\(L1U...UL;—1),i=2,...q.

Poniamo allora
m‘:Zﬁg, Viel.
leL;

In questo modo si ha che la famiglia {7; };csr soddisfa le proprieta (i), (i), (éi7) della Defini-
zione [[L2T] O

Tenendo in considerazione 1'Osservazione e il Lemma [[.5] diamo ora la seguente

definizione.

Definizione 1.22. (Integrale di Hausdorff su varieta)

Siano n,m € N, conn < m, k € N ed M C R™ una varieta compatta di dimensione n
e di classe C*. Dato un suo ricoprimento aperto finito A = {A;}icr, con I = {1,...,q},
q € N e tale che la famiglia {A; N M}icr sia un ricoprimento finito di M come nell’Os-
servazz’one consideriamo {n; }icr, una partizione dell’unita subordinata ad A. Sia ora
f € C(M;R), allora definiamo l'integrale di Hausdorff di f su M, il sequente valore reale

q q
fdH" = / nif dH"™ = / nif dH™ .
/M M; ; AinM

Osservazione 1.16. In particolare, si dimostra che la definizione non dipende dalla scelta

del ricoprimento (quindi dalle parametrizzazioni) o dalla partizione dell’unita.
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1.5 Teorema della divergenza

Iniziamo dando la seguente definizione.

Definizione 1.23. (Aperto regolare)

Sia Q C R"™, aperto, con n > 2. Allora Q) si dice aperto regolare, se:
(i) Q ¢é limitato;

(i) Q@ =1Int (Q);

(iii) Fr(Q) & una varieta di dimensione (n — 1) e di classe almeno C'.

In questo caso, Fr(Q2) si chiama bordo di § e si indica con OS).

Osservazione 1.17. Nel caso n = 1, possiamo definire un aperto regolare  C R sempli-

cemente come una unione finita di intervalli limitati e aperti del tipo

k
Q= U(aj, bj) s
J=1

con aj,b; € R, aj < bj < ajp1 < bjp1, perj=1,....,k—1, con k € N. In questo caso
il bordo di Q & costituito dagli estremi degli intervalli, 0Q = {a;,bj, j =1,...k} (pensato

come una "varieta di dimensione 0").

Esempio 1.13. Sia n > 2. Consideriamo
Q= {:c eR™ te |x|| <2, ||z] # 1}
St ha che Q & aperto, limitato, ma non é regolare in quanto
Q # Int (ﬁ) .

Osserviamo che Fr(Q2) é una varieta di dimensione (n — 1) e di classe C* (composta da

due componenti connesse).

Esempio 1.14. Sia n > 2. Consideriamo
Q={zeR", te 1<]|z| <2}

Si ha che Q & un aperto regolare; in particolare 92 & una varieta di dimensione (n — 1) e

di classe C*° (composta da due componenti connesse).

26



Esempio 1.15. (Insiemi di sottolivello)

Sia n > 2. Data F € C'(R™,R), consideriamo il sequente insieme di sottolivello
Q={zeR", tec F(z)<0}.
Se Q) é limitato ed inoltre
VF(z)#0,Vx € R", te. F(x)=0,
allora €2 & un aperto regolare ed in particolare
N ={zeR", tc F(z)=0}.
Infatti, poniamo
Z={zeR", tc F(z)=0},

vogliamo mostrare prima di tutto che Fr(Q2) = Z.
Sia allora x¢ € Fr(Q) e supponiamo per assurdo xg & Z, cioé F(xg) > 0 oppure F(xy) < 0.
Dal teorema della permanenza del segno avremmo xo ¢ Fr(§2); quindi Fr(Q2) C Z.

Viceversa, sia xg € Z e poniamo

_VF(x)
IVE (o)l

v

che & ben definito in quanto VF(xzg) # 0. Sia ora x = xg+tv, cont € R, allora dal teorema

del valor medio di Lagrange si ha
dc € [xg,z], t.c. F(x)— F(zo) =(VF(c),z — x0) .

Poiché xg € Z, cioe F(xg) =0, si ottiene :

Osserviamo che
VF(

mo) >
HIVE(o)ll” emvao

quindi, dal teorema della permanenza del segno, esiste § > 0 tale che:

(VF(c) IVE(xzo)| >0,

F(z) <0, Vte(-46,0),
F(z) >0, Vte(0,0),
c10€
x e, Vte(-40),
x¢Q, Vte(0,9).
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In altri termini xo € Fr(Q); quindi Z C Fr(2). Resta cosi provato che Fr(Q) = Z.
Ora, poiché Z ¢ una (n — 1)-varieta di classe C1, resta da mostrare che € = Int (ﬁ)
Dalle condizioni @, st ha anche

reQ  Vte(-4,0)
r¢Q  Vte(0,9)

quindi Z = Fr(Q) = Fr(Q). Inoltre valgono le sequenti relazioni

Q = Int(Q) U Fr(Q)
(Q) = Q = Int(Q) UFr(Q),

dove le precedenti unioni sono disgiunte. Allora, poiché Q) & aperto, si ha
Q=Int(Q) =Int (Q) .
In conclusione ) & un aperto regolare ed in particolare
N=7Z={zeR", tc F(x)=0}.

Ovviamente, cambiando segno alla funzione, si ottengono insiemi di sopralivello.

Notazione 1.1. Sia v = (21,...,2,) € R". Denotiamo con ; € R™~1 4l vettore ottenuto

da x eliminando la j-esima componente, in particolare

ﬁ?l :(xg, . ,xn) 5
Zi?j:(5[31,...7$j_1,Ij+1,...,33n), 2§]§TL—1
:i'n :($1, e ,:L'nfl) .

Inoltre, con abuso di notazione, indicheremo per ogni j =1,...,n

r = (Zj, ;) .

Osservazione 1.18. Sian > 2. Dato Q C R"™ aperto regolare, allora la proprieta (globale)
espressa nell’Esempio & sempre vera localmente, cioé: per ogni xog € 9052, esistono un
aperto U C R™ contenente zo ed una funzione F € CY(U;R), tale che

QNU ={z €U, tc F(z)<O0},

oppure
QNU ={xz €U, tc F(z)>0},
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con VF(x) # 0, se F(x) = 0.
Infatti, poiché OQ & una varieta di dimensione (n — 1) e di classe almeno C', per 1’Os-
servazione allora 0N) ¢ localmente grafico. In particolare esistono un aperto U C R"™

contenente xg, che possiamo supporre del tipo

U=V xWCR" VCR" WCR,
con V,W aperti limitati, ed una funzione g € C*(V; W), tale che:

oNU ={(zj,z;) e VxW, te z;=g(%;)},
per qualche j = 1,...,n. Consideriamo ora la funzione
F(z) = F(&j,2;) = xj — g(Z;) ,
i modo tale che
IUNU = {(&j,zj) €V x W, tc. F(&j,x;)=mz;—g(&;)=0};

inoltre

VF(z)=(-Vg(&;),1) #£0, VzeoQnU.

Definiamo ora i due sequenti aperti limitati:

A* ={(2j,2;) eV x W, tec x;>g(&;)}={zeU, tc F(z)>0};
Ag={(2j,2;) eV xW, tec z;<g(&;)}={zeU, tc F(z)<0}.

In questo modo, si verifica una ed una sola delle sequenti due condizioni:
(i) AsCQ e A5 CQ°;
(i) ACQ e Ag CQ°.

Infatti, se per assurdo As C Q e A® C Q, allora si avrebbe As U A% C Q. Ora, poiché Q &
un aperto regolare, vale £ = Int (ﬁ) ; questa proprieta (globale) dovrebbe allora valere anche

per As U A® che & un aperto contenuto in £, ma
Int(A; UA%) =U # A, U A

e questa é una contraddizione.
In conclusione abbiamo mostrato che un aperto regolare @ C R™ é sempre localmente "sotto-

grafico” o "sopra-grafico”; in particolare si trova localmente "da una stessa parte del bordo”.
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Definizione 1.24. (Normale esterna)
Siano @ C R™ un aperto regolare e o € 02, con n > 2. Un vettore v € R™, con ||v| =1,

st dice normale esterna a (), in xzq, se:
(i) v & ortogonale a O in g, cioé v € Nuyo = (T, 0Q)*;
(i) 36 > 0, tale che per ognit € (0,9), si ha

xo+tv ¢ Q
xo —tr € Q

In particolare, se F' = 0 & un’equazione locale per 0X), allora tenendo in considerazione

I’Osservazione [1.18, vale

VF(x0) ,
v=-———=— se localmente FF <0, in €Q;
IVF (o)
V F(zo) ,
v=————"— se localmente F > 0, in Q.
IVF (o)

Osservazione 1.19. Nel caso n = 1, riprendendo ’Osservazione consideriamo ad
esempio @ = (a,b) C R, un aperto regolare con una unica componente connessa, dove
a,b € R e a <b. Allora, poiché 90 = {a,b}, la normale esterna a  in a vale —1, mentre
m b vale +1.

Definizione 1.25. (Divergenza)

Sia 2 CR", aperto, con n € N. Consideriamo una funzione
F:Q—>R" F=(F,...,F,)

Se F' ¢ differenziabile in x € ), definiamo la divergenza di F', nel punto x, nel sequente

modo

div(F(x)) = tr(Jac F(x Z gg (o).

Notazione 1.2. Scriveremo f € C* (ﬁ; R), con k> 1, se f & di classe C* su un aperto

contenente €.

Vale il seguente risultato

30



Teorema 1.7. (della divergenza)
Sia F e C! (ﬁ; R”), con Q C R™ aperto regolare, n > 2. Allora, denotando con v la

normale unitaria esterna a 02, si ha

/Q div(F(z))dx = / (F,v)dH" !, (4)

[2/9]

La quantita / (F,v)dH™ 1 si chiama flusso del campo F attraverso 0S).
o0

Il precedente teorema € equivalente alla seguente versione scalare

Teorema 1.8. (della divergenza, versione scalare)
Sia f € C! (ﬁ; R), con  C R™, aperto regolare, n > 2. Allora, denotando con v =

(11, ...,Vn) la normale unitaria esterna a 0SY, si ha per ogni j =1,...,n

8f . n—1
[ (o) ds /8 fuyan .

Osservazione 1.20. Per provare la precedente equivalenza basta osservare che, se vale il
Teorema[1.7, allora si puo considerare il campo F che ha tutte le componenti nulle tranne
la j-esima uguale a f, ottenendo quindi la versione scalare.

Viceversa, se vale il Teorema[I.8, allora basta applicarlo ad ogni componente di F' e usare

la linearita e 'additivita dell’integrale.

Come corollario si ottiene la seguente formula di integrazione per parti

Teorema 1.9. (Integrazione per parti)
Siano f,g € C! (ﬁ; ]R), con @ C R™, aperto regolare, n > 2. Allora, denotando con

v=(v1,...,Vn) la normale unitaria esterna a OS2, si ha per ogni j =1,...,n
of
dr = da™! / dz. 5
| ote)52 @) as = /agfuj @) 32 w) da )
Dimostrazione. Basta applicare il Teorema [1.8] alla funzione prodotto gf. ]

Osservazione 1.21. (Teorema fondamentale del calcolo integrale)

Nel caso n = 1, ricordando le Osservazioni|1.17, [1.19 e|1.15, consideriamo ad esempio

Q = (a,b) C R, un aperto regolare con una unica componente connessa, dove a,b € R e

a<b. Sia FeC! (ﬁ; ]R), allora il teorema della divergenza diventa
b
/ F'(x) dx:/div(F(x)) dr = FvdH® = F(b) — Fl(a).
a Q o0
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Osservazione 1.22. [l teorema della divergenza puod essere generalizzato a funzioni e domi-
ni meno regolari, ad esempio il cui bordo ¢ localmente grafico di una funzione Lipschitziana;

per una trattazione completa si veda ad esempio [3].

La dimostrazione del teorema della divergenza verra fatta successivamente. Adesso mo-

striamo alcuni esempi ed applicazioni.

Esempio 1.16. Consideriamo
Bl ={z eR"|jz| <r, r>0} CR™
Poniamo S"~! = 0B". Allora si ha
HH(SPTY) = nw,r™ !

dove wy, = H"(B}) = L"(B}).
Infatti, consideriamo la funzione identita
F € C°(R";R"), F(x) = z.

Si ha

divF(z) =n, VzeR™
Inoltre, poiché la normale esterna a B’ & data da
Vaesht
st ha

(F(z),v(x)) = |zl =7, YzeSr™

Quindi, dal teorema della divergenza, si ha

nwp " :/ div(F(z))dz :/ 1(F, VYdH" ! = rH (ST,
Br SiT

Teorema 1.10. (Teorema di Gauss, carica puntiforme)

Consideriamo una carica puntiforme q, posta nell’origine di R3, con carica elettrica cq. Sia

X

E:R?)\{O}—)Rg, E(IL‘) :qu,

il campo elettrico generato da q.

Siano ora  C R? un aperto regolare e v la sua normale esterna, allora valgono le sequenti:

(i) se 0 ¢ Q, allom/ (E,v)dH?* = 0;
o0
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(i1) se 0 € Q, allora /(m(E, V)dH? = 4re,.

Dimostrazione. Prima di tutto E € C*°(R3\ {0}; R?), inoltre

2 2
8Ej ||.T|| - 3$j

) =gtz £0, j=1,2,3.
O EEYR

Quindi
divE(z) =0, VYVzeR"\{0}.

Proviamo la (i). Se 0 ¢ Q, allora E € C1(;R?) e dal teorema della divergenza, si ha
0= / div(E(z))dz = / (E,v\dH?.
Q o0N
Proviamo ora la (i7). Poiché Q ¢ aperto, se 0 € 2 esiste € > 0 tale che
B.={veR%|al <c} CO.

Poniamo

0. =0\ B..
Si ha che €. & un aperto regolare e 0 ¢ Q., quindi dal punto (i), otteniamo
/ (E,v)dH* = 0.
00

Ora, 090, = 0 U 0B, quindi

0:/ <E,y>dH2:/ (E,y>dH2+/ (E,v)dH?.
e o0 0B¢

Inoltre, la normale esterna a ). € data da
x
viz) = ———, Vze€dibB,
]

quindi
1 1
(E(z),v(z)) = _CqW = _Cq?7 Vx € 0B:..

In conclusione

/ (B, v)dH? = — / (B, v)dH? = ¢y - H2(0B.) = cdm.
o0 OB: €
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Osservazione 1.23. (Teorema di Gauss per la densita di carica)

Sia p € C(R3R) una densita di carica elettrica e sia E € C1(R3R3) il campo elettrico
generato. Siano ora @ C R3 un aperto regolare e v la sua normale esterna, Allora vale
le sequente equazione integrale (Teorema di Gauss per la densita di carica): il flusso del

campo elettrico attraverso 9) & uguale alla carica totale in €2, cioé
/ (E,v)dH? = / p(x)dx.
[2/9) Q

Teorema 1.11. (Prima equazione di Mazwell)
Sia p € C(R3R) una densita di carica elettrica e sia E € C1(R3R3) il campo elettrico

generato. Allora vale la sequente equazione differenziale
div(E(z)) = p(z), =z eR3.

Dimostrazione. Sia © C R3? un aperto regolare, allora dal teorema della divergenza e

dall’Osservazione [1.23] si ha

/Q div(E(z))dx = /a Q(E,y>dH2: / p(x)dz.

Q
Quindi
/Q (div(E(@) — pa) )z = 0.

Poiché Q ¢& arbitrario e la funzione integranda é continua, allora la precedente equazione

integrale vale anche puntualmente, ottenendo la tesi. ]

Passiamo ora alla dimostrazione del teorema della divergenza; iniziamo con alcune propo-

sizioni preliminari.

Proposizione 1.6. Sia A C R" aperto e f € C*(A;R). Sesupp(f) é compatto e contenuto

m A, allora si ha
0
—f(:n) dr =0, Vj=1,...,n.
A a.l‘j
Dimostrazione. Prima di tutto, estendiamo f a zero fuori da A, cioé f(z) = 0 se z ¢ A;
in particolare per questa estensione si ha f € C1(R™R). Sia ora j € {1,...,n}. Poiché

supp(f) ¢ compatto, 3 ¢ > 0 tale che

supp(f) € [—e, " = [e,¢] x -+ x [—c,].

nvolte

Si ha inoltre che

supp(gx‘];) C supp(f) C [—¢, ",
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quindi

of of of
x) dr = x) dr = x) dx.
(«) @de= [ G

A al'j Rn 8:1:]- C’C]n Oa:j

Ora, dal teorema di riduzione di Fubini, si ottiene:

of ¢ of . . . .
/[c,c]" %j(w)dx = /[c,c]"—l ( g axj(x)dxj>dxj = /[c,c]”‘l f(&j,¢) = f(&;,—c)di; =
in quanto f ¢ nulla sulla frontiera di [—c, ¢]™. O

Definizione 1.26. (Aperto k-normale)
Sia A C R"™ aperto. Diciamo che A & un aperto k-normale, se esistono k € {1,...,n},
un aperto limitato V. C R un intervallo aperto (a,b) C R, con a < b, e una funzione
g € CY(V, (a,b)), per cui A ¢ sottografico oppure sopragrafico, cioé:

A= {(i‘k,:ﬁk) eV x (a, b), t.c. xp < g(ik},
oppure

A= {(a%k,mk) eV x (a, b), t.c. xp > g(a%k)}

Inoltre, chiamiamo bordo relativo a g (o bordo Grafico) l'insieme

0cA = {(Z,zx) €V x (a,b), tc. zp=g(dy)}.

Proposizione 1.7. Siano A C R™ un aperto k-normale ed f € C'(A;R) una funzione tale
che supp(f) CV x (a,b), allora si ha

gf(:v)da:: fyjdﬂnfl, Vi=1,.,n,
A OZj OgA

con v = (v1,..,v,) normale esterna definita su OgA.

Dimostrazione. Supponiamo, per esempio, che A sia sottografico. Proviamo separatamente
icasik=jek+#j.
Caso k = j. Abbiamo

A= {(i’j,!L‘j) eV x (a,b), t.c. T < g(:ﬁj}.

of 9(25) af . .
A a—xj(x) dx = /V</ axj(xj,a:j)dxj) di;

Risulta



in quanto supp(f) € V x (a,b), quindi f(Z;,a) = 0. Poniamo ora
F(z) = F(2j,25) = xj — g(;),

in questo modo F' = 0 é un’equazione locale per il bordo relativo. La normale esterna ad
A nei punti di dgA é data da

() — VF(z)
= W@
VF(z) = (=Vg(3;),1),  [[VF(@)| =/1+[Vg(@;)l
In particolare
vi(z) = 1 8F( 1
! [IVF(x)]| 9z; 1+ [[Vg(@)?>

Sia ora
p e CHVSRY),  o(#)) = (&,9(d)),
una parametrizzazione di 0gA, con
Jo(&5) = \/1+ [IVg(&;)]>.

Quindi
n—1 1 N A5 — 5 5 5
/%A frjdH / f(Z5,9(25)) = va(@ﬂj)”?t] o(Tj)de; = /Vf(:c],g(:rj)) dz;j .

Da quest’ultima formula e da @, si ottiene la tesi nel caso k = j.

Caso k # j. In questo caso x; € {#}} e risulta

gjj( )d:c_/V(/CLgm)gé(x) dmk) di. 7

g [9G@r) 9@) gf R dg
o [ fadn = [T S ot S at0) 5 @)

Osserviamo ora che

Da questo e da otteniamo allora

g a 9(&x) R )
69@ /ka, Tk) ai(xk)d k;+/ ax](/a f(xk,:ck)dxk> dzy . (8)

Poniamo
R 9(Zx) .

Si ha che h € C*(V;R) e supp(h) C V, in particolare poiché V' ¢ limitato, il supporto di h
¢ compatto. Dalla Proposizione [I.6] otteniamo

Oh

—(Z)dZr, =0 .
[ 9 )
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Sostituendo in si ottiene

8% / @ g .( #e) dig. ()

Adesso, in modo analogo al caso precedente, consideriamo
F(x) = F(&x, z) = 2 — 9(2k).-
La normale esterna ad A, nei punti di dgA, é data da
VF(x)
v(z) = toma
IVE(z)]|

in particolare

99
~2% (3)
Zj

1+ [[Vg(2x)]?

vj(z) =
Sia
@ € CHV;R™), o(2r) = (Tr, 9(21)),

una parametrizzazione di 0g A, con

Quindi
dg
1 ~ 5y, (k)
fvidH" " = f(zg, g(zy J Jo(Z) dzp
oA’ v (- 9(n)) L+ [|Vg(2k)[? el2)

= [ Jlong(o) 52 @n) di

= k> 9( Tk oz, k) ATy .
Da quest’ultima formula e da @D, si ottiene la tesi nel caso k # j. O

Dimostrazione. (del teorema [L.8)

Osserviamo per prima cosa che £ e 99 sono compatti. Ora, poiché £ & un aperto regolare,
ricordando I’Osservazione si ha che per ogni & € 0N esiste Uz C R", intorno di Z, tale
che QNUj; ¢ un aperto k-normale, per qualche k € {1,...,n}; inoltre 9QNUz = da(2NUz).
La famiglia {U; } zcpq € un ricoprimento aperto di 92 e poiché quest’ultimo é compatto esi-
ste un sottoricoprimento finito {4;};cr, con I = {1,...,q}, ¢ € N; in particolare notiamo
esplicitamente che la famiglia {A; N0Q};er € un ricoprimento finito di 99 come nell’Osser-
vazione in quanto i grafici cartesiani sono parametrizzazioni (Esempio .

Poniamo ora
Al) )

1

E:Q\(

q
1=
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cosi E ¢ chiuso e contenuto in ). Esiste allora un aperto Ag tale che
EC Ay, AyCQ.

In questo modo la famiglia {A;};cf0.1,.. 4} € un ricoprimento aperto finito di Q.
Usando il Lemma consideriamo ora una partizione dell'unita {7; };c(o,1,....4}, Subordinata
ad {A;}icfo,1,..q)- Dalla condizione (4ii) nella Definizione si ha

> o

i=0
su un aperto contenente , per ogni j = 1,...,n. Allora:
771
axja:dm—/z / da:—Z/ dx.
(10)
Dalla condizione (i) nella Definizione si ha che vale
SUPP(sz) g Supp(nl) g A’L ) 1= 07 17 < q
Distinguiamo ora due casi per gli addendi nella sommatoria in (|10)).
Supponiamo i = 0, cioé¢ supp(ngf) C Ay, allora dalla Proposizione otteniamo
0 0 0
/ (no(2)f(2)) dp — / (mo(x) f(z)) dr — / (mo(2) f(z)) d — 0.
Q 81'] QNAp 6.’15] Ao 8IE]
Inoltre, visto che Ay N O = @, abbiamo anche
/ 770ij dHn_l =0.
o0
Quindi, in questo caso
0
/ (nog”)f(x)) dx :/ o fv; dH"™' =0, (11)
Q Ty o9

Supponiamo invece che i # 0, cioé supp(n;f) C A;, con i € {1,...,q}, allora ricordando

che QN A; sono aperti k-normali, dalla Proposizione [I.7] otteniamo

om@) @) [ dn@)f@)
/Q o d _/QHA o, d —Ag(QmAi)nzf G dH™

Poiché dg(2N A;) = 002N A; e supp(n;f) C A;, si ha
| gt = [ gt = [ gy,
8c(QNA;) ONA,; Py
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quindi anche nel caso 7 # 0 si ottiene

/ 0(ni()f ()
Q

dx:/ nifv; dH" L. 12
I a0 ’ 12

Sostituendo nella formula le uguaglianze e , si ha

Z/ 77’ d:c—Z/ nifv; dH™ L.

Scambiando nuovamente sommatoria e integrale (usando la proprieta (iii) nella Definizione

1.21]) e ricordando la Definizione si ha

q
;/@Q nlfV] dHn_l — /6Q (an)fyj dHn—l _ /aQ fuj dHn_l’

=1

provando la tesi. O

Osservazione 1.24. [] teorema della divergenza si estende ad aperti regolari a tratti, dove
Q C R”™ st dice aperto regolare a tratti, se esistono un numero finito di aperti k-normali
Aj,7=1,...,q, €N, tali che AjNA; =0, sej#1i, con

o -1 JA).
j=1

Inoltre, si richiede che la frontiera di 0 sia una varieta o tratti di dimensione (n — 1) e
di classe almeno C1, cioé se, a meno di un insieme di misura H"'-dimensionale nulla, é
una varieta di dimensione (n — 1) e di classe almeno C', unione disgiunta di un numero
finito di componenti connesse.

In questo caso, si chiama bordo di Q e si indica con 0N, la varieta di dimensione (n — 1),

unione disgiunta di un numero finito di componenti connesse, contenuta in Fr(Q).
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1.6 Forme differenziali e Teorema di Stokes

Definizione 1.27. (1-forme canoniche)
Sia n € N. Per ogni i € {1,...,n}, chiamiamo 1-forma canonica su R", la sequente

applicazione lineare

dz; : R" = R, dzi(v) = v; ,

dove v = (vy,...,v,) € R™.

Notazione 1.3. Indichiamo con "A" il classico prodotto esterno (o wedge), associativo ed

anti-commutativo, definito sui vettori, che estendiamo alle 1-forme canoniche.

Definizione 1.28. (k-forme canoniche)
Siano k,n € N. Per ogni iy,...,ix € {1,...,n}, chiamiamo k-forma canonica su R", la

sequente applicazione multi-lineare

driy Ao ANdzg, :R" x - xR" - R,
| ——

K volte
definita da
Vi e vilk
dziy A ... Ndag, (V). 0F) = det IR
o
dove vJ = (v],...,v}) € R™, per ogni j € {1,... k}.
Osservazione 1.25. Dalle proprieta del determinante, se per qualche j, ¢ € {1,...,k} si

ha i; =iy (in particolare se k > n), si ha
dl‘il/\.../\dl’i,C =0.

Inoltre
driy Ao Ndzi, = sgn(o) dzg) Ao AdTge,)
dove
(o {Zl,,lk} — {Zl,,lk}

¢ una permutazione di indici con sgn(o) = 1 se occorrono un numero pari di trasposizioni

per passare da {i1,...,ig} a {o(i1),...,0(ig)}; vale sgn(o) = —1 altrimenti.
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Definizione 1.29. Denotiamo con A*(R™) lo spazio vettoriale (a coefficienti reali) generato
dalle k-forme canoniche su R™.
In particolare, se k > n, allora A¥(R™) = {0}, mentre se k € {1,...,n} si ha

Ak(Rn) = Z /\le,C dl’il VANPIRAN dl’ik, )\“Zk eR,, dim (Ak(Rn)) = (Z) .

1<i1,..ip<n

Un elemento di A¥(R™) si chiama k-forma su R™; inoltre, il numero k ¢ detto il grado

della forma.

Osservazione 1.26. Usando le proprieta del prodotto esterno, esteso per linearita alle
k-forme, se
w1 € Akl (Rn), wy € Ak2 (Rn), ki, ko € N,
allora
w1 ANwo € AF1tke (Rn) .

Definizione 1.30. (k-forme differenziali)
Sia Q@ C R™. Chiamiamo k-forma differenziale una funzione

w: Q= AFR"), w(z) = Z fir i () dzig Ao AN da,
1<, in <n
dove le funzioni

firip - 2 — R,

st chiamano coefficientt di w.
Diremo che w € C1 (Q; Ak(R")), se tutti i coefficienti f;, i, € CY (Q;R), cong=20,1,2,....

Notazione 1.4. Per convenzione, poniamo A°(R™) = R, cioé le costanti sono 0-forme.
In questo modo una funzione f € CQ(Q;AO(R”)) = CQ(Q;R), rappresenta una 0-forma

differenziale di classe C9.

Notazione 1.5. Per comodita utilizzeremo la sequente notazione. Se w € C(Q; Ak(R”)),

Scriveremo
w(x) = ij(a:) dxy
I
dove abbiamo posto I = I*"™ = {iy,... i}, coniy,... i, € {1,...,n},
dedeil/\.../\dxik, Z: Z
I 1<it i <n
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Definizione 1.31. (Differenziale esterno)

Sia  C R™ un aperto e sia

we CHULAMRY),  w@) =) fr(z) dar .

1

Chiamiamo differenziale esterno di w, la sequente (k + 1)-forma differenziale

dw € C (4 A*TH(R™)), Z Z 6ff z) dz; Adz; .

.ﬁU
i=1

Osservazione 1.27. Se w € C?(; A*(R")), allora
d’w = d(dw) = 0

Infatti, sia w(z) = fo(:z)da;[. Allora dalla definizione di differenziale esterno seque

I
immediatamente che

n

9? fI
Z Z 8%838] x)dx; \Ndx; \dry.

I 4,5=1

A questo punto poniamo
O fr
8%6:}53-

A = (a), aij =

B = (bij), bl'j =dx; A dl’j

in particolare A & una matrice simmetrica per il teorema di Schwarz e B é una matrice

antisimmetrica per le proprieta del prodotto wedge. Ora osserviamo che

= 0% fi
1 89518%

(x)dx; Ndxy; =Tr(AB),
ij=
allora st avra che

Tr(AB) =
Infatti,

n
=Y aijbsi

,7=1

= E az]b]z+ E ai;bi; + § azg i3
1<J i>7

= E ai;bj; +0 — E a;;bi;
i<j 1<j

=0.
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Definizione 1.32. (Pull-back)
Siano Q C R™ un aperto e p € C1(;R™) una parametrizzazione di M := p(2) C R™, con
n < m. Data

we C(M;AF®R™)),  w(@)=)_ fr(z) dar
I
chiamiamo pull-back di w, la sequente

W e C(HAFRD),  wPw)=> > f](gp(u))%(u) duy .

dove abbiamo posto
u=(u,...,up) €Q, pu) = (wl(u),...,gom(u)) =(x1,...,xm) = €M,
T=1F"= (i, i), i, ipe{l,...,m},

J=J8" =Lk, g gk e{l,...,n},

8902'1 agpzl
, Ju,, (u) ... o, (u)
St =det| i
u
J Doty .. Sy
8u]’1 o 8Ujk

ed infine

2=

Jo  1<h<.Shp<n

Osservazione 1.28. Dalla definizione si riconosce immediatamente che il pull-back di una
funzione (cioé una 0-forma differenziale) é semplicemente la composizione con la parame-
trizzazione.

Osserviamo anche che per una qualsiasi k-forma differenziale, il pull-back rispetto ad una

composizione ¢ uguale alla composizione dei pull-back.

Osservazione 1.29. Nel sequito, se non ci sono ambiguita sulla parametrizzazione rispetto

alla quale si effettua il pull-back, indicheremo semplicemente w* = w*%.

Osservazione 1.30. Sia 2 C R™ un aperto e ¢ € C1(;R™) una parametrizzazione di

M = ¢(Q) CR™. Valgono le sequenti proprieta:
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(i) siano wy,ws € C(M;AF(R™)), allora
(w1 +w2)* = wi + w3 ;
(it) siano wy, € C(M; AR (R™)), wy € C(M; AR (R™)), allora
(W1 Aw)* = w] Aws ;
(iii) siano w € C*(M;A*(R™)), ¢ € C*(R™), allora
(dw)* = d(w™) .

Infatti, per quanto riguarda (i), sia I = {i1,..., ik, } coniy,...,ig, € {1,...,m}. Siano

Zfl Ydx 1

Z gr(z)dzy.

Ovviamente si ha che
wi(z) +wa(@) = Y [f1(@) + gr(x)] dar.
1
Applicando la definizione di pull-back si avra

() +emo)” = 33 +gz<<>>]§j§<u>dw
I

—ZZfI (u)duy + Y > gr(e( (u)duy
I

I J<

=w (U) + w3 (u).

Per provare (i), sia I = {i1,...,ig, } coniy,... i, € {1,...,m} e sia I = {z:,,zf;;}

con i, ..., ik, € {1,...,m}. Consideriamo

x) = Zf[(:lr)dac]
I

ZgI da?[

Owviamente si ha che

wi(@) Awa(z) = Y fr(@)gp(z)des A day.



Dalla definizione di pull-back seque che

(i A = 5 5530 5 stelaitete) (G i n 5wy

I J< Jc

(ZZfI duj) Zzg] 390; w)du;

I J<
= wj(u) Aws(u).

Infine, per (iii), sia w( Z fr(z)dzyr. Allora, per definizione di pull-back si ha

=Y file( (w)duy

I J<

e per definizione di differenziale esterno si ha

Z Z 8? Ydx; A dxg.

I =1

Calcoliamo il pull-back del differenziale applicando la definizione. Si ha

=2 LT et (Gt ) (35500

=SS ) G ) G s

= E ——( f1(p(u)) —ag&l(u)duj/\dul],
ouy
T :

dove nell’ultima uguaglianza abbiamo usato la formula della derivata composta. Calcoliamo

ora il differenziale del pull-back applicando la definizione. Si ha

Zzzau <f1 aW( ))dujAduJ

I J< j=1
_Zzza f[ ()du]/\dUJ
1 J<j 1
—I—ZZZ]‘} ()duj/\duJ
I Jc =1 Wy

Osserviamo ora che

ZZfI

Jo j=1 Jo j=1




La sommatoria nel membro di sinistra é formalmente Tr(AB), con

_ o1
N 8Uj8UJ

A= (aiy), a;j

B:(bij), biJ:de/\dUJ.

Dato che ¢ & di classe C?, si ha che A & simmetrica per il teorema di Schwarz, mentre B

& antisimmetrica per le proprieta del prodotto wedge. Allora
Tr(AB) =0

e di consequenza

dw @) =333 (;j(fl(w(u)))(gij(u)duj Aduy,

I J< j=1

Abbiamo cosi provato che
(dw)* = d(w™).

Definizione 1.33. (Integrale di n-forme)
Siano Q C R™ un aperto e f € C(2;R). Prima di tutto poniamo

/Qf(u)dul/\.../\dun::/Qf(u)du.

Data ora ¢ € CH(;R™) una parametrizzazione di M = ¢(Q) C R™, poniamo per ogni
w € C(M;A™(R™)),
/ w::/w*.
M Q

Ricordando I’Osservazione e il Lemma diamo ora la seguente definizione.

Definizione 1.34. (Integrale di Integrale di n-forme su varieta)

Sia M C R™ wuna varieta compatta di dimensione n e di classe Cl. Dato un suo rico-
primento aperto finito A = {A;}icr, con I = {1,...,q}, ¢ € N e tale che la famiglia
{A; N M}icr sia un ricoprimento finito di M come nell’Osservazione consideriamo
{ni}ticr, una partizione dell’unita subordinata ad A. Sia ora w € C(M;A"(R™)), allora

definiamo Uintegrale di w su M, il sequente valore reale
q q
w = Niw = niw .
foo= =2
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Osservazione 1.31. In particolare, si dimostra che la definizione non dipende dalla scelta

del ricoprimento (quindi dalle parametrizzazioni) o dalla partizione dell’unita.

Ricordando la Proposizione [I.6] vale il seguente

Corollario 1.1. Sia A C R" aperto e w € C! (A;A“_I(R”)). Se supp(w) & compatto e
contenuto in A, allora si ha
/ dw=0.
A

Corollario 1.2. Siano M C R™ una varieta compatta di dimensione n, di classe C?, e
w € CH(M; A" 1(R™)). Allora
/ dw=0.
M

Dimostrazione. Basta considerare una partizione dell’unita subordinata ad un ricoprimen-
to aperto finito di M come nell’Osservazione ed utilizzare la Definizione e il
Corollario [[11 O

Osservazione 1.32. Siano n > 2, D C R"! un aperto e v € C'(D;R") una parametriz-
zazione di v(D) C R". Consideriamo w € C(y(D); A"~ 1(R")), data da

(/J(U):f(’LL)d’LLJ, ']:{jla"-ajnfl}a 1§]1§§]n71§n
Allora si ha
w e C(D; A" HRYY), W) = (1T Y@O)N;(v(#) dt, G T,

dove
dt =dty AN... ANdt,_1,

con Nj la j-esima componente del vettore

o o
— (¢ t
gy ) 1V
N(y(t)) = det : :
OVn OVn
—J(t) ... t
€n 3751 ( ) atnfl( )
dove l'ultimo termine rappresenta un determinate formale, con eq, ..., e, © versor: di dire-

zione canonici in R™. In particolare, si ha

INCY@O) = I (2) -
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Definizione 1.35. (Parametrizzazione compatibile)

Siano n > 2, Q C R™ un aperto regolare, v la sua normale esterna, D C R™™ un aperto
ey € CY(D;R"™) una parametrizzazione di 02 N A, con A C R™ aperto. Diciamo che 7y ¢
una parametrizzazione compatibile, con l'orientazione di OS2, se per ognit € D la base

{u@(t», L0 i <t>}

SRR

é positivamente orientata con la base canonica

{errrven}

ctoé la matrice di cambiamento di base ha determinante positivo. In questo caso si pone
orQNA=~(D).

In particolare, se per ogni u € OS2, si considera una parametrizzazione (locale) compatibile,

allora 01 Q) si dice bordo orientato di ).

Osservazione 1.33. Siano n > 2, Q@ C R"™ un aperto regolare, v la sua normale esterna,
D C R*™ ! un aperto e v € CY(D;R"™) una parametrizzazione compatibile di QN A, con
A CR"™ aperto. Allora, per ognit € D, la normale esterna in y(t) ¢ data daE|

N(v(®))

YOO = TRG@N

Teorema 1.12. (della divergenza, versione forme differenziali)
Sia w e C1 (ﬁ; A”_l(R”)), con Q C R"™, aperto regolare, n > 2. Vale

/de:/amw. (13)

Dimostrazione. Segue direttamente dal Teorema della divergenza utilizzando le Osser-

vazioni e e le Definizioni [1.33], [1.34] e [1.35] O
1Siano v',...,v""! € R" e sia v € R™ definito dal determinante formale
1 n—1
€1 (%1 - (%)
v = det
1 n—1
€n Up Up

Allora (v,v") =0 perognii=1,...,n—1.
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Corollario 1.3. (Formula di Gauss-Green nel piano)
Sia Q C R? un aperto regolare e w € C! (ﬁ;Al(RQ)), data da

w(u,v) = f(u,v)du + g(u,v)dv .

/Q <gfL(U, v) — g(u,v)> du dv = /Mw .

Dimostrazione. Osserviamo che per definizione di differenziale esterno si ha

Allora si ha

dw(u,v) = gf(u, v)dv A du + gg(u, v)du A dv
v u

= (gz(u,fu) - Z(u,v)) du A dv.

Allora applicando il teorema della divergenza per le forme differenziali si ha

A(gﬂuvv)—gi(u,v)) dUdU:/de:/amw'

Definizione 1.36. Siano m > n > 2, Qg C R™ un aperto e p € C1(Qo; R™) una parame-
trizzazione di p(Qp).

Se Q CR™ ¢ un aperto regolare tale che Q C Qy, poniamo M = p(Q) e IM = (d9).
Inoltre, se v € CY(D;R™), con D C R"™! aperto, ¢ una parametrizzazione (locale) di 052,

compatibile con [’orientazione di 052, allora diciamo che
[:=ypoyc CY{D;R™)

¢ una parametrizzazione (locale) di OM , compatibile con 'orientazione di OM .
In particolare, se per ogni x € OM, si considera una parametrizzazione (locale) compatibile,
allora O M si dice bordo orientato di M.

Teorema 1.13. (di Stokes)
Sianom >n > 2, Qy C R™ aperto e ¢ € C?(Qo; R™) una parametrizzazione di My = p(£).
Siano Q C R™ un aperto regolare tale che Q C Qo, w € C'(M; A" 1 (R™)), dove M = ¢(£).

Allora vale
/ dw :/ w .
M otM
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Dimostrazione. Osserviamo che, usando la Definizione il punto (i) dell’Osservazione
[1.30] e il Teorema [I.12] si ha

/ dw:/(dw)*’@:/d(w*’@):/ whF .
M Q Q otQ
Lo
o+M otQ

utilizzeremo dei ricoprimenti aperti finiti di 92 e 9M come nell’Osservazione Per ogni

Ora, per dimostrare

@ € 02 consideriamo una parametrizzazione (locale) compatibile con I'orientazione di 02,
cioé siano D C R" 1 aperto, Uz C R" intorno di @ e 7 € CI(D;R”) parametrizzazione,
tale che

orONU; = ﬁ(f)) .

Osserviamo che non é restrittivo supporre Uy C Q. La famiglia {Uy; }acoq € un ricoprimento
aperto di 9 e poiché quest’ultimo é compatto esiste un sottoricoprimento finito {4;}icr,
dove I ={1,...,q}, ¢ € N, con

otQ NA; = ’)/Z'(DZ‘), Viel.

In particolare la famiglia {A;};c; ¢ un ricoprimento aperto finito di 92 come nell’Osserva-

zione Siano ora B; C R™ aperti tali che E|
SO(Al) = MO mBi) Vie Ia

quindi poniamo
Ii=¢oy, € C'(DiR™), Viel

e notiamo che I'; ¢ una parametrizzazione (locale) di M, compatibile con l'orientazione di
OM, con
OTMNB; =Ty(D;),Viel.

In questo modo la famiglia {B;};cr ¢ un ricoprimento aperto finito di M come nell’Os-
servazione Usando il Lemma consideriamo ora una partizione dell’unita {n; }ier,
subordinata a {B;}ier. Usando la Definizione e la condizione (ii¢) nella Definizione

11.21] si ha allora:
q q
fo= o 2me =2

Poiché non & restrittivo supporre anche A; C Qo, allora esiste € > 0 per cui I'insieme

Bi = {x+tvs, € p(Ai), t €[0,¢), va € NoMo, |lva] =1} CR™

sia aperto e tale che ¢(A;) = Mo N B;, dove N, My denota lo spazio normale ad Mo, nel punto x.
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Dalla condizione (i) nella Definizione si ha che vale
supp(niw) C supp(ni) € Bi, Viel.

Consideriamo un singolo addendo della sommatoria; allora

*,1;
/ Niw = / Niw = / (niw) ™" . (14)
o+tM ot MNB; D;

Osserviamo ora che n;¥ = n; o ¢, quindi la famiglia {n;"*};c;, ¢ una partizione dell'unita
subordinata ad {A;};c;. Dalla Definizione e dalla condizione (iii) nella Definizione
[1.27] si ha allora:

q q q
*’ — *7@ *7 — *7<p *7 P— . *7
[eo= [ =3 [ o= [
a+Q 9+ i — Jota — Jora

Dalla condizione (i) nella Definizione si ha che vale

supp ((niw)™¥) C supp(n;?) C A;, Viel.

2

Consideriamo un singolo addendo della sommatoria; allora, ricordando I’Osservazione [1.28

[omere= [ e = [ (o)) = [ eyt )
otQ OtTONA; D; D;
Quindi, da (14), e usando la proprieta (7i7) nella Definizione si ha

q q q
*7Fi
TS o) NENETES o) MUEIAED oF AN R R e
otM i—1 JOTMNB; i1 Y Di =1 Y OTONA; otQ

si ottiene

Mostriamo ora alcuni esempi ed applicazioni.

Definizione 1.37. (Rotore)
Sia Q C R3 un aperto ed F € C1(Q;R3) un campo vettoriale, F = (Fy, F, F3). Chiamiamo

rotore di F', il sequente campo vettoriale

rot(F(z)) = % x) — OF} T O, ) — OFy x OF} z) — OF; (x)
- 891:2 8.733 ’ 8%3 ax1 ’ 83:1 &EQ
0
€1 @ Fl(f]f)
= det €92 87:1’;2 FQ(SU)
€3 6763 F3($)

dove 'ultimo termine rappresenta un determinate formale, con e, es,es @ versori di dire-
zione canonici in R3.

Inoltre, si dice che F & un campo irrotazionale se rot(F) = 0.
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Osservazione 1.34. Sia 2 C R3 un aperto ed F € C%(Q;R3). Allora
div(rot(F(z))) =0, VzeQ.
Infatti, dalle definizioni di rotore e di divergenza seque che per ogni x € ) si ha
div(rot(F(z))) =

0?Fy 0*F; 0*Fy 0*F3 0y 0*Fy
= T)— T)+ T)— T)+ T)— T
8%18.%2 81‘161’3 89028353 8.%'281’1 81’381‘1 3%38%’2

A questo punto dato che F ¢ di classe C? possiamo usare il teorema di Schwarz e concludere.

Corollario 1.4. (Teorema del rotore)
Siano Qg C R? un aperto e p € C?(Qo; R?) una parametrizzazione di o().

Siano Q un aperto regolare, con Q0 C Qp, ¥ = ¢(Q) e v la normale a ¥, determinata da

Jp dp
8u1< u) x 8u2( u)

H 8U1 Gug( )

//X n

dove indica il prodotto vettoriale in R3. Sia ora v € C*(I;R?), con I C R aperto, una

parametrizzazione (locale) di OS), compatibile con lorientazione di 0S), e sia T il vettore

tangente unitario a 0%, definito da

ey 0
C®) = Far

Sia infine F € C1(X;R3), allora si ha

/ (rot(F),v)dH? = / (F,7)dH" .
% (o)X

La quantita / (F,7)dH" si chiama circuitazione del campo F lungo 0.
ox

L) =e(v(t), tel.

Dimostrazione. Definiamo la seguente forma differenziale

w(x) = Fy(z)dry + Fo(x)dxs + F3(x)dxs
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ed osserviamo che w € C1(X, A}(R3)). Applicando la definizione di differenziale esterno si
ha

dw(x) = d(Fy1(v)dxy + Fo(x)drs + F3(x)drs)

OF OF OF,
_ &E;( z)dzy A dzg — 07;( z)dxy A dg + 871( 2)dz1 A dos
OF,

OF3 OF3
6$3( )d:CQ ANdrg + —— 92, ( )dl‘l Adxg + 372( )d$2 A dxs

OF, OF OF; OF,
<8$1( ) O ( )) d$1Ad$2+<a 1( ) M(.’E)) dx1 A dxs
OF: OF:
+ <3 =2

D9 x) — s (a:)) dzo A dxs

= (rot(F(ac)))3d$1 Adxg — (rot(F(x))),dzy A das + (rot(F(x))) dwg A das.

A questo punto osserviamo che, ponendo

Oy dp

N = Nlg(w)) = 52w x 52w,

u € €,

dw™?(u) = [(rot(F(¢(u)))) N3 — (xot(F(p(w))))y(~N2) + (rot (F(p(u)))), N1 duy A dus

= Iro u & Iro u L Iro u Nl
- [( WP () + (Ot () + (U F (0()

1
= [(rot(F(«p(u))))?)ug + (rot(F(p(u)))) v + (rot(F(gp(u))))lul] Jo(u)duy A dus
= (rot(F(¢(u))), v(p(w)))Jo(u)dur A dus.

”N||dU1 A dus

Quindi

/dw—/ dw
) ()
—/dw*’so
Q

- /Q (ot (F (p(u))), p(0(10))) Ty () iy A sy
- /Q (ot (F (p(u))), v(0(10))) T (1) duiy sz
= / (rot(F),v)dH?.

>
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D’altra parte, osserviamo che I' = ¢ o~y ¢ una parametrizzazione (locale) di 9%, compatibile

con 'orientazione di 9% e si ha (localmente, per ogni t € I)

WL () = )+ Fy(D()Ta(t) + Fg(F(t))f‘g(t)> dt

HF H

) Iroja

L(#)))Jr(t)dt

/ w:/ (F,7)dH".
otx oty

Infine, applicando il teorema di Stokes, si ottiene

/(rot v)dH? = /dw—/ w= (F,7)dH".
oty 8+E

Pertanto, si ha

Osservazione 1.35. (Teorema di Faraday)

Siano Ey € CH(R3;R3) un campo elettrico e By € CH(R3;R3) il campo magnetico indotto,
dove anche le mappe t — E; e t — By sono di classe Ct, per ogni tempo t € R. Siano ora
Y, v, 7 come nel Teorema del rotore[1.]), ed indipendenti dal tempo. Allora vale la sequente
equazione integrale (Teorema di Famday). la circuitazione del campo elettrico lungo 0% é

uguale all’opposto della variazione temporale del flusso del campo magnetico attraverso X,
1 d 2
/ <Et,T>dH = —— </ <Bt,l/>dH ) .
o% dt \Js

Teorema 1.14. (Terza equazione di Mazwell)
Siano Ey € CH(R3;R3) un campo elettrico e By € CH(R3;R3) il campo magnetico indotto,
dove anche le mappe t — Fy et — By sono di classe Ct, per ogni tempo t € R. Allora vale

ctoe

la sequente equazione differenziale

0By

9b5¢ 3
o (x), zeR°.

rot(Ey(x)) = —

Dimostrazione. Siano X, v, 7 come nel Teorema del rotore [1.4] ed indipendenti dal tempo.

Allora vale

/(rot(Et),y>dH2 :/ (B, T)dH" .
¥ ox
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Inoltre, si ha anche

ci</2<Bt’V>dH2> :/E<%?,y>d1{2.

Dal teorema di Faraday, Osservazione [1.35] si ottiene
0B
/ (rot(Ey) + =t v)ydH? = 0.
> ot

Poiché ¥ & arbitraria e la funzione integranda & continua, allora la precedente equazione

integrale vale anche puntualmente, ottenendo la tesi. O

Osservazione 1.36. (Potenziale elettrostatico)
Dal Teorema di Faraday (o dalla terza equazione di Maxwell) si ha che il campo elettrostatico
(cioé il campo elettrico in regime stazionario) é un campo conservativo, quindi esiste una

funzione V € C?(R3;R), detta potenziale elettrostatico, tale che
E(z) = -VV(z), zecR3.

In particolare, il campo elettrostatico € irrotazionale.
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2 Parte Seconda

2.1 Polinomi trigonometrici e di Fourier

Richiamiamo alcune formule trigonometriche

Lemma 2.1. Siano t,s,h,k € R. 57 ha

cos(t £ s) = cos(t) cos(s) F sin(t) sin(s) ,
sin(t + s) = sin(¢) cos(s) % cos(t) sin(s) ,

cos(ht) cos(kt) = %{ cos((h — k)t) + cos((h+ k)t)} ,
sin(ht) cos(kt) = %{ sin((h + k)t) +sin((h — k)t)} ,
sin(ht) sin(kt) = %{ cos((h — k)¢) — cos((h + B)t)} .

Stano ora h,k € N. Valgono le sequenti formule integrali

™ 0, seh#k
/ cos(ht) cos(kt)dt =
-7 w, seh=k
T ) 0, seh#k
/ sin(ht) sin(kt)dt =
-7 w, seh=k

/7r cos(ht) sin(kt)dt = 0

—T

Definizione 2.1. (Polinomio trigonometrico)

Un polinomio trigonometrico (reale), di grado minore o uguale ad n € NU {0}, & una

funzione
n
a
p:R =R, p(t) = 50 + Z {ay cos(kt) + by sin(kt)}
k=1
dove ag,a1,b1,...,an,b, € R; questi ultimi si chiamano © coefficient: di p.

St dice che p ha grado uguale ad n, se a, e b, non sono entrambi nulli.

L’insieme det polinomi trigonometrici di grado minore o uguale a n si indica con T,.
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Osservazione 2.1. Siano h,k € NU{0}. Allora le funzioni

( cos(t))h ( sin(t))k

sono polinomi trigonometrici.

Osservazione 2.2. Sia p € T,,. Allora p € C®(R;R), 27-periodica.
Osservazione 2.3. Siano p € Ty, ¢ € Ty,. Allorap-q € Thym-
Proposizione 2.1. Sia p € T,,, dato da

+ Z {ay, cos(kt) + by sin(kt)} .
k=1

p(t) = %

Allora st ha

1 ™
ay = / p(t) cos(kt)dt, k=0,...,n

—Tr

1 T
by = / p(®)sin(kt)dt, k=1,...n

™ —T

In particolare, due polinomi trigonometrici sono uguali se e solo se hanno gli stessi coeffi-

cientt.

Dimostrazione. Se k = 0, si ha cos(kt) = 1 e quindi,

/ p(t)dt = p /7r Dt + Z {ah cos(ht) + by, sin(ht)} dt

U sin(ht)]" ZZL[cos(ht)]ﬂﬂ}

|
~
A
+
SEp
7
/—H
=&

=ap+ 0 = ag.

Sia ora k=1,...,n. Allora,

™

/7T p(t) cos(kt)dt = /7r % cos(kt)dt + Zn: {ap, cos(ht) cos(kt) + by, sin(ht) cos(kt)} dt.

Utilizzando le formule del Lemma [2.T] 1'unico integrale che non si annulla sara quello che

otteniamo per h = k ed abbiamo cosi

1 /7r p(t) cos(kt)dt = l(a/wr +0) = ay.

T ) us

Per by, si ragiona in modo del tutto analogo. O
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Osservazione 2.4. L’insieme T, ¢é un sottospazio vettoriale di C*°(R;R), di dimensione

2n + 1. In particolare le funzioni
{1, cos(t),sin(t),...,cos(nt),sin(nt)}
sono linearmente indipendenti e costituiscono una base per T, ; infatti, dato p € T,, si ha

p=0<+<= ay=a1=b=...=a,=0b,=0.

Ricordiamo la seguente definizione

Definizione 2.2. (Spazi LP(Q;R))
Sianon € N e Q CR" aperto. Datop € R, con 1 < p < 400, definiamo lo spazio LP(2;R)

nel sequente modo
LP(O;R) = {u € Mis(Q;R) t.c. / lu(z)[Pdx < —1—00},
Q
dove abbiamo indicato con Mis(€;R) l'insieme delle funzioni misurabili, secondo Lebesgue,

da Q a valori reals.

Osservazione 2.5. Lo spazio LP(Q;R) munito della norma

fuller = ([ ru<x>pdx); Lue IP(QR)

& uno spazio di Banach separabile; inoltre se 1 < p < +o0 allora é anche riflessivo.

In particolare, L>(S;R) ¢ uno spazio di Hilbert, munito del prodotto scalare

(u,v)r2 = /Qu(as)v(:v)d:c , u,v € LA(O;R) .

Introduciamo ora alcuni speciali spazi di funzioni periodiche.

Definizione 2.3. (Spazi L (S';R))
Dato p € R, con 1 < p < +o0, definiamo lo spazio LP (Sl;R)

Lp(Sl;R) =LP ((—Tr, F);R),

per

come lo spazio delle funzioni f : R — R, 2w-periodiche, con f € Lp((—ﬂ',ﬂ');]R).

Osservazione 2.6. Sia f € L' (Sl;R). Allora per ogni ¢ € R, si ha
c2m s
/ = [ far.
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Osservazione 2.7. Sia f € L' (SI;R). Allora, per ogni k € N, wvale

! f(t) cos(kt)dt € R, ! f(t)sin(kt)dt € R

Introduciamo ora i polinomi di Fourier reali; le definizioni e i relativi risultati si estendono

anche al caso di funzioni a valori complessi (si veda 1’Appendice |A.1]).

Definizione 2.4. (Polinomio di Fourier)
Sia f € L (Sl;R). Si chiama polinomio di Fourier di f, di grado minore o uguale ad

n € NU {0}, il sequente polinomio trigonometrico

Su(f) i R—=R,  So(f)(t) = % + 3 {ay cos(kt) + by sin(kt)} |

k=1
dove

1 s

a = — f(t)cos(kt)dt, k=0,..,n
m —T
1 (7 .

by = — f(t)sin(kt)dt, k=1,...,n
™ —Tr

sono detti i coefficienti di Fourier di f.

Osservazione 2.8. Sia f € L' (SI;R). Se f wviene modificata su un insieme di misura

nulla, i coefficienti di Fourier non cambiano.

Osservazione 2.9. L’operatore S, é lineare su L' (Sl; ]R), cioe:

Sn(af + Bg) = aSu(f) + BSn(g) ,

per ogni o, B €ER, f,g € Ll(Sl;R).

Osservazione 2.10. Non é restrittivo considerare funzioni 2m-periodiche, infatti se f é
una funzione T-periodica, con T > 0, allora é possibile determinare una funzione f che sia

2m-periodica, mediante la sequente trasformazione

sr—>t:%s, f(t):f(%s) = f(s) .
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In particolare, se f & una funzione T-periodica e sommabile su un intervallo di lunghezza
T, allora usando il precedente cambio di variabile, si definisce il suo polinomio di Fourier

nel sequente modo

So(f):R=R,  S,(f)t) = % + ) {an cos (Fkt) + by sin (Fkt)}
k=1

dove
2 [%
2 _

a = 7 Tf(t)cos(Tkt)dt, k=0,...,n
2
2 (%

bk:T Tf(t)sm(%”kt)dt, k=1,..n
2

Riportiamo di seguito alcuni esempi.

Esempio 2.1. Sia f : R — R, 2mw-periodica, definita sull’intervallo [—m,w| nel sequente
modo
0, set=-—m

ft) =

t, sete (—mm).

Utilizzando la Definizione [2]), poiché la funzione & dispari, avremo che
ar=0 Vk=0,...,n.

Inoltre, per ogni k =1,...,n, si ha

1 s
by, = / tsin(kt)dt
T

—T

2 ™
= / tsin(kt)dt
0

m
T

er parti 1 2 T
per 2artt o [—kmtcos(k:t)]o +l<:77/0 cos(kt)dt

2T 2 . -
=7 cos(km) + T2 [sin(kt)];

2
=z cos(km) + 0.

Osserviamo che cos(km) = (—1)* per ogni k € N e quindi

K2

b = —(-1) 2

Vk=1,...,n.

Percio

Sn()(t) =2



Esempio 2.2. Sia f : R — R, 2mw-periodica, definita sull’intervallo [—m,w| nel sequente
modo

t+2m, sete[—m0)
ft) =
t, set e [0,m).

Utilizzando 1’Osservazione st ha che se lavoriamo su [0,27) allora f ¢ la funzione
identita. Utilizzando la Definizione si ha che

27
1
=— [ tdt=_——(4n*—0) =2m.
aop 77/0 27r(7T ) =27

Se k > 1, integrando per parti, avremo che

1 [ 1| [tsin(kt)]*™ 271
ap = / tcos(kt)dt = — { [ sin{ )} - / o sin(kt)dt} =0
™ Jo s k 0 0

1 [ 1 [ [teos(kt)]*™  [?"1 2
b, = — tsin(kt)dt = — ¢ | ———= - kt)dt p = ——.
k 77/0 sin(kt) - {[ ’ ]0 —i—/o k: cos(kt) :

o

Percio

Esempio 2.3. Sia f : R — R, 2w-periodica, definita sull’intervallo [—m, | nel sequente
modo

sgn(t), sete (—m,m)\ {0}

0, se t =—m,0.

ft) =
Utilizzando la Definizione [2]), poiché la funzione & dispari, avremo che
ar, =0 Vk>0.

D’altra parte, per k > 1 avremo che

by, = 711-/7T sgn(t) sin(kt)dt = 2 /07r sin(kt)dt = —ki(cos(kﬂr) -1).

- ™ 0
Quindz
2 0, sek épar
b= (1= (-1F) = P
ke %, se k ¢ dispari.
Percio

4 -~ sin (25 + 1))

prd 2k+1
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Esempio 2.4. Sia f : R — R, 2mw-periodica, definita sull’intervallo [—m,w| nel sequente
modo

ft) =1t .

Utilizzando la Definizione [2.]), poiché la funzione & pari, avremo che

bp=0 Vk>1.

1 (7 2 [T
aoz/ ytydt:/ tt = 7
T - Vs 0

D’altra parte, si ha

eperk>1
1 (7 2 [T
ar = / |t| cos(kt)dt = / t cos(kt)dt
™ —Tr
per parti g tSlH / Sln
oo
2 1
{0+ 2 (cos(km) }
Percio
2 0, se k & pari
ak = -3 ((-Uk - 1) = P
kem fﬁ, se k ¢ dispari.
Dunque
T4 cos ((2k+1)t)
San+1(/) QWkZ_O 2k+1 '

Esempio 2.5. Sia f : R — R, 2w-periodica, definita sull’intervallo [—m, [ nel sequente
modo

ft)=12.

Utilizzando la Definizione [2), poiché la funzione é pari, avremo che
bp=0 Vk=1,...,n

D’altra parte, si ha
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eperk>1

2 ™
ap = / t2 cos(kt)dt

™ Jo
er parti 2 2 " 4 "
per partt 2 [t sin(kt)] — — [ tsin(kt)dt
™ 0 km 0

per parti

4 4 T
0+ T2 [t cos(kt)]g + l<:27r/0 cos(kt)dt

4 4
=3 cos(km) + = [sin(kt)];
4
Percio ) . i
a0 = = 143 TV oty
3 = k

Esempio 2.6. Sia f : R — R, 2w-periodica, definita sull’intervallo [—m, | nel sequente
modo
0, sete[—-m0)

t, setel0,m).

ft) =

St ha che, vista la definizione della funzione, per calcolare i coefficienti di Fourier & suffi-
ciente integrare tra 0 e w nella Definizione[2.4) Si ha che

1 [ 121" =«
ap=— [ tdt==|=| ==.
T Jo T2, 2

Inoltre, per k=1,...,n si ha

1 ™
ap = / t cos(kt)dt
0

m
”‘”"2“’”“% [;; sin(k:t)]o - % /0 %sin(kt)dt
—04 1 [cos(kt)}7r
Tl k],
_ cos(km) —1
k2
(-1F -1
- mk2
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Stmilmente, per k=1,...,

n si ha

1 ™
by, = / tsin(kt)dt
T Jo

Dunque

per ﬁarm

! (% Cos(lmr)) +

™
_ cos(km)

—— [ cos(kt) }
1

+0
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2.2 Sviluppabilita in serie di Fourier

Definizione 2.5. (Serie di Fourier)

Sia f € L'(SY;R). Si chiama serie di Fourier di f, la sequente serie di funzioni

+o00

% + Z {ay, cos(kt) + by sin(kt)} ,
k=1

dove

1 ™

a = — f(t)cos(kt)dt, k>0
™ —T
1 [ )

by, = — f(t)sin(kt)dt, k>1.
™ —T

In particolare Sy, (f) ¢ la successione delle somme parziali.
Inoltre, diremo che f ¢é sviluppabile in serie di Fourier, nel punto t € R, se valgono le

sequenti condizionsi:

(i) la serie di Fourier converge puntualmente in t, cioé esiste A € R con

(ii) la somma della serie di Fourier coincide con il valore di f in t, cioé

A= f(t).

Osservazione 2.11. Data f € L' (Sl;R), usando la formula di FEulero é possibile scri-
vere la serie di Fourier di f in una forma pit compatta, utilizzando ’esponenziale com-

plesso invece delle funzioni trigonometriche reali (si veda a riguardo 1’Osservazione

nell’Appendice .

Definizione 2.6. (Nucleo di Dirichlet)

Sia n € N. Si chiama nucleo di Dirichlet il sequente polinomio trigonometrico

11 &
D, :R— R, Dn(t):{2+ E Cos(kt)} .
T
k=1
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Osservazione 2.12. Valgono le sequenti proprieta:

(i) Dy, & pari;
(ii) D, (t)dt = 1;

—T

sin ((n + %)t)

(i) Dn(t) = 27 sin (5)
2

Proviamo (i); per definizione di nucleo di Dirichlet

11 &
Dy(~t) = — {2 + Zcos(—kt)} .
k=1
Tuttavia, per la parita della funzione coseno
cos(—kt) = cos(kt), Vte R, Vk=1,...,n

e quindi Dy (t) = Dy (—t).

Per provare (ii), osserviamo che

4 1 1
[ Daar= - e+ [
k=1
A questo punto, si ha che
/ cos(kt)dt = k:[sin(k:t)[7r = k(sin(km) —sin(—knm)) =0, Vk=1,...,n
e quindi

Dy (t)dt = 1.

—T
Infine, per quanto riguarda (iii), per k = 1,...,n, usando le formule trigonometriche del

Lemma[2.1] e sfruttando la disparita della funzione seno, otteniamo
t 1 1 1
sin <2> cos(kt) = B {sin <<k + 2) t) — sin <<k — 2) t> } .
Sommando in k abbiamo una somma telescopica e quindi

(- ()22 =)

Percio, usando la definizione di nucleo di Dirichlet, avremo che

27 sin <;> Dy(t) = sin <;) 4 QZsm <;) cos(kt) = sin <<n + ;) t> .
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Lemma 2.2. (Forma compatta per Sy(f))
Sia f € Lt (Sl;R). Allora
$.0) = [ 16)Dals = tyds =2 [ Tms(t.9)Da(s)ds.
- 0

dove abbiamo indicato, per ogni t,s € R,

) = TEED TS0

Dimostrazione. Utilizzando le formule per i coefficienti di Fourier e le proprieta del nucleo
di Dirichlet, si ha

Su(f)(2) :% + 3 {ag cos(kt) + by sin(kt)}

k=1

= _” f(S)% {; + Z cos(ks) cos(kt) + sin(ks) sin(kt)} ds

= { +Zcos (s —1)) }d

™

= f(s)Dy(s —t)ds

:/ﬂ_ f(t+z)Dy(x)dx

= f(t—i—x) n(x )alx—l—/o7r f(t+x)Dy(x)dx
/ ft—s) )(1ls+/07r f(t+s)Dy(s)ds

/fts ds+/ft+s n(5)ds

- /0 F(t = $)Du(s) + f(t + 5)Dy(s)ds

=2 /07r my(t,s)Dp(s)ds .

Proposizione 2.2. Sia f € L! (Sl;]R), Sitano t, A € R, allora sono equivalenti le sequenti

affermazioni:

(1) lim Sp(f)(t) =A;

n—-+oo
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(i) lim W(mf(t,s)f)\)Dn(s)ds:O.

n—-+o0o 0

Dimostrazione. Poiché per ogni A € R vale

2/ Dy (#)dt = X
0

allora si ottiene

Su(F)(E) — A =2 /OW (m(t,5) — X) Du(s)ds

Richiamiamo il seguente risultato di densita

Teorema 2.1. (di densita)

Siano n € N e Q C R" aperto. Datop € R, con 1 < p < 400, allora l'insieme C§°(£2; R)
(Vinsieme delle funzioni C* a supporto compatto contenuto in Q1) é denso in LP(2;R),
cioe: data f € LP(Q;R), allora si ha che

Ve>0,3p. € CP(UR) te. ||f— el < e

Lemma 2.3. (di Riemann-Lebesgue)
Sia f € Lt ((a, b);R), con a,b € R. Allora valgono le sequenti:

b
(i) lim / f(s)cos(as)ds =0;

|a| =400

b
(i1)  lim / f(s)sin(as)ds = 0.
|| =400 Jq
Dimostrazione. Dimostriamo solo la (7), la (i7) ¢ analoga. Dal Teorema (di densita) [2.1
poiché C’go((a, b); R) ¢ denso in L' ((a, b); ]R), allora
Ve>0, 3¢ € C°((a,b);R) tc. [|f — el <e.
Scriviamo
b b b
/ f(s) cos(as)ds = / (f(s) = p=(s)) cos(as)ds +/ ©e(s) cos(as)ds.

Per il primo addendo, si ha

b b
/ (f(s) = ¢e(s)) cos(as)ds S/ £ (s) = @=(s)| [ cos(as)|ds

b
< [1566) = pulolas

=[f—¢ellpr <e, VaeR
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Per il secondo addendo, poiché . € C(‘)X’((a, b); ]R), integrando per parti, esiste C. > 0 tale
che (a # 0)

[Sin(as) %(8)} ' /ab sinas)  (9)ds

a «

~ ol Jal-+oo

In conclusione,

b
Ve>0,3M: >0, tc. / f(s)cos(as)ds| < 2e, V |a| > M, ,

concludendo la dimostrazione. O

Osservazione 2.13. [l lemma di Riemann-Lebesgue fornisce una condizione mecessaria
affinche una serie trigonometrica sia la serie di Fourier di una qualche funzione f €

Lt (Sl;R), in particolare i coefficienti devono essere infinitesimi.

Teorema 2.2. (di localizzazione di Riemann)
Sia f € L' (Sl;R). Siano t, A € R, allora sono equivalenti le sequenti affermazioni:

(1) lm Sy(f)(t) =A;

n—-+o0o

(i1)) 3 c € R tale che

¢ sin ((n+ 3)s
lim (mf(t,s)—)\)—(( +3) )

n——+o00 0 S

ds=0.

Dimostrazione. Sia ¢ € (0, ) tale che

/W (my(t,s) — \) Dy(s)ds = / (my(t,s) — A) Du(s)ds + /ﬂ (m(t,5) — ) Do(s)ds.
0 0 c

Per la Proposizione si ha che (i) vale se e solo se

s

lim (my(t,s) — X) Dy (s)ds = 0.

n—-+o0o 0
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Ora, per il Lemma di Riemann-Lebesgue [2.3] si ha

" (mf(tv s) — )‘)

S oy (R =0,
poiché la funzione
t,s) — A
5 ) )
2sin (5)
¢ L' su (¢, ). Quindi (i) vale se e solo se
¢ sin ((n + 3)s
lim (my(t,s) — )\)Mds = 0.
n—+oo J 2 sin (%)
Adesso, la funzione
(s) 1 1
§)i=——
J s 2sin (%)
é continua e limitata su (0, ¢), infatti
11 —5ito(s) .
s 2sin(3)  s2+o(s?) sm0

Si ottiene quindi che ¢ € L' ((O,c);R), percid nuovamente per il Lemma di Riemann-

Lebesgue si ha

lim C(mf(t,s)—)\) sin ((n + 3)s) (1 _1(5)) ds = 0.
2

n—-+00 0

In conclusione

lim (my(t,s) — \) Sln((?2#)5)&9 =0
B 25 (3)
se e solo se (( ) )
. ¢ sin((n+ 5)s
ngrfoo ; (my(t,s) — )\)%ds =0

Corollario 2.1. (Criterio di Dini)
Sia f € L (SI;R). Datot € R, se esiste A € R tale che g € Ll((O7 c);R) per qualche ¢ > 0,

dove

allora
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Dimostrazione. Dal Lemma di Riemann-Lebesgue si ha

c

0= lim g(s)sin ((n+ 3)s)ds = lim /OC mf(t,ss)—/\ sin ((n + 3)s)ds .

n—-+o0o 0 n—-+o0o

Dal teorema di localizzazione di Riemann si ottiene allora

Notazione 2.1. Sia f : R — R. Dato t € R, denotiamo (se esistono finiti) i limiti destro

e sinistro di f in t, nel sequente modo

ftT) = lim f(s), f(t):= lim f(s).

s—tt s—t—

Inoltre poniamo

)+ )

Osservazione 2.14. Se f é continua in t € R, allora f*(t) = f(¢) .

Definizione 2.7. (Funzioni C* a tratti)
Sia f: A =R, con A C R limitato. Diciamo che f & una funzione C* a tratti su A, se

esiste un insieme finito
A, = {tl,...,tn} CA neN|

per cui f € CF (A\An; R), con derivata di ordine massimo limitata; qui k = 0,1,2...,4o00.

Osservazione 2.15. Sia f : A - R, con ACR. Se f ¢ C! a tratti su A, allora esistono
finiti f(tT), f(t7), per ogni t € A.

Infatti, sia A, Uinsieme dei punti sui quali la funzione non ¢ Ct. Ora, se t € A\A,, allora
la funzione ¢ C' su tale insieme e quindi i due limiti chiaramente esistono.

Se invece t € A, possono verificarsi due casi:
(i) f & continua ma non derivabile in t;

(ii) f non & continua in t.
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Nel primo caso, chiaramente i due limiti esistono. Consideriamo percid il caso in cui f

non sia continua in t e utilizziamo la sequente caratterizzazione del limite

lim f(s) eR <= Ve >0, 30>0 : |f(z)— fly)| <e Vx,y € (t,t +0)

s—tt

Osserviamo inoltre che, dalla definizione di funzione C' a tratti, la derivata & limitata da
una costante M > 0 sull’insieme A\A,.

Sia allora € > 0 arbitrario e scegliamo § < 17; in particolare non & restrittivo supporre 6
tale che (t,t +6) N A, = 0. Siano ora x,y € (t,t +6) con x < y. Allora, f ¢ di classe C!

sull’intervallo (z,y) e per il teorema del valor medio di Lagrange esistera z € (x,y) tale che

fly) = f@) = f(2)(y — 2).

Visto che |x —y| < §, poiché x,y € (t,t + 0), passando al valore assoluto avremo
1f(y) = ()] = f (2)llz —y| < M.
Abbiamo percio mostrato che
Ve>0,30>0 : |f(z)— fly)| <e, Va,y € (t,t+9)

e questo prova che esiste finito f(tT) = lim+ f(s).
s—t

In modo del tutto analogo si prova che esiste finito f(t7).

Corollario 2.2. Sia f : R — R, 27w-periodica. Se f ¢ C' a tratti su [—7,7), allora per
ogni t € R si ha

lim S, (f)(t) = f*(t) .

n—-4o0o

Dimostrazione. Dall’Osservazione il valore f*(t) & ben definito per ogni t € [—m, 7).
Se mostriamo che esiste ¢ > 0 tale che g € L* ((0, c); R), dove

allora dal Criterio di Dini (Corollario si ottiene la tesi. Sia allora

1 {f(t )+ fE—s) fON)+ f(t‘)}

9(s) =3 2 2

1 {f(t+5) — f(t) A f(f_)}

S S

2

= o7 )+ ()} |
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Consideriamo g™, si ha

_ gy L) = flE+a)
R

Sia ora A, C [—m,m) come nella Definizione Poiché A,, ¢ finito, esiste ¢ > 0 tale che

(t,t+0)m14n:®

Allora f € C! ((t, t+c); ]R), con derivata limitata, diciamo da una costante M > 0. Quindi
dal teorema di Lagrange, se x, s € (0, c), esiste z € [t + z,t + s], tale che

flt+s) = flt+a)=f(2)(s — o),

cosi (s > 0)

|s — x| M

| ’S — .’L“
S S S z—0t

Allora g ¢ limitata su (0, ¢), quindi sommabile; lo stesso vale analogamente per g~. Quindi

g€ L'((0,c);R). O

Osservazione 2.16. Tutte le funzioni considerate negli Esempi[2.]],
sono C1 a tratti su [—m, ).

In particolare, tranne che per la funzione dell’Esempio st ha f(t) = f*(t), per ogni
t € R, in particolare queste funzioni sono sviluppabili in serie di Fourier su R.

Per quanto riguarda la funzione dell’Esempio 2.6, notiamo che si ha

fm) =042 = ().

Osservazione 2.17. La convergenza puntuale delle serie di Fourier permette di calcolare
la somma di alcune serie numeriche. Ad esempio, considerando la funzione dell’Esempio
e prendendo t = 0, si ottiene

Sempre per la stessa funzione, con t =, si ha
2§
— k 6

La condizione espressa dal precedente Corollario per funzioni di classe C, si puo

migliorare; diamo la seguente definizione.
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Definizione 2.8. (Funzioni Hélderiane)
Sia I C R un intervallo e sia f : I — R. Diciamo che f é una funzione Hélderiana su

I, di esponente a € (0, 1], se esiste una costante M > 0, tale che

1f(y) — f(x)| < M|y —=z|*, VYzyel.

Se a = 1 nella precedente condizione, allora f é Lipschitziana su I.
L’insieme delle funzioni Hélderiane su I, di esponente o € (0,1], si indica con CY*(I;R).
Iterando, dato k € N, si definiscono gli spazi C**(I;R), delle funzioni di classe C*, con le

derivate di ordine k, Hdolderiane con esponente o € (0, 1].

Osservazione 2.18. In particolare, se f € C%*(I;R), per qualche o € (0,1], allora f ¢

uniformemente continua (quindi continua) su I.

Corollario 2.3. (Criterio di Hélder)
Sia f : R — R, 2w-periodica. Se f € C’O’O‘([—W,W];R), per qualche o € (0,1], allora per
ognit € R si ha

lim_Su(F)() = £(2)

n—-+0o0o

mn altri termini, f & sviluppabile in serie di Fourier su R.

Dimostrazione. Dalle Osservazioni e per ogni t € [—m,m], si ha f*(t) = f(t). Se
mostriamo che esiste ¢ > 0 tale che g € L' ((0, c); R), dove

g(s) — mf(tv S) B f(t)

allora dal Criterio di Dini (Corollario si ottiene la tesi. Sia allora

)

1 f(t+s)+f(t—s) f(t )+f(t )

g(s) 3{ 2 B 2 }
1 f(t+s) —f(t ) f(t—s) —f(t_)

_2{ s + s }

= o7 )+ ()}

Consideriamo g™, si ha

f(t+s)—f(t+a;).

Jr .
s) = lim
g ( ) z—0t

s
Dalla Definizione dato ¢ > 0 tale che (¢,t 4+ ¢) C [—m,x], si ha (s > 0)

_ _ o
Ftts) = ftto) _ ) ls—al -l
S S x—0+ St

Poiché¢ a € (0,1], allora g™ ¢ sommabile su (0,c); lo stesso vale analogamente per g~ .
Quindi g € L*((0,¢); R). O
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Esempio 2.7. Sia f : R — R, 2mw-periodica, definita sull’intervallo [—m,w| nel sequente

modo

Osserviamo che f non ¢ C' a tratti su [—m,7), ma f € CO’%([—W,T(];R>. Dimostriamo

mnanzitutto che in generale se a,b > 0, allora vale la sequente disuguaglianza

Va— Vb < Via—1.

Infatti, supponiamo a > b > 0 (in caso contrario, basta scambiare i ruoli dia eb). A questo
punto & sufficiente elevare al quadrato il primo membro ed osservare che \/a > Vb (da cui

—va < —V/b). In questo modo si ha
a+b—2vVavVb<a+b—2b=a—b=|a—0b|,

che prova la disuguaglianza. Quindi, per ogni t1,ts € [—m, )

VIl = Vil < VI =[]l < Vit — ]

dove nell’ultimo passaggio abbiamo usato le proprieta del valore assoluto. Abbiamo cosi

provato che
1
|f(t1) — f(t2)| < [t1 —ta]2 Vit € [-m, 7).

Allora dal Criterio di Hélder (Corollario , st ha che f é suviluppabile in serie di Fourier
su R.
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2.3 Disuguaglianza di Bessel e applicazioni

Consideriamo lo spazio di Hilbert

L*(S%R) = L2, ((—m,7); R)

per

delle funzioni reali, 27-periodiche e a quadrato sommabile su (—7, 7). Poniamo per como-
dita -

(f,9)=(fr9)2= | f()gt)ydt, f,geL*(SLR),

—Tr

1Al =1l = V) = ( I (f(t))th)Q . feIX(SLR).

—T

Osservazione 2.19. Dalle disuguaglianze di H()'lderH e poiché linsieme (—m,m) &
ltmitato, si ha

L*(SYR) € L'(S%;R) .

Osservazione 2.20. L’insieme T;,, dei polinoma trigonometrici di grado minore o uguale a

n, & un sottospazio vettoriale di L? (Sl; ]R{), di dimensione 2n+ 1. In particolare le funzioni

{ 1 cos(t) sin(t) cos(nt) sin(nt)}
Ver' Wm T oym T r

costituiscono una base ortonormale per T, .

Notazione 2.2. Poniamo

uo(t):j%, qu_l(t):COf/(T,’ft), un() = 220 k=1n,

In questo modo una base ortonormale per T,, & data da

Z/{n = {’LLO,Ul,...,UQn} .

ISiano Q@ C R" e f € LP(4R), g € LY R), dove p,q € [1,400], con % + é = 1. Allora valgono le
seguenti disuguaglianze di Holder
Ifgllr < Ifllzellgliza - (16)
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Sia ora f € L? (Sl;R), allora rinominiamo i coefficienti di Fourier nel sequente modo

NG

~—ay, fop—1 = Tay, fore = whp, k=1,...,n.
ok fok—1 = Vmag,  for, = /7hy

fo=
Allora st ha

n 2n
SulH)) = 5 + D {ax cos(kt) + besin(kt)} = 3~ frue(t)
k=1

k=0

con
™

fo=(fiu) = | f@ue(®)dt, k=0,1,...,2n.

—T

In particolare si ottiene

2n
ISn(HIP =" f7
k=0

Proposizione 2.3. (Disuguaglianza di Bessel)
Sia f € L? (Sl;R). Allora, per ogni n € N si ha

1S (OIF < A1 -

In particolare, in termini dei coefficient: di Fourier
a2 n 2n
r{ D43 (@R +0d) f =D <R
k=1 k=0

Dimostrazione. Vale

™

15 = SuDIP = | (1) = Su(5)(0) e

—T

- / ) = 2£OSulF) () + (SalF)(0) e

—T

T 2n )
I -2 / FOS Frun(t)dt + 1Sa()?
k=0

—T

2n T
1= (G [ sOu0at) + 18,1
k=0 -

2n

=I£1P =2 f2+ 1S
k=0

=[£I = 1S ()I1* -

Poiché il primo membro é positivo, si ottiene la tesi.

7

(17)



Il prossimo risultato mostra che il polinomio di Fourier di una funzione f ¢ il polinomio

trigonometrico che approssima meglio f in "media quadratica".

Proposizione 2.4. Sia f € L? (Sl;R). Allora si ha

If =Sn(DI <If —pll, VpeTn.

Dimostrazione. Sia p € T, allora rispetto alla base U,,, esistono delle costanti reali ¢, con
k=0,1,...,2n, tali che

2n
= aur(t), = (pug).
k=0
Allora vale

15 =0l = [ () - o)

—T
m

- / (F(6)% — 2£(p(t) + (p(t))dt

—T

T 2n
A1 -2 / 1S exunt)dt + [

- k=0
—||f||2—22<ck F(unlt dt)+2ck
:HfH2—2kaCk+Zci-

k=0 k=0

Ora, dalla dimostrazione della Proposizione 2.3] si ha

2n 2n 2n
1F =17 =1 = SuHIP =FIP =2 foew + D= 117+ D fi
k=0 k=0 k=0
2n

ZZ(Ck—fk)220-

k=0

Come applicazione, mostriamo un risultato sulla convergenza uniforme delle serie di Fourier;

premettiamo il seguente fatto.

Osservazione 2.21. Sia f : R — R, 2w-periodica. Se f ¢ continua e C' a tratti su [—m, ),

allora (estendendo eventualmente f' a zero nei punti in cui non esiste) si ha, per ognin € N
Sa(f)(t) = (Su(f)) (1), VteR.
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Infatti, dalla definizione di polinomio di Fourier seque immediatamente che

n

(Sn(£))'(t) =D {~kaysin(kt) + kby cos(kt)} .

k=1
Inoltre, sempre dalla definizione di polinomio di Fourier, si ha che

~ n

Su(f)(t) =2 43" {ak cos(kt) + by sin(kt)}

2
k=1

dove | g
a = — f'(t)cos(kt)dt, k=0...,n

™ —Tr

e -
bp== [ f()sin(kt)dt, k=1...,n.

L —

Osserviamo esplicitamente che gli ultimi integrali sono ben posti, in quanto f & continua e

C*' a tratti su [~m, 7). Ora, si ha che

do== [ fode= )~ f(-m) =0

T
poiché [ & una funzione 2mw-periodica. Inoltre, integrando per parti si ha che per ogni
k=1,...,n

™

= L[f () cos(kD)]™ — = [ ) (—ksin(ke))dt = kb

B = %[ F(t) sin(kt)] ™~ % " P (t) (k cos(kt))dt = —kax,

i quali coincidono con i coefficienti di Fourier di (Sp(f))'(t). In conclusione, dato che due
polinomi trigonometrici sono uguali se e solo se hanno gli stessi coefficienti di Fourier,

avremo che

Su(f)() = (Su(f))'(t), VteR.

Teorema 2.3. Sia f : R — R, 2n-periodica. Se f ¢ continua e C' a tratti su [—7,7),

allora la serie di Fourier di f converge totalmenteﬂ quindi uniformemente, ad f, su R.

1Sja A C R e sia {f&}ren, con fir : A — R, una successione di funzioni. Si dice che la serie di funzioni

“+oo
E fr(x) converge totalmente, se converge la serie numerica delle norme uniformi, cioé
k=1

+oo —+oo
S filloo = S sup (@) < +o0 .
k=1 k=1 %€A

Ricordiamo inoltre, che la convergenza totale implica quella uniforme.
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Dimostrazione. Dal Corollario sappiamo che la serie di Fourier di f converge puntual-
mente ad f, cioé per ogni t € R si ha
. e
im Sy (1) = () = (1)

Ora, dall’Osservazione [2.21], se

Sn(f)(t) = % + Z {ay, cos(kt) + by sin(kt)} ,
k=1

allora, estendendo eventualmente f’ a zero nei punti in cui non esiste, si ha
n
Su(f)(t) = {kby cos(kt) — kay,sin(kt)} .
k=1

Adesso, poiché f’ & limitata, allora f’ € L? (S 1. ]R), quindi applicando la disuguaglianza di
Bessel a f', si ottiene

& 1
(K*af, + K°by) < ;”f”2 =: M .
k=1

Inoltre, dalla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, si ha

n

S el + [0y =3 7 (Hlaxd + Ko )
k=1

k=1
n

1 1
= 1 ’ 2 2 212 ’

k=1

IN

2Ms M,
dove abbiamo posto
400 1
M2 = Z ﬁ .
k=1
Infine, osserviamo che per ogni k£ € N vale

sup (Jay cos(kt) + by sin(kt)|) < |ag| + |bx] -
teR

Allora la serie di Fourier di f

+00
a :
50 + ,}_1 {ay, cos(kt) 4 by sin(kt)}

converge totalmente, quindi uniformemente. ]
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Teorema 2.4. (di Riesz)
Ogni funzione in L? (Sl;]R) ¢ sviluppabile in serie di Fourier, nel senso della convergenza

in media quadratica. In altri termini, data f € L? (Sl;R) allora

lim |~ Su(f)] =0

n—-+0o0o

Dimostrazione. Sia f € L?(S';R). Dal Teorema (di densita) poiché C§°((—m,m);R) &
denso in LQ((—TF, ); R), allora

Ve>0, 3¢ € C°((—m,m);R) te. ||f—e] <e.

Ora, poiché l'operatore S,, ¢ lineare (Osservazione [2.9)), utilizzando la disuguaglianza di

Bessel , si ha

1f = Sn( =IIf = @e + e = Snlee) + Snlpe) = Su()]l
<If = el + llve = Snlee)ll 4 [[Snle) = Su(f)l
=[1f = el + llpe = Sn(@e)l + 1Sn (0= = f
<If = el + llve = Snle)ll + llee = £l

=2|[f = eell + llpe = Snlee)ll
=2L +I5.

Esaminiamo separatamente i due addendi. Dal risultato di densita, I; < e. Adesso, poiché
e € CSO((—W,W);R), allora dal Teorema si ha che la serie di Fourier di . converge

uniformemente ad ., percio

- | " (elt) — Sulpe)(B)dt — 0;

—T

quindi
Ve>0,dn. N te. Ih<e, Vn>n..

In conclusione,

Ve>0,3n: €N te. [[f—Su(f)ll <3e, Vn>ne.

Osservazione 2.22. (Identita di Parseval)
Sia f € L? (S’l;R). Dalla dimostrazione della Proposizione si vede che

I1f = Su(HOIP =111 = 11Su(H)I1? -

81



Quindi il Teorema di Riesz é equivalente a

lim [|Sa(F)II* = 1 11? .

n—-+0oo

In termini dei coefficienti di Fourier, poiché

n 9 n
N a
ISu(A)I2 =D F = {2+ > (@d+1}) | .
k=0 k=1
allora si ottiene la sequente identita di Parseval
+o0 R CL2 +00
1P =Y f2=m{2+ > (ai+8) }. (18)
k=0 k=1

In particolare, la sequente famiglia numerabile

¢ una base ortonormale per lo spazio di Hilbert L? (SI;R).

Osservazione 2.23. L’identita di Parseval fornisce una condizione necessaria affincheé
una serie trigonometrica sia la serie di Fourier di una qualche funzione f € L? (Sl;]R), m

particolare la serie del quadrato dei coefficienti deve essere convergente (si confronti con

I’Osservazione .

Osservazione 2.24. L’identita di Parseval permette anche il calcolo della somma di alcune
serie numeriche. Ad esempio, consideriamo la funzione dell’Esempio|2.1]: i coefficienti sono

dati da
(_1)k+1

k I

4 2
1P = [ = .

—Tr

ap=0, ar,=0, bpr=2 keN,

mentre

Allora da (@, si ha
+o0 2
PP
2 - b
— k 6

ritrovando il risultato ottenuto nell’Osservazione [2. 11
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Proposizione 2.5. Sia f : R — R, 27w-periodica e continua a tratti su [—m,m) (cioé

continua a meno di un numero finito di punti, in [—m, ), e limitata). Poniamo
t
Iy : R — R, If(t) = f(s)ds .
—T

Allora I ¢ continua e C1 a tratti su [—m,m). Inoltre, se

ao

—+o00
5 + Z {a cos(kt) + by sin(kt)}

k=1

¢ la serie di Fourier di f, allora ponendo
ao t agp
F:R—R, F(t):If(t)_?(tJrﬂ): f(s)_fds’

si ha che F ¢ 2m-periodica, continua e C' a tratti su [—m, ), e la sua serie di Fourier ¢
data da

A X _
5 + ; {Aj, cos(kt) + By sin(kt)} ,

dove

Ay X b b a
70:2(—1)’“?’2 Ay=—" Bpy=-2 k>1.
k=1

In particolare la serie di Fourier di F' converge uniformemente ad F, su R.

Dimostrazione. La prima affermazione segue dal Teorema Fondamentale del Calcolo Inte-
grale. Per quanto riguarda i coefficienti di Fourier di F, la tesi segue da un calcolo esplicito;
mostriamo come esempio il calcolo degli Ay, per i By si ragiona analogamente. Sia allora
k> 1, si ha

™

F(t) cos(kt)dt

o
B
|
BN
|
3y

F(s) — ‘;"ds) cos(kt) dt

|
3
|
3

ao
s) — ?) cos(kt) d8> dt

N
3

ao
s) — ?> cos(kt) dt) ds
ap\ sin(ks)

f(s)_?> P
/f(s)sin(k:s) ds

YounY
~
—
~—

|
3

Il
= = |
T = = ﬁ\H\H‘\
3
ﬁ/—\hhr\
3
oS
pud

S

S
o
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Per quanto riguarda Ay, basta osservare che poiché F é continua e C! a tratti, dal Corol-
lario [2.2] e I’Osservazione [2.14], si ha che per ogni t € R la serie di Fourier di F' converge

puntualmente ad F, quindi

A +oo A +oo b
0 k 0 k %k
e F — e = — — —_ —_— = —
0=F(-m) = F(r) = 2+ (-1 4 = 22 = 3(-1)
k=1 k=1
L’ultima affermazione sulla convergenza uniforme segue dal Teorema [2.3 O

Osservazione 2.25. [l precedente risultato fornisce una condizione necessaria affinche una
serie trigonometrica sia la serie di Fourier di una qualche funzione continua (si confronti
con le Osservazioni e . Ad esempio, la sequente serie trigonometrica

+o0
(_1)k sin
kzz log(k) )

non € la serie di Fourier di alcuna funzione continua. Infatti, la serie

+oo , N (—l)k B +o00 1
kzﬂ(_ ) klog(k) — é klog(k)

non converge.

Corollario 2.4. Sia f : R — R, 2n-periodica, continua e C' a tratti su [, 7). Allora
la serie di Fourier di f' (estesa a zero dove non & definita) si ottiene derivando termine a

termine quella di f.

Dimostrazione. Basta applicare la Proposizione alla funzione f’. ]
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2.4 Nucleo di Poisson

Definizione 2.9. (Nucleo di Poisson)

Per ogni r € [0,1), chiamiamo nucleo di Poisson la sequente funzione

11 =
P.:R =R, P,,(t)z{2+§ rkcos(kt)}.
T
k=1

Osservazione 2.26. La funzione P. & ben definita. Infatti scrivendo
z=r(cos(t) +isin(t)) =re € C

st ha

1 “+oo 1 “+oo
k _ k
5 + E " cos(kt) =Re {2 + ,}1 z }

k=1
_ 12
212
1= r?
e
1—7r2

2(1 — 2rcos(t) + 12)

In particolare P, é non negativa, pari e 2mw-periodica.

Definizione 2.10. Sia f € L' (Sl;]R) e siano ag, by i suoi coefficienti di Fourier. Per ogni

r € 10,1), definiamo la sequente funzione

+o0o
fiR=R, fi(t) = % + 3 r* {ay cos(kt) + by sin(kt)} .
k=1

Osservazione 2.27. La funzione f,. é ben definita. Infatti dall’Osservazione st ha
che i coefficienti ay, by, sono infinitesimi, quindi limitati, allora esiste una costante positiva
M tale che

lag| < M, |bp| <M, VYkeN,

quindi
¥ {ag cos(kt) + by sin(kt)} | < ¥ (Jag| + [b]) < 2Mr*, VEkeN.
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Poiché r € [0,1), allora la serie

400
Z % {ay, cos(kt) + by, sin(kt)}
k=1
converge totalmente (quindi uniformemente e puntualmente).
In particolare, la convergenza uniforme implica che f. ¢ anche continua, in quanto sono
continue le funzioni
t = 7% {ay, cos(kt) + by, sin(kt)} .

Riportiamo ora il seguente risultato di convergenza (si veda ad esempio [3]).
Lemma 2.4. Sia Q C R™ aperto e sia {gp}ren C L' (Q;R) una successione di funzioni
+0o0

tale che la serie di funzioni ng converga puntualmente. Se
k=1

:Zoj </Q lgr(z)| d:c> < 400

l«g%@>m:§<ém@m)

k=1

allora

In altri termini, & possibile integrare termine a termine.

Teorema 2.5. (di rappresentazione di Poisson)
Sia f € L (Sl;R). Allora per ogni r € [0,1), vale la sequente formula di rappresentazione

integrale di Poisson

) = [ fs)Ps — t)ds (19)

—Tr

Dimostrazione. Utilizzando le formule per i coefficienti di Fourier, si ha

400
fr(t) :% + Z % {ay, cos(kt) + by, sin(kt)}

k=1
T too ™

:%% f(s) ds+ % Z (rk f(s) {cos(ks) cos(kt) + sin(ks) sin(kt)} ds)
- k=1 o

11T L] (™

s f(s) ds+ - ; (/ﬂr f(s)cos (k(s —t)) ds)

A questo punto, dato t € R, chiamiamo
gi(s) = ¥ f(s) cos (k(s—1)) .
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In questo modo
lgk(s)| < 7*1f(s)l, VkEN,

e visto che r € [0, 1), allora la successione { gx } ren soddisfa le ipotesi del Lemma Quindi

si puo scambiare la serie con 'integrale e si ottiene

£r(t) :% (; /_T;f(s) ds+/7r io{rkf(s)cos (k(s—t))} ds)

T k=1

T 1/1 +00 .
/ f(s); <2+Z{r cos (k(s—t))}) ds
k=1

-7

/W F(S)Po(s —t) ds .

3

Osservazione 2.28. Scegliendo f =1, si ha anche f. = 1, quindi per ogni t € R wvale

/W Po(s—t)ds=1.

—T

In particolare

Osservazione 2.29. Mostriamo che é possibile riscrivere la formula (@) sul disco unitario,

in termini di un integrale di bordo. Choé, sia
B = {(z,y) eR? te 22+4%< 1} C R?, S=0B.
Datir € 10,1), t, s € R, identifichiamo

B> (v,y) ~x+iy =r(cos(t) +isin(t)) = re’ =z,

S 3 (x,y) ~x+ iy = cos(s) + isin(s) = et = 4 .
Sia ora f € L! (S;R), definiamo

¢S =R, p(z) = p(e”) = f(s),
u:B =R, u(z) =ulre) = f.(t).

Infine, poniamo

11— |z?
P(z,w) = 12

= onlw— o VzeB,weS. (20)
T lw —
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Sostituendo z = re'*, w = e**, riconosciamo che

T1—]z2 1 1-+2 1 1—r?
P(z,w) = == — = P(t—s), Vit,seR.
(z,w) 2m |lw — 2|2 2w |efs —ret|2 27 |1 — reilt—9)|2 r(t=s) §

Allora si ha che (@ e equivalente a

u(z) = /Sap(w)P(z,w) dH., V:2eB,

dove dH indica che lintegrale ¢ fatto nel senso della misura di Hausdorff 1-dimensionale,

rispetto alla variabile w € S.
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2.5 Problema del potenziale elettrostatico

In questa sezione, come applicazione, vogliamo usare alcuni risultati della teoria delle serie
di Fourier per lo studio di un particolare problema di elettrostatica.

Diamo alcune definizioni preliminari.

Definizione 2.11. (Laplaciano)
Sia Q C R"™, aperto, con n € N. Data una funzione u € C*(;R), chiamiamo Laplaciano

1l sequente operatore differenziale A applicato ad u nel sequente modo

Au(z) = div(Vu(z)) = tr(D*u(z)) = Z a—Q(m), VexeQ.

Definizione 2.12. (Funzioni armoniche)
Sia Q@ C R"™ un aperto, con n € N. Una funzione u € C%*(;R), si dice armonica se

soddisfa la sequente equazione di Laplace
Au(x) =0, Vzel.
Inoltre, data f € C(;R), si dice che u € C*(;R) risolve 'equazione di Poisson se:

Au(z) = f(x), Vazel

Osservazione 2.30. Dal Teorema sappiamo che data p € C(R3;R) una densita di
carica elettrica, allora il campo elettrostatico generato E € C'(R3;R3) soddisfa la prima
equazione di Mazwell

div(E(z)) = p(z), =z eR3.

Inoltre, ricordando ’Osservazione [1.36, poiché il campo elettrostatico e conservativo, chia-
miamo V € C%(R3;R) il potenziale elettrostatico tale che

E(z) = -VV(z), zecR3.
Allora, dato Q C R3 un aperto, si ha che V soddisfa la sequente equazione di Poisson
AV(z) = —p(z), Vzel

In particolare, se p = 0 su Q (cioé non ¢é presente carica elettrica), allora V soddisfa
l’equazione di Laplace
AV(z)=0, Vazel.
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Definizione 2.13. (Problema di Dirichlet)
Sia Q@ C R™ un aperto, con n € N. Si dice che una funzione u € CQ(Q;R) N C(ﬁ; R) e
soluzione del problema di Dirichlet, per il Laplaciano, se soddisfa
Au(z) = f(x), =€
(@) = /(@) o
u(z) = p(z), =€ N
con f € C(R) ep € C(&Q;R) assegnate.

Vale il seguente risultato (si veda I’Appendice |A.3))

Teorema 2.6. (Unicita per il Problema di Dirichlet)
Sia Q C R™ un aperto limitato e siano ui,us € C? (Q; R) N C’(ﬁ; ]R) soluzioni del Problema
di Dirichlet . Allora u; = us.

Motivati dalla precedente Osservazione [2.30} si vuole studiare il seguente problema: sup-
poniamo di conoscere il valore ¢ del potenziale elettrostatico sulla frontiera di un aperto
) C R3 privo di carica, allora sapendo che il potenziale elettrostatico soddisfa 1’equazione di
Laplace, se ne vuole conoscere il valore all’interno di €2, in altri termini si vuole determinare

una soluzione del seguente problema di Dirichlet

Au(x) =0, z€Q
u(z) = (), =€

In particolare, usando alcuni risultati sulle serie di Fourier ed alcune proprieta delle funzioni
olomorfe (si veda I’Appendice [A.2)), mostreremo 'esistenza di una soluzione al precedente

problema sul disco unitario nel piano; siano allora
B={(z,y) €R? tc. 2®+y*’<1}CR? S=0B.
Chiamiamo z = (x,y) e consideriamo il seguente problema di Dirichlet

Au(z) =0, z€B
u(z) =p(z2), z€S

Teorema 2.7. (Esistenza per il Problema di Dirichlet sul disco)
Sia u: B — R, definita da

/ o(w)P(z,w) dH) , z€ B,
S

o(z), z€e S,
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dove P ¢ il nucleo di Poisson definito in @) con @ € C(S;]R) assegnata. Allora u €
C? (B;R) N C(E; R), ¢ soluzione del problema di Dirichlet .

Dimostrazione. Sia f € C(S;R) la funzione ottenuta identificando ¢(z) = (") = f(s)
come nell’Osservazione [2.29| e siano ag, by i suoi coefficienti di Fourier. Allora ponendo
z=re per r €[0,1), t € R, z € B, dall’Osservazione si ha

u(z) = f,(t) = +Z {ay, cos(kt) + by sin(kt)}

k=1
a =
:Re{ 5 —i—Zakz }—i—[m{Zbkz }

Ora, poiché i coefficienti ay, b sono infinitesimi, quindi limitati, si ha che le ultime due serie
di potenze complesse hanno raggio di convergenza maggiore o uguale ad uno; in particolare
convergono uniformemente a due funzioni olomorfe (in particolare C*) su B (Proposizione
Teorema . Inoltre, si ha che la parte reale e la parte immaginaria di una funzione
olomorfa sono armoniche (Proposizione . In conclusione, poiché la somma di funzioni

armoniche ¢ armonica, abbiamo mostrato che u € C? (B ; ]R) e vale
Au(z) =0, VzeB.
Resta da dimostrare che u € C(E; R), cioé
limu(z) = p(v), VoveS. (23)

2=V

Siano z € B, v € S, allora dalle Osservazioni [2.28 e 2.29 si ha
u(z) = ¢(0) = [ (o) = ) Pev)
Sia ora ¢ > 0, poniamo
S;y=8n{zeR? tc. |z—v| <4}
SI:SD{ZGRQ, t.c. |z—v| >4}
Scriviamo
)~ () = [ (o) ) Plew) dBl + [ (o)~ 0(0) P )
= J(z,v,0)+ I(z,v,0) .
Ora

|7(2,0,6)| < (ws‘iﬁ;<5 [p(w) = ¢ (v)]) /S Plw) dH, < |ws13:<5 [p(w) — o(v)] .
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Nella prossima stima utilizziamo il fatto che se z — v, allora possiamo supporre |z —v| < %,

quindi
)
p-wl=w=-v) = (G-v)2w-vf[-|z-v[20-5=7.
In questo modo abbiamo
[1(z,v,6)] §2< sup ‘g@(u})‘) P(z,w) dH},
weS St
11—z 1
(s lotwl]) [ 2171
L letl) oo o= o
4 2 1
SW<§£ [p(w)]) (1 - [2?) /S dH,,
8 2

=52 (s ()] ) (1= 1217)

In particolare, per ogni § > 0
ll_r)r}}{[(z,v,é)‘ =0,
in quanto, se z — v € S, si ha |z| — 1. Allora, visto che
|u(z) = ()| < [J(2,0,8)| + |1(2,0,9)] ,
vale
lim sup ‘u(z) - go(v)‘ < sup {@(w) — )], V§>0.
2= |w—v|<é
weS

Adesso, poiché p € C(S;R), si ha

sup [p(w) — p(v)] — 0.

|lw—v|<é 6—0

weSs

In definitiva,
0< lirn_)inf lu(z) — ¢(v)| < limsup }u(z) - go(v)‘ =0,
v Z—v

provando quindi la . O

Osservazione 2.31. La soluzione fornita dal precedente Teoremal2.7 ¢ anche unica in virty
del Teorema [2.6.

Osservazione 2.32. Il nucleo di Poisson e il precedente Teorema [2.7 si generalizzano al

caso di dimensione arbitraria. Sia infatti n > 2, poniamo
B={zeR", tc |z|<1}CR", S=0B.

92



Chiamiamo nucleo di Poisson, per B, la sequente funzione

Ple.y) 1 1—|z?
X =

YVzeB,yes§,

dove wy, € la misura di Lebesque di B. Infine, data ¢ € C(S;R), sia u : B — R, definita
da

/«p(y)P(l‘,y) dH;”', z€B,
S

o(x), res,

dove dH;_1 indica che lintegrale ¢ fatto nel senso della misura di Hausdorff (n — 1)-

dimensionale, rispetto alla variabile y € S. Allora v € C? (B;R) N C’(E; R), ¢ (l'unica)
soluzione del sequente problema di Dirichlet sulla palla unitaria

Au(z) =0, z€B
u(z)

o(z), ze€8
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2.6 Problema di diffusione del calore

In questa sezione, come applicazione, vogliamo usare alcuni risultati della teoria delle serie
di Fourier per lo studio di un particolare sistema termodinamico.

Denotiamo con (z,t) € R3 x (0,+00), la coppia data da un punto nello spazio ed una
coordinata temporale; siano inoltre Q C R? un arbitrario aperto regolare e v la sua normale

esterna, indipendenti dal tempo. Definiamo le seguenti quantita:

e gc ! (]R?’ x (0, +00); R?’), la densita (di flusso) del calore nel punto z, al tempo ¢;
e Qt) = —/ (q,v)dH?, il flusso del calore attraverso 95, al tempo t;
o0

o c,uc(C? (R3 x (0, 4+00); R), rispettivamente energia interna e temperatura del sistema

nel punto x, al tempo ¢ .

Valgono le seguenti

Oe ou

. a(m»t) = ot

(z,t), equazione di bilancio energetico (normalizzata);

e Qt) = E(;)t (/ﬂ e(m,t)dm), equazione di continuita,;

o q(z,t) = —Vyu(z,t), legge di Fourier;

qui abbiamo indicato con V, il gradiente fatto solo rispetto alle variabili spaziali.

Osservazione 2.33. Utilizzando il Teorema della divergenza (ragionando come nel Teo-

rema , si ottiene allora che la temperatura soddisfa la sequente equazione differenziale

Ayu(z,t) = ?:(x,t), vV (z,t) € R3 x (0, +00) ,

dove abbiamo indicato con A, il Laplaciano fatto solo rispetto alle variabili spaziali. Infatti,
dati Q@ C R® un arbitrario aperto regolare e v la sua normale esterna, indipendenti dal

tempo, per definizione di flusso di calore si ha

Q) = — /d )

e applicando la legge di Fourier st ha

/89<q7y>dH2:/ (Vpu(e, t), v)dH.

o
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Applichiamo ora il teorema della divergenza ottenendo

/ (qu(az,t),wdHQ:/div(vxu(az,t))dq:.
o0

Q

Ora, ricordando che per definizione di Laplaciano div(Vgu(z,t)) = Agu(z,t), avremo

Q(t):/QAxu(ac,t)da:.

D’altra parte, per l’equazione di continuita e portando la derivata all’interno dell’integrale
st ha

Q(t)—/ﬂgte(x,t)dx

e applicando ’equazione di bilancio energetico abbiamo

0 0
/Qate(x,t)dm—/gatu(x,t)dx.

Q(t):AAxu(x,t)dx:[);u(m,t)dx

/Q (Amu(:v,t) — Gatu(x’t)) o,

Poiché Q ¢ arbitrario e la funzione integranda & continua, allora la precedente equazione

Dunque, abbiamo

da cui seque

integrale vale anche puntualmente, ottenendo la tesi.

Definizione 2.14. (Operatore del calore)

Sia Q C R", aperto, con n € N, poniamo Cq = Q x (0,+00) C R""'. Data una funzione
u € C? (CQ;]R), chiamiamo operatore del calore il sequente operatore differenziale H
applicato ad u nel sequente modo

Hu(z,t) = Azu(x,t) — (;L(a;,t), V (z,t) € Cq .

Si dice che u € C? (C’Q;R) soddisfa Uequazione di diffusione o equazione del calore, se

Hu(z,t) =0, V(x,t)eCq.

Definizione 2.15. (Problema di Cauchy-Dirichlet)

Sia Q C R™ un aperto, con n € N. Si dice che una funzione u € C? (C’Q;R) N C(ﬁQ;R) é

soluzione del problema di Cauchy-Dirichlet, per ['operatore del calore, se soddisfa
Hu(z,t) =0, (z,t) € Cq
u(z,0) = p(x), xe€ (24)
u(z,t) =0, z€dQ, t>0

con @ € C(ﬁ; R) assegnata, tale che p =0 su 0S2.
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Vale il seguente risultato (si veda I’Appendice |A.4))

Teorema 2.8. (Unicita per il Problema di Cauchy-Dirichlet)
Sia Q@ C R™ un aperto limitato e siano ui,us € C? (C’Q;R) N C’(ég;R) soluzioni del
Problema di Cauchy-Dirichlet . Allora w1 = us.

Motivati dalla precedente Osservazione [2.33] si vuole studiare il seguente problema: sup-
poniamo di conoscere al tempo iniziale il valore della temperatura u in tutti i punti di
una sbarra (diciamo di lunghezza 7 e spessore trascurabile) e supponiamo che agli estremi
la temperatura sia fissata (diciamo zero), allora sapendo che la temperatura soddisfa 1’e-
quazione di diffusione, vogliamo determinarne il valore per tutti i tempi. In altri termini,
siano

I=(0,7)CR, C;r=1Ix(0,+00),

allora si vuole determinare una soluzione del seguente problema di Cauchy-Dirichlet

Hu(z,t) =0, (z,t)e€Cy
u(z,0) =p(x), xze€l (25)
u(0,t) =u(m,t) =0, t>0

con ¢ € C(I;R) assegnata, tale che p(0) = ¢(m) = 0. Osserviamo che in questo caso

unidimensionale,
0%u ou
H = — - — . 2
u(e,t) = (1) — o1 (26)

Usando alcuni risultati sulle serie di Fourier e richiedendo un’ulteriore ipotesi di regolarita

sulla funzione assegnata ¢, mostreremo ’esistenza di una soluzione al precedente problema.

Teorema 2.9. (Esistenza per il Problema di Cauchy-Dirichlet unidimensionale)
Sia ¢ € C*(I;R), tale che p(0) = ¢(r) = 0. Poniamo

2

by, = / o(s)sin(ks)ds, ke N.
T Jo

Sia u: C7 — R, definita da
+o00 )
u(z,t) = Zbke_k sin(kx) .
k=1

Allora u € C? (C[;R) N C(éI;R), ¢ soluzione del problema di Cauchy-Dirichlet .

Dimostrazione. Sia ¢ la funzione definita da

p(x),  wel0,7],

3a) =
v (), zel-m0]
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ed estesa con 2m-periodicita su tutto R. Risulta allora ¢ € C* (Sl;R) e dispari, quindi i

suoi coefficienti di Fourier sono

s

1 ™
ay = / o(s)cos(ks)ds =0, k=0,...,n

—T

1 [ 2 (7
b, = / o(s)sin(ks)ds = / p(s)sin(ks)ds, k=1,..,n
0

L - T

Inoltre, @ ¢ sviluppabile in serie di Fourier su tutto R, in particolare dal Teorema la

serie di Fourier di ¢ converge totalmente, quindi uniformemente, a ¢, su R. Quindi
+oo
o(x) = Z bpsin(kx), z€R,
k=1
in particolare
+o0o
p(x) = Zbk sin(kx), x€l0,7].
k=1

Osserviamo esplicitamente che la convergenza totale della serie di Fourier di ¢ significa

—+00
> Jbk] < +oo. (27)
k=1

Poniamo ora
ug(z,t) = bke*thsin(k:x), keN,

si ha up € C°(R?;R), per ogni k € N. Poiché
\uk(a:,t)| S‘bk|; t >0, ]{ZEN,
allora da , si ha che la serie

—+o00
Z Ug (CL‘, t)
k=1

converge totalmente, quindi uniformemente, ad una funzione continua su C7; chiamiamo

allora tale limite

+o0
ue C(CiR), u(z,t) = Zuk(x,t) :
k=1

In particolare, vale

+oo
u(z,0) :Zbk sin(kz) = p(z), zel
k=1

u(0,t) =u(m,t) =0, t>0
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quindi le condizioni al contorno del problema di Cauchy-Dirichlet sono verificate. Os-

serviamo ora, che da un calcolo esplicito si ha (si veda a riguardo anche la successiva

Osservazione [2.35|)
Hup(z,t) =0, (z,t)eCr, VkeN.

Vogliamo mostrare adesso che u € C? (C'I; R). Sia allora € > 0, poniamo
Ci=1x(g,+0) .

Calcoliamo, ad esempio,

0
%(m) = beke *tcos(kz), keN.
X
Si ha ) )
eHt= < Vixe,
(& e
quindi

ke ¥ < [ke ¥ ——— 0, Vt>e,
k——+o00
allora esiste una costante M > 0, tale che

The0)] <Ml V0 €

Da , si ottiene che si ha che la serie
+oo
Oouy,
Z %(% t)
k=1

converge totalmente su C5; data 'arbitrarieta di e, si ha la convergenza totale su Cy. In

particolare, si ha che ?TZ esiste ed inoltre vale

UM S TYM T
8$ Z, — ] 8$ xr,l), Z, I -

Con lo stesso ragionamento si prova che esistono le derivate di ogni ordine, rispetto a x e ¢

di u, su C7. Quindi, si ha in particolare che v € C'*° (CI; R), ed infine vale

+oo
Hu(x,t) = ZHuk(x,t) =0.
k=1

concludendo la dimostrazione. O

Osservazione 2.34. La soluzione fornita dal precedente Teorema[2.9 e anche unica in virtd
del Teorema[2.8.
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. . . .. . 124 .
Osservazione 2.35. L’idea che una somma di funzioni del tipo cye™*tsin(kx), con cy
costanti, possa essere soluzione dell’equazione di diffusione unidimensionale, risiede nell’u-

tilizzo del metodo delle separazioni delle variabili. Cioé, si cercano soluzioni all’equazione

differenziale (@ del tipo

u(x,t) = f(ﬂf)g(t), (xat) eCr,
con f,g da determinare. In particolare, per una funzione di questo tipo, si ha

u 2U
Ot = F@)gD), S(t) = F()o(r)

) = F)g (1)
Quindi

Hu(z,t) =0 <= f"(z)g(t) = f(x)g'(t) -

Ora, supponendo f e g non nulle, esisterd una costante X € R tale che

) _ g'()

flx)  g(t)

=\ V(z,t)eCr.

Distinguiamo tre cast.

e Caso A>0. Si ha
f(x) = M (),

le cui soluzioni sono del tipo
f(z) = cre™A 4 eV ER.

Imponendo le condizioni f(0) = f(m) =0, si avrebbe ¢1 = ca = 0; quindi si otterrebbe

la soluzione identicamente nulla.

e Caso A=0. Si ha
f//(x) — 07

le cui soluzioni sono del tipo
f(x)=c1 +cox, c1,c2 €R.

Imponendo le condizioni f(0) = f(m) =0, si avrebbe ¢; = co = 0; quindi si otterrebbe

la soluzione identicamente nulla.

e Caso A< 0. Si ha
f'(x) = Af(2),
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le cut soluzioni sono del tipo
f(x) =cycos(V—=Az) + cosin(vV—Azx), c1,c0 €R.

Imponendo le condizioni f(0) = f(n) = 0, si avrebbe ¢; = 0, cosin(v/—Aw) = 0. A
questo punto, potrebbe essere ca = 0, quindi si otterrebbe la soluzione identicamente
nulla, oppure /—At = kx, cioé A = —k?, con k € N.

Quindi, l'unica possibilita di avere soluzioni non nulle é dato da funzioni del tipo
fr(x) = cosin(kz), c€R, keN.
Ora, utilizzando il valore A = —k?, con k € N, si ottiene
J'(t) = —k>g(t),
le cui soluzioni sono del tipo
g (t) = 03e_k2t, cseR, keN.
In conclusione, chiamando cp = cacs, allora la funzione
ug(z, t) = cke_k2t sin(kx), ¢, €R, keN,
e soluzione del sequente sistema

Hup(z,t) =0, (z,t)€Cr

u(0,t) = u(m,t) =0, t>0.
Infine, poiché operatore H é lineare, una somma finita di ug € ancora soluzione del prece-
dente sistema. Quindi, la dimostrazione del Teorema[2.9 mostra che anche la somma infi-

nita & soluzione ed & possibile scegliere opportunamente le costanti ¢, in modo da soddisfare
tutte le condizioni al bordo del problema .
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A Appendice

A.1 Serie di Fourier complesse

Definizione A.1. (Spazi LP(2;C))
Sianon € N e Q CR"™ aperto. Datop € R, con 1 < p < 400, definiamo lo spazio LP(£2;C)

nel sequente modo
LP(Q;C) = {u € Mis(Q;C) t.c. / lu(z)|Pdz < +oo} ,
Q

dove abbiamo indicato con Mis(€2; C) l'insieme delle funzioni misurabili, secondo Lebesgue,

da 2 a valori complessi.

Osservazione A.1. Lo spazio LP(Q2; C) munito della norma

lull 2 = ( / ru@s)pdx); ue 17(2;0)

e uno spazio di Banach separabile; inoltre se 1 < p < 400 allora & anche riflessivo.

In particolare, L*(%;C) ¢ uno spazio di Hilbert, munito del prodotto scalare (complesso)
<u,v>L% = / u(z)v(x)dz , u,ve L*(QC).
Q

Definizione A.2. (Spazi LP (Sl; (C))
Dato p € R, con 1 < p < 400, definiamo lo spazio LP (5’1; (C)
Lp(Sl;(C) =IP ((—7[‘,77‘);@),

per

come lo spazio delle funzioni f : R — C, 2w-periodiche, con f € Lp((—ﬂ',Tr);(C).
Osservazione A.2. Sia f € L' (Sl; (C). Allora, per ogni k € N, wvale

' f(t) cos(kt)dt € C, ! f(t)sin(kt)dt € C

—T —T
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Definizione A.3. (Polinomio di Fourier complesso)
Sia f € L'(S*;C). Si chiama polinomio di Fourier complesso di f, di grado minore o

uguale ad n € NU {0}, il sequente polinomio trigonometrico

Sa(f):R=C,  So(f)(t) = % + 3 {ay cos(kt) + by sin(kt)} |

k=1
dove

1 ™

a = — f(t)cos(kt)dt, k=0,..,n
m —T
1 [ )

by = — f(t)sin(kt)dt, k=1,...,n
™ —Tr

sono detti i coefficienti (complessi) di Fourier di f.

Definizione A.4. (Serie di Fourier complessa)
Sia f € L' (Sl;(C). St chiama serie di Fourier complessa di f, la sequente serie di

funzioni
+o00
a .
?0 + Z {ay cos(kt) + by sin(kt)} ,
k=1
dove
1 T
ar = — f(t)cos(kt)dt, k>0
™ —Tr
IR
by = — f(t)sin(kt)dt, k>1.
ﬂ- —T

In particolare Sy, (f) e la successione delle somme parziali.
Inoltre, diremo che f ¢é sviluppabile in serie di Fourier, nel punto t € R, se valgono le

sequenti condizioni:

(i) la serie di Fourier converge puntualmente in t, cioé esiste A € C con

(ii) la somma della serie di Fourier coincide con il valore di f int, cioé

A= f(t).
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Osservazione A.3. (Forma compatta per le serie di Fourier)
Sia t € R; dalla formula di Eulero,

e = cos(t) + isin(t) ,

st ricava, per ogni k € R

ikt | —ikt
cos(kt) = e e ™ ,
2
pikt _ ikt ikt _ ikt
in(kt) = ———— = (—1
sin(kt) 5 (—1) 5
Quindi, ponendo
b
ap=k"0k  peN,
2
ao
ag = —
0 2 )
b
a_p = ak;#j keN,

si ottiene, data f € L' (SI;C), la sequente forma compatta per la sua serie di Fourier

complessa:
a 400 4
?0 + Z {ay cos(kt) + by sin(kt)} = Z age®t
k=1 keZ
con
L " ptyear, kez
= — t c 4.
M= 5o - (t)e ’

Ovviamente la precedente forma compatta vale anche se f € Lt (SI;R) é a valori reali, in

particolare poiché i coefficienti ay, e by sono reali, vale

a_p=ag, keN.
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A.2 Richiami di analisi complessa

Riportiamo alcune definizioni e risultati (si veda ad esempio [6]).

Definizione A.5. (Funzione olomorfa)
Sia ) C C aperto. Diciamo che f: Q — C é una funzione olomorfa, in zg € (1, se

2 i TG) = f(20)

Z—20 zZ — 20

cC.

In particolare, diremo che f é olomorfa su (), se é olomorfa in tutti i punti di . Infine,

denotiamo con H(Q;C), linsieme delle funzioni olomorfe su €.

Identifichiamo ora
Coz=x+iy~(r,y) eRxR.

Inoltre, data f : Q2 — C, con 2 C C, poniamo

f(2) = f(z,y) = u(z,y) +iv(z,y)
dove u, v :  — R denotano rispettivamente la parte reale e immaginaria di f.

Teorema A.1. (Condizioni di Cauchy-Riemann)
Sia Q C C aperto. Allora f =u+iv:Q — C é olomorfa, in zo = (x0,y0) € Q, se e solo se

le funzioni u,v sono differenziabili e soddisfano le sequenti condizioni di Cauchy-Riemann

0 0
5 (0 90) = (0. 90)

(28)

0 0
871;(%0’ Yo) = _87:;(:60’ o)

Proposizione A.1. Consideriamo una serie di potenze in C

“+oo

ch(z — zo)k, c, € C.

k=0

di centro zy € C e raggio di convergenza r > 0 (anche +00). Sia

+oo
f : BT(ZO) — (Cv f(Z) = ch(z - Zo)k 5
k=0

dove

B,(20) = {2z €C, |z— 20| <r} (oppure B,(20) =C, se r=+o0).
Allora f € H(By(2);C).
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Teorema A.2. Sia f € H(Q2;C), con Q C C aperto. Allora f é analitica; in particolare f

ammette derivate (complesse) di ogni ordine ed inoltre, per ogni zy € 2, si ha
+o0 k)
F®(20)
f(z) = kz T(Z —20)F, Vze€Bi(2),
=0

dove r = dist(zo, Fr(Q)) se Q # C, oppure r = 400 se Q = C.

Utilizzando le condizioni di Cauchy-Riemann , si ottiene la seguente

Proposizione A.2. Sia f = u+iv € H(Q;C), con Q C C aperto. Allora le funzioni u,v

sono armoniche, cioé u,v € C?(Q;R) e

Au(z,y) = Av(z,y) =0, V(z,y) €Q.

Osservazione A.4. In generale, date due funzioni u,v armoniche, non é detto che la

funzione f =wu+iv sia olomorfa. Infatti, siano ad esempio
w(@,y) =z, v(r,y)=-y.
Allora per ogni aperto €2, si ha u,v € C*(Q;R) e
Au(z,y) = Av(z,y) =0, V (z,y) €.

Ma la funzione f = u +iv ¢ H(Q;C), in quanto non sono verificate le condizioni di
Cauchy-Riemann (@

Proposizione A.3. (Coniugata armonica)
Sia u € C?(Q;R), con Q C C ~ R? aperto. Seu ¢ armonica e Q ¢ semplicemente connesso,
allora esiste v € C%(Q;R) armonica, tale che f = u+iv € H(Q;C). In particolare una tale

funzione v si chiama contugata armonica di u ed é definita a meno di costanti.
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A.3 Principio del massimo per il Laplaciano

Lemma A.1. Sia Q C R™ un aperto limitato. Se u € C? (Q;R) N C(ﬁ; R) soddisfa
Au(z) >0, VzeQ,
allora w non ammette massimi interni; in particolare
u(z) < maxu, Vzel.

Dimostrazione. Supponiamo che xy € €2 sia un punto di massimo locale per u. Allora

D?u(xg) <0, nel senso delle forme quadratiche; in particolare
0 < Au(xg) = tr(DQu(xo)) <0,

che & assurdo. O

Teorema A.3. (Principio del massimo debole)
Sia @ C R™ un aperto limitato. Se u € C? (Q; R) N C(ﬁ; R) soddisfa

Au(z) >0, VzxeQ,

allora
u(z) <maxu, VzeQ.
oN
Dimostrazione. Sia x = (x1,...,2,). Poiché Q é limitato, esiste una costante M > 0, tale
che

e<M, Vze.

Ora, dato € > 0, definiamo la seguente funzione
us € C*(Q;R) N C (4 R), us(z) = u(z) —ew(z) ,

dove abbiamo posto
w(x)=M —€e", YVaxe.

Osserviamo esplicitamente che
0 <w(x) <M, ue(z) <wu(z), VeeQ.
Adesso, poiché Aw(x) = —e® < 0, vale

Aug(x) = Au(z) — eAw(xz) >0, VzeQ.
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Allora, dal Lemma [A7T] si ha
ue(x) <maxus,, Vae.
o0

Quindi
u(zr) < maxu. + ew(z) < maxu+eM, Vaxe.
o0 o0

Data l'arbitrarieta di ¢, si ottiene la tesi. O

Corollario A.1. (Principio del minimo debole)
Sia  C R™ un aperto limitato. Se u € C? (Q;]R) N C(ﬁ; ]R) soddisfa

Au(z) <0, YVzeQ,

allora
u(z) > minu, VzxeQ.
o0
Dimostrazione. Applicare il principio del massimo debole alla funzione —u. ]

Corollario A.2. Sia Q C R"™ un aperto limitato. Se u € C? (Q; ]R) N C(ﬁ; R) soddisfa

Au(z) =0, YzeQ,

allora
minu < u(z) <maxu, YVaxe.
o0 o0
Dimostrazione. Applicare il principio del massimo/minimo debole. O

Come applicazione, si ottiene il seguente risultato di unicita.

Teorema A.4. (Unicita per il Problema di Dirichlet)
Sia Q C R™ un aperto limitato e siano uy,ug € C? (Q;R) N C’(ﬁ; R) soluzioni del sequente

Problema di Dirichlet, per il Laplaciano

Au(z) = f(x), z€Q
u(x) = @(x), x €N

con f€C(R) ep € C’(&Q;R) assegnate. Allora u; = us.
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Dimostrazione. Definiamo la seguente funzione
u(z) = ui(x) —ug(z), €.
Si ha che u € C? (Q; R) N C(ﬁ; R) é soluzione del seguente Problema di Dirichlet

Au(z) =0, z€

(29)
u(z) =0, x €0
Allora, dal Corollario si ha
0=minu <u(z) <maxu=0, VzeQ.
o0 o0
Quindi v = 0. O

Osservazione A.5. L’unicita per il Problema di Dirichlet, data dal Teorema [2.0, si puod
provare utilizzando il Teorema della Divergenza richiedendo un po’ pit di regolarita.
Infatti, se Q@ C R™ & un aperto regolare e u € C? (ﬁ; R), allora vale la sequente formula

dell’Energia
/||Vu(:v)||2d:n:—/u(ﬂc) Au(z) dx—ir/ w9 qpmn1 | (30)
Q o) 81/

ou
dove — = (Vu,v) denota la derivata direzionale di u lungo la normale esterna v. Infatti,
v
dalla definizione di norma Euclidea seque che

/HVU )12 da:_Z/ (8332 x>

Allora, dato che u € C? (ﬁ, ) pplichiamo la formula di integrazione per parti, Teorema

con f(x) =u(z) e g(x) = ( ) ottenendo

= id "™ — i=1,....n.
/Q (8% ($)> dx /Q 3xlyd /gzu($)8xf (z)dz, Vi A7)

Sommando si ha

| 1vu@ie dx—z v - z / | (31)

Per definizione di derivata direzionale, si ha

Z/ uauuidH"_lz/ u%dH”_l,
i—1 o0 8.1‘Z o0 ov
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mentre per definizione di Laplaciano

. 0%u
;/Qu(x)axlg(x)dfv:/Qu(x)AU(JU)dx.

Quindi, sostituendo in otteniamo la formula dell’energia (@)
In particolare, se u € C? (ﬁ; ]R) ¢ soluzione del Problema di Dirichlet @), allora dalla

formula @, st ha Vu =0 su 2, quindi u & costante (eventualmente su ogni componente

connessa di Q); ma poiché u é continua fino al bordo, dove vale zero, allora u =0 su Q.
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A.4 Principio del massimo per 'operatore del calore

Sia Q C R™ un aperto, con n € N, poniamo Cq =  x (0, +00) C R**1 .

Lemma A.2. Sia Q C R™ un aperto limitato. Se u € C? (CQ; ]R) N C(GQ;R) soddisfa
Hu(x,t) >0, V(z,t)€Cq,

allora u non ammette massimi interni; inoltre

u(z,t) <supu, V(x,t)e€Cq.
0Cq

Dimostrazione. Sia T > 0, poniamo
CE=Qx(0,T), 09,C&=0Cqnacy ,
dove I'insieme 9,C3 si chiama bordo parabolico di C&. Vogliamo mostrare che

u(z,t) < sup u, VY (x,t) € Ch . (32)

9p,CT
Supponiamo che (zg,ty) € Cg sia un punto di massimo locale per u. Allora il gradiente
di w si annulla in (zg,tp) e la matrice Hessiana di u, calcolata in (zg,?o), & semi-definita

negativa nel senso delle forme quadratiche; in particolare

0
fu(l‘o,to) = 0, Axu(l‘o,to) S 0.
ot
Allora
ou
0< Hu(x(),to) = Axu(xo,to) — a(l’o,to) <0,

che ¢ assurdo. Quindi w ammette massimo in un punto di (?C'g; ; vogliamo escludere il
"coperchio superiore". Supponiamo quindi che (xg,T") sia un punto di massimo locale per

u, con xg € €. Allora

0
a—?(xo,T) >0, Agu(z,T)<0.
Allora o
0 < Hu(zo, T) = Agu(zo, T) — %(wO,T) <0,
che ¢é assurdo. Questo mostra la . In conclusione, data ’arbitrarieta di T, si ottiene la
tesi. [

110



Teorema A.5. (Principio del massimo parabolico debole)
Sia @ C R™ un aperto limitato. Se u € C? (CQ; R) N C(@g; R) soddisfa

Hu(z,t) >0, V(z,t) € Cq,

allora

u(z,t) <supu, V(z,t) € Cq.
0Cq

Dimostrazione. Sia T > 0, poniamo
CL=0x(0,T), 9,05 =0CqnacE .
Dato ora € > 0, definiamo la seguente funzione
Ug € CQ(CQ;]R) NC(Ca;R), ue(z,t) = u(z, t) — ew(x, t)
dove abbiamo posto
w(z,t)=t, V(z,t)€Cq.
Osserviamo esplicitamente che
0<w(z)<T, us(z) < u(z), V(x,t)€Cy.
Adesso, poiché Hw(z,t) = —1 < 0, vale
Hu.(z,t) = Hu(z,t) — eHw(z,t) >0, Y (z,t) e CL .
Allora, dalla dimostrazione del Lemma, si ha

ue(a,t) < sup ue, V(1) € CF
8,CT
Quindi

u(z,t) < sup ue + ew(x,t) < sup u+ 7T, V (z,t) € CF .
9,0 9,CF

Data l'arbitrarieta di €, si ottiene

u(z,t) < sup u, VY (x,t) € Ch .
9CE

Infine, data anche D'arbitrarieta di T, si ottiene la tesi.

Corollario A.3. (Principio del minimo parabolico debole)
Sia Q C R™ un aperto limitato. Se u € C? (CQ; R) N C(ég; R) soddisfa

Hu(z,t) <0, V(x,t)€Cq,
allora

t) > inf YV (x,t) € Cq .
u(x? )_égguv ((B, )G Q
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Dimostrazione. Applicare il principio del massimo parabolico debole alla funzione —u. [

Corollario A.4. Sia Q C R"™ un aperto limitato. Se u € C? (C’Q; R) N C(éﬂ; ]R) soddisfa

Hu(z,t) =0, V(x,t)eCq,

allora
inf u <w(z,t) <supu, V(z,t)€Cq.
0Cq 8Cq
Dimostrazione. Applicare il principio del massimo/minimo parabolico debole. ]

Come applicazione, si ottiene il seguente risultato di unicita.

Teorema A.6. (Unicita per il Problema di Cauchy-Dirichlet)
Sia Q@ C R™ un aperto limitato e siano uy,us € C? (C'Q; R) ﬂC’(@g; R) soluzioni del sequente

Problema di Cauchy-Dirichlet, per operatore del calore

Hu(z,t) =0, (z,t) € Cq
u(@,0) = p(z), 7€
u(z,t) =0, €I, t>0

con @ € C’(ﬁ; ]R) assegnata, tale che o =0 su 0Q2. Allora u1 = uo.
Dimostrazione. Definiamo la seguente funzione
u(z,t) = ui(x,t) —ug(z,t), (x,t) € Cq.
Si ha che u € C? (C’Q; R) nc (UQ; R) & soluzione del seguente Problema di Cauchy-Dirichlet
Hu(z,t) =0, (z,t) € Cq

u(z,0) =0, ze€ (33)
u(z,t) =0, z€dQ, t>0

Allora, dal Corollario si ha

0= inf u <wu(z,t) <supu=0, V(z,t)e€Cq.
0Cq aC

Quindi u = 0. O
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Osservazione A.6. L unicita per il Problema di Cauchy-Dirichlet, data dal Teoremal[2-8, si
puo provare utilizzando il Teorema della Divergenza|l.7l, richiedendo un po’ pit di regolarita.
Infatti, se @ C R™ ¢ un aperto regolare e u € C? (6Q;R), allora vale formula dell’Energia
@, per ognit > 0,

/ |Vou(z, t)||? de = —/ u(z,t) Agu(z,t) do +/ u Oau dH" ! (34)

Q Q o OV

dove o (Vyu,v) denota la derivata direzionale di w, fatta rispetto alla variabile x,
v

lungo la normale esterna v. In particolare, se u € C? (69; R) ¢ soluzione del Problema di
Cauchy-Dirichlet , definiamo la sequente funzione

1

E, :[0,400) = R, E.(t) = 2/Q (u(gjyt))Q dx .

Osserviamo esplicitamente che E,(t) > 0, per ogni t > 0, ed in particolare E,(0) = 0. Ora,

poiché Hu =0 su Cq, si ha per ogni t > 0,

ou
/Qu(x,t) Azu(z,t) doe = / u(x,t) a(az,t) dx .

Q

Utilizzando la formula , st ottiene per ognit > 0,

_/Q IV e )2 de = ;/Qaat ((ute,1))?) e = 2y

In altri termini, la funzione E, é monotona decrescente, quindi

0< Ey(t) < E,(0) =0, Vt>0.

In conclusione E, =0 su [0,400), quindi u =0 su Cq.
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A.5 Misura della palla n-dimensionale

Sia n € N. Consideriamo la palla in R”, di centro l'origine e raggio r > 0
B! ={z eR", |z| <r}.
Chiamiamo w,, la misura di Lebesgue della palla di raggio unitario in R", cioé
wp = L™(BY) = / 1 dx,
By
In particolare, usando il teorema del cambiamento di variabile, si ha
L (Bf) =wpr".
Ricordiamo la definizione dalla funzione Gamma di Eulero
+oo
[:(0,+00) =R, T(s)= / et 57 1at.
0

Vogliamo mostrare che, per ogni n € N, vale la seguente relazione

]

Wp=———+ .
oG 1)

Prima di tutto, usando il teorema di riduzione, se n > 3, si ha

2
Wp = —Wnp—9 .
n

Infatti, sia z = (y, z) € R? x R"2, allora

wy = L"(BY) :/ 1dx

1

= [ na(t = 1lP) T dy
Bf
2w 1 —2
_wn_g/ (/ r(l—’rQ) 2 d’r) do
0 0
2
=——Wnp-2
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Quindi, poiché dalla definizione di w, risulta wy = 2, wy = 7, allora si ottiene, per ogni
keN

k—1 k
W2k = ﬂ-k! w2 = %

ok rk _ 2k
2k+1) (2(k—1)+1) (2(k—2)+1)~~-3w1 (e d) (-1t ) (k24 h) 8

Ora, utilizzando il teorema di integrazione per parti nella definizione della funzione I, si ha

Wok+1 = (

I'(s+1)=sI(s), Vse(0,+00), (36)
dalla quale, poiché T'(1) = 1, si ottiene
'n+1)=n!, VneN.

Inoltre, si ha
+o0 1 +o0 5
I’(%) :/ et t_2dt:2/ e " dr =/,
0 0
dalla quale si ottiene anche
3y _ (1 _1p(l\ _ /7
r(3)=r(3+1)=4r() =%.

In conclusione, se n = 2k, si ha

n
7Tk ﬂ'k 2

K OTk+1) T(2+1)

Wp = Wk =

Analogamente, se n = 2k + 1, utilizzando risulta

w”:w2k+1:(k+%)(k:—1+%)(k—2+%)"‘%

(k4 1+ 3)
r(z+1)

Quindi la formula é provata per ogni n € N.
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