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1 Richiami e preliminari

1.1 Spazi e convergenze

Richiamiamo alcune definizioni e proprietd; per una trattazione completa dei seguenti ar-
gomenti si vedano ad esempio [5], [15].

Assumiamo noti i concetti di spazio topologico e spazio metrico.

Uno spazio topologico X si dice separabile se contiene un sottoinsieme numerabile e denso.
Dato uno spazio vettoriale (reale) topologico X, denotiamo con X* il suo duale topolo-

gico, cioé 'insieme di tutte le funzioni lineari e continue da X a valori reali.

Uno spazio normato X ¢é uno spazio vettoriale (reale) munito di norma ||| x; in particolare
¢ uno spazio metrico (quindi topologico) in quanto la norma induce una distanza (quindi
una topologia).

Vale la seguente caratterizzazione della dimensione [} sia X uno spazio normato e sia
B={zeX tc |z|x<1}
la palla chiusa unitaria; allora si ha che E]
dim(X) < 400 <= B ¢ compatta. (1)

Uno spazio di Banach é uno spazio normato, completo rispetto alla distanza indotta dalla

norma.

Siano X,Y spazi normati. L’insieme delle mappe lineari e continue E] da X in Y, che

denotiamo L(X,Y), ¢ uno spazio normato munito della norma operatoriale

F
IF|lxy = sup | F(z)|ly = sup 7" (x)HY, VF € L(X,Y).
2eX cex  |7llx
=l x=1 z#0

1Si puo ottenere come corollario del Lemma di Riesz (si veda ’Appendice D
2Ricordiamo che in uno spazio metrico, le definizioni di compattezza (per successioni o per ricoprimenti)

sono equivalenti.
3Siano X,Y spazi normati e sia F : X — Y una funzione lineare. Allora F ¢ continua se e solo se &

limitata, cioé esiste M > 0 tale che

|F(z)|ly < M|z|lx, VrzeX.



In particolare, se Y & uno spazio di Banach allora anche L(X,Y’) é uno spazio di Banach,

rispetto alla norma operatoriale.

Lo spazio L(X,R) coincide con il duale topologico X*; in questo caso, per comodita

denotiamo la norma operatoriale

F
|F||x+ = sup |F(z)| = sup | (x)\, VF € L(X,R).
z€X z€X HfL'HX
lzllx=1 x#0

In particolare, se X & uno spazio di Banach tale che X* & separabile, allora X & separabile.

Sia X uno spazio normato. Consideriamo ora il biduale X** = (X*)* e definiamo la

funzione J,, per ogni x € X, nel modo seguente:
Jr: X* = R, Jo(F) = F(x) .
Si ha che J, € X** per ogni x € X. Inoltre, la mappa di valutazione canonica
J: X — X, x— Jy
é lineare, iniettiva e preserva le norme, cioé
lellx = [ Jellxe, Vo € X .

Si dice che X & riflessivo se J & anche suriettiva, quindi un isomorfismo isometrico. In
particolare si ha che se X & uno spazio di Banach, allora X e riflessivo se e solo se X™* é

riflessivo.

Sia {zr} € X una successione in uno spazio normato X; si dice che {x;} converge in
norma (o fortemente) ad ¢ € X, e si scrive

T — 4L,
k—+o0

se

lim |z —{||x = 0.
k——+o0

Sia {zr} € X una successione in uno spazio normato X; si dice che {xp} converge

debolmente ad ¢ € X, e si scrive
xp — 4
k—-+oco

lim F(z)=F{), VFeX* (2)

k—+o0



Osserviamo esplicitamente che se il limite debole esiste allora é unico E]

Inoltre, la convergenza in norma implica quella debole, il viceversa ¢ in generale falso (si
veda I"Esempio ; comunque se {zj} ¢ una successione debolmente convergente allora ¢
limitata P

Un sottoinsieme A C X di uno spazio di Banach X si dice (sequenzialmente) debolmente
compatto E] se ogni successione in A ammette una sottosuccessione debolmente convergente
in A, cioé: data {z} C A, allora

dle A, {z} C{xr} tc x5, — L.
k—o0
Il Teorema di Kakutani afferma che uno spazio di Banach X é riflessivo se e solo se la

palla chiusa unitaria
{reX te [z)x <1}

é debolmente compatta. Come conseguenza, in uno spazio di Banach riflessivo ogni succes-

sione limitata ammette una sottosuccessione debolmente convergente.

Uno spazio di Hilbert X ¢ uno spazio vettoriale (reale) munito di prodotto scalare (-, ) x,

completo rispetto alla distanza indotta dalla norma
|- llx =V {)x s
in particolare é uno spazio di Banach.
In uno spazio di Hilbert X, il Teorema di rappresentazione di Riesz, afferma che
VFEFeX* 3lxeX te F(h)=(z,h)x, YhelX,
in particolare si ha (verificare per esercizio):
1Flx = [lz]lx - (3)

Come corollario ogni spazio di Hilbert ¢ riflessivo. Inoltre, una successione {z;} C X

converge debolmente ad £ € X se e solo se

(,21)x —— (#,0)x, VzeX.
k—o0

!'Segue da un corollario del Teorema di Hahn-Banach (si veda I’Appendice|A.1)) che garantisce I'esistenza
di un funzionale lineare e continuo che separa i punti, cioé se z,y € X con x # y, allora esiste F' € X ™ tale
che F(z) # F(y).

2Si puo mostrare usando il Principio dell’Uniforme Limitatezza o Teorema di Banach-Steinhaus (si veda
I’Appendice i

3q: . s . . & . . 5 . 5 . .

Si ricordi il Teorema di Eberlein-Smulian (si veda I’Appendice [A.1)) sull’equivalenza delle diverse

definizioni di compattezza debole (per successioni o per ricoprimenti), in uno spazio di Banach.



Ricordiamo infine che uno spazio di Hilbert X & separabile se e solo se ammette una base
ortonormale numerabile; in particolare data una base ortonormale numerabile {e;} C X,

vale la seguente Identita di Parseval

2% => ¢, VzeX,
jJEN
dove

cj =(x,e5)x, VjeN;

in particolare

xr = E cjej.

jEN

Esempio 1.1. Sia X uno spazio di Hilbert separabile, con dim(X) = +oo. Consideriamo
la successione {x} C X, data da una base ortonormale di X. Si ha che {zy} ¢ una
successione debolmente convergente a 0 € X, infattt usando Uidentita di Parseval si ottiene
che la successione {ct} = {(r,zr)x} C R deve essere infinitesima per ogni x € X, ma
questo significa

<x,l‘k>Xk—>0=<:E,O>X, VeeX.
—00

D’altra parte, la successione {xy} non converge in norma a 0 € X, poiché

lesllx =1, VkeN.



1.2 Calcolo differenziale

Introduciamo ora alcune definizioni riguardanti il calcolo differenziale in spazi di Banach;

si vedano ad esempio [2], [3].

Definizione 1.1. (Differenziale di Fréchet)
Siano X,Y spazi di Banach. Una funzione f : X — Y si dice differenziabile secondo
Fréchet in v € X, se 3F € L(X,Y) tale che:

f(x+h) = f(x)+ F(h) +o(l|h]x), h—0.

In questo caso si pone F = d,f e si chiama differenziale di Fréchet di f in x.
In particolare, diremo che f ¢ differenziabile secondo Fréchet se lo ¢ per ogni x € X.

Infine, se f ¢ differenziabile secondo Fréchet ed inoltre la mappa
d(.)f X — L(X,Y)

¢ continua, allora si dice che f € CY(X;Y).

Osservazione 1.1. Siano X,Y spazi di Banach e f: X — Y una funzione differenziabile
secondo Fréchet. Se la mappa d(\f : X — L(X,Y) ¢ differenziabile secondo Fréchet in
x € X, chiamiamo d2f € L(X,L(X,Y)) il differenziale di Fréchet, del secondo ordine, di
fin x; in particolare poiché L(X,L(X,Y)) ¢ isomorfo allo spazio Lo(X,Y) delle mappe
bilineari e continue da X in'Y, possiamo pensare d>f € Ly(X,Y). In particolare, diremo
che f ¢ differenziabile due wvolte secondo Fréchet se lo ¢ per ogni x € X. Inoltre, se f ¢

differenziabile due volte secondo Fréchet ed inoltre la mappa
diyf X = Ly(X,Y)

¢ continua, allora diremo che f € C*(X;Y).

Iterando questo argomento, si definiscono funzioni differenziabili di ogni ordine.

Definizione 1.2. (Derivata di Gateauzx)
Siano X,Y spazi di Banach. Una funzione f : X — Y si dice derivabile secondo
Gateaux in x € X, lungo h € X, se esiste il sequente limite (t € R)

L )~ f()
t—0 t

ey.

In questo caso il valore del precedente limite si indica con Oy f(x) e si chiama derivata di

Gateauz di f in z, lungo h.



Proposizione 1.1. Siano X,Y spazi di Banach e sia f : X — Y differenziabile secondo
Fréchet in x € X. Allora f ¢ derivabile secondo Gateauz in x, lungo h,Vh € X e vale

Proposizione 1.2. Siano X,Y spazi di Banach e sia f : X — Y derivabile secondo
Gdteaur in x € X, lungo h € X, per ogni x,h € X. Se

8()f(ac) S L(X, Y), Ve e X,

ed inoltre la mappa

0y f(): X = L(X,Y), x> 0 f(x)
¢ continua, allora f & differenziabile secondo Fréchet e vale
dgf(h) = 0nf(z), Vx,h € X.

In particolare f € C1(X;Y).

Notazione 1.1. In queste note, per comodita, denoteremo con:
e B uno spazio di Banach separabile, munito di norma || - | =1 - ||x;

o H uno spazio di Hilbert separabile, munito di prodotto scalare (-,-) = (-,-)x;

Nel seguito saremo principalmente interessati a funzioni a valori reali; riscriviamo esplici-

tamente la condizione di differenziabilita in questo caso.

Definizione 1.3. (Differenziale di Fréchet, per funzioni a valori reali)
Una funzione f : B — R si dice differenziabile secondo Fréchet in x € B, se 3 F' € B* tale

che:
Lo f@ ) = f(@) = F()

=0.
h—0 Al

In questo caso si pone F' = d,f e si chiama differenziale di Fréchet di f in x.
In particolare, diremo che f é differenziabile secondo Fréchet se lo é per ogni x € B.

Infine, se f ¢ differenziabile secondo Fréchet ed inoltre la mappa
d()f :B — B*

¢ continua, allora si dice che f € C1(B;R).



Definizione 1.4. (Derivata di Gateauz, per funzioni a valori reali)
Una funzione f: B — R si dice derivabile secondo Gdteaux in x € B, lungo h € B, se
esiste il sequente limite (t € R)

)~ ()
t—0 t

e R.

In questo caso il valore del precedente limite si indica con O f(x) e si chiama derivata di

Gateaux di f in z, lungo h.

Definizione 1.5. Sia f : B — R differenziabile secondo Fréchet. Allora xo € B si dice

punto critico per f, se dy,f =0, cioé:
dyo f(h) =0, Yh € B.

In questo caso il valore reale f(xg) si chiama valore critico per f; se ¢ € R non ¢ un
valore critico per f allora si dice che ¢ un valore regolare. Denotiamo con crit(f) C B

linsieme dei punti critici per f, cioé
crit(f) = {z € B. t.c. dyf =0}.
Inoltre, denotiamo con crit®(f) C B linsieme dei punti critici per f, al livello ¢ € R, cioé
crit’(f) ={z €B. t.c. dpf =0, f(z) =c}.
Infine, denotiamo con Verit(f) C R linsieme dei valori critici per f, cioé

Verit(f) = f (erit(f)) .

Osservazione 1.2. (Teorema di Fermat)
Sia f : B — R differenziabile secondo Fréchet. Ricordiamo che se xo € B é un estremante

(locale) per f, allora xo ¢ punto critico.

In uno spazio di Hilbert esiste uno speciale elemento associato al differenziale.

Definizione 1.6. (Gradiente)
Sia f: H — R differenziabile secondo Fréchet. Allora (dal teorema di rappresentazione di
Riesz):

Ve e H, 3lveH te. d,f(h)=(v,h), Vh € H.

Questo unico elemento v si chiama gradiente di f in x e si denota V f(x).

Osservazione 1.3. In particolare, per ogni x € H, da (@ st ha :

IVF@)I| = llda f] -

10



1.3 Alcune proprieta delle funzioni

Richiamiamo ora alcune definizioni che saranno utili nel seguito.

Definizione 1.7. (Funzione debolmente continua)
Una funzione f : B — R si dice debolmente inferiormente seme-continua se, data una
successione {x} C B debolmente convergente ad ¢ € B, allora si ham

liminf f(xzx) > f(0).

k—+o0

Allo stesso modo, f: B — R si dice debolmente superiormente semi-continua se —f
¢ debolmente inferiormente semi-continua.

Infine, una funzione f : B — R si dice debolmente continua se ¢ contemporaneamente de-
bolmente inferiormente e superiormente semi-continua; in particolare, data una successione
{zr} CB debolmente convergente ad ¢ € B, allora si ha

lim f(xg) = f(£).

k——+o0

Osservazione 1.4. Una funzione debolmente continua € continua: infatti, data f debol-
mente continua, poiché ogni successione convergente (fortemente, in norma) converge in
particolare anche debolmente, allora f é anche continua. Il viceversa non é in generale

vero.

Esempio 1.2. Consideriamo la funzione
fPH=R,  f(@) =],

dove dim(H) = +o0o. Ouvviamente f é continua. Si ha che f non é debolmente continua.

Infatti, consideriamo ad esempio la successione {xy} C H, data da una base ortonormale

'Ricordiamo che, data una successione {a;} C R, si definisce limite inferiore

liminfa, := lim (infaj) ;

k—+oco k—+4o00 \ 7>k

in particolare, poiché la successione by, = inf a; & monotona crescente, il limite inferiore esiste sempre. In
i>k

maniera analoga si definisce il limite superiore

limsupay := lim (supaj).
k— 400 k=400 \j>k

11



di H. Dall’Esempio si ha che {x} ¢ una successione debolmente convergente a 0 € H.
Ma

lim flzp) = lim flzgf|= lim 1=120=f(0).

k——+o0
Quindi f non é debolmente continua.
D’altra parte, f ¢ debolmente inferiormente semi-continua. Infatti, sia {xr} C H una

successione debolmente convergente a £ € H. Allora, poiché
k]l 14l = Kok, )],
quindi, passando al limite inferiore
¢|| lim inf > lim inf O = 1 o= 4>
161l tim inf [|zg[| > lim inf [(zx, 6)] = lim |(zg, )] = [|€]

Questo prova che f ¢ debolmente inferiormente semi-continua.

Osservazione 1.5. Siano B uno spazio di Banach riflessivo e f : B — R una funzione
debolmente continua. Allora se A C B ¢ un insieme limitato, si ha che f & limitata su A.
Infatti, sia ad esempio

c¢=sup f(x) .
z€A

Se fosse ¢ = +o00, esisterebbe una successione massimizzante {xy} C A, tale che

lim f(xg) = +oo.

k——+o0

Ora, poiché A ¢ limitato e B ¢ riflessivo, esiste una sottosuccessione debolmente convergente,
cioé

30eB, {z;} C{xx} tec zj, —L.

k—o0

S7 avrebbe

+oo = lim f(z;,)=f) eR,

k—+o0

che ¢ assurdo; quindi c € R.

Osservazione 1.6. In contrasto con il classico Teorema di Weierstrass, in dimensione

mfinita una funzione continua, definita su un insieme limitato e chiuso, non ¢ limitata in
generale (si veda [’Esempio .

Definizione 1.8. (Funzione coerciva)

Una funzione f : B — R si dice coerciva se

lim f(z) = +oo. (4)

llz]|—+o0

12



Vale il seguente classico risultato, alla base dei metodi diretti del calcolo delle variazioni .
Teorema 1.1. Sia B uno spazio di Banach riflessivo. Supponiamo che f: B — R sia:
(i) coerciva;
(ii) debolmente inferiormente semi-continua.

Allora esiste un punto di minimo globale per f. Se in particolare f ¢ differenziabile, allora

esiste un punto critico.

Dimostrazione. Mostriamo prima di tutto che la funzione é limitata dal basso, in particolare

JceR te. c=inf f(z).

zeB
Infatti, se per assurdo ¢ = —o0, allora esisterebbe una successione minimizzante {x;} C B
tale che
lim f(xg) = —o0.

k—+o00
Poiché f é coerciva, si ha che {x}} deve essere limitata; in particolare, visto che B ¢ riflessivo,

esiste una sottosuccessione debolmente convergente, cioé
3leB, {zj} C{zx} tc z;, — L
k—o0
A questo punto, usando il fatto che f & debolmente inferiormente semi-continua, si avrebbe

~oo= limf(oy) =lminf f(a;,) > f(0) € R,

k—+o00

che & assurdo; quindi ¢ € R. Sia ora una successione minimizzante {z;} C B tale che

lim f(xg)=c.

k—+4o0

Di nuovo, poiché f & coerciva, si ha che {x}} deve essere limitata; in particolare, visto che

B é riflessivo, esiste una sottosuccessione debolmente convergente, cioé

30eB, {z;} C {xx} tc. z;, — L.

k—o0

Usando nuovamente il fatto che f & debolmente inferiormente semi-continua, si ottiene

o e s s
c= lim f(z)=liminf f(z;,) > f(€) 2 ¢,

quindi esiste un punto di minimo globale per f. L’ultima affermazione dell’enunciato segue

dal Teorema di Fermat. O

13



Osservazione 1.7. Osserviamo esplicitamente che nelle ipotesi del precedente Teoremall. ]
st & dimostrato in particolare che la funzione & limitata dol basso. Ovviamente ragionando
allo stesso modo con —f, si ottiene che se una funzione non é limitata né dal basso né

dall’alto, allora © metodi diretti del calcolo delle variazioni non si applicano.

Introduciamo ora anche la seguente proprieta.

Definizione 1.9. (Funzione compatta)
Sia f: X1 — Xo una funzione continua tra spazi normati. Allora f si dice compatta se

verifica una delle sequenti condizioni (equivalenti):

(i) f manda insiemi limitati di Xy in insiems relativamente compatti di Xo (cioé la cui

chiusura ¢é compatta);

(i1) se {xr} C X7 ¢ una successione limitata, allora {f(zr)} C Xo ammette una sottosuc-

cessione convergente.

Esempio 1.3. Sia X uno spazio normato. Allora lo funzione

é compatta.

Osservazione 1.8. Se f: X1 — X5 é una funzione compatta e lineare tra spazi normati,
allora f trasforma successioni debolmente convergenti, in successioni convergenti in norma

(verificare per esercizio) [f]

Esempio 1.4. Consideriamo la funzione
fPH=R,  f(@) =],

dove dim(H) = +oco. Risulta che f é compatta; inoltre dall’Esempio si ha che f non ¢
debolmente continua. Mostriamo che f non verifica la proprietd espressa dall’Osservazione
(si noti che f non é lineare). Infatti, consideriamo ad esempio la successione {xy} C H,
data da una base ortonormale di H; dall’Esempio st ha che {x} ¢ una successione

debolmente convergente a 0 € H. Ora definiamo la successione {y;} C H, data da

Yok = T

Yok+1 =0 .

1Si tenga presente la seguente osservazione: in uno spazio metrico X, se ogni sottosuccessione {z;.} C

{zr} C X ammette una sottosuccessione convergente a ¢ € X, allora la successione {z;} converge a £.

14



Si ha che anche {yi} ¢ una successione debolmente convergente a 0 € H. D’altra parte

f(ka) =1 )
f(y2r41) =0.

Quindi la successione {f(yr)} C R non ammette limite in R (ovviamente ammette sotto-

successioni convergenti).

Proposizione 1.3. Sia f : By — Bo una funzione compatta e sia Q C By un aperto
limitato. Allora per ogni e > 0, esiste f. € C (ﬁ; IEBQ), tale che

“f€($>_f($)”1532 <g, VZL’EQ, (5)

ed inoltre f-(Q) CY C Bs, con dim(Y) < +o0.

Dimostrazione. Poiché f(£2) é compatto, esiste un ricoprimento finito {Bi = B(y;, %)}iel’

con y; € By, tale che

i€l
Sia
Zri(l‘)yz
i€l
e\T) = ’
fe(z) S o)
i€l
dove

ri(z) = max{e — || f(z) — villp,,0}, VzeQ,iecl.
Allora f. soddisfa . Inoltre, posto
Y = span{y;, i € I},

si ha f-(2) C Y, con dim(Y) < +o0. O

Come conseguenza si ottiene il seguente risultato di approssimazione

Corollario 1.1. Sia f : B — B wuna funzione compatta e sia  C B un aperto limitato.
Allora esiste una successione f, € C (ﬁ; IB%), tale che fr converge uniformemente ad f su
Q, ed inoltre

fk(ﬁ) CY,CB, dlm(Yk) <400, VEeN.

15



1.4 Teorema della divergenza

Riportiamo qui alcune definizioni.

Definizione 1.10. (Divergenza)

Sia Q CR"™, aperto, con n € N. Consideriamo una funzione
F:Q—=R" F=(F,...,F,)
Se F ¢ differenziabile, definiamo la divergenza di F nel sequente modo

8Fk
ox k

div(F(z)) = tr(Jac F(x Z

Definizione 1.11. (Aperto regolare)

Sia Q@ C R"™, aperto, con n > 2. Allora Q) si dice aperto regolare, se:
(i) Qe limitato;
(it) Q =1Int (Q);

(i4i) O ¢ una varieta di dimensione (n — 1) e di classe almeno C*.

Notazione 1.2. Scriveremo f € C* (ﬁ; R), con k> 1, se f ¢ di classe C* su un aperto

contenente €.

Vale il seguente risultato

Teorema 1.2. (della divergenza)
Sia F € C! (ﬁ; ]R”), con Q@ C R", aperto regolare, n > 2. Allora, denotando con v la

normale unitaria esterna a 05), si ha
/ div(F(z))dx = / (F,v)dH" !, (6)
Q o0

dove il secondo integrale ¢ inteso rispetto alla misura di Hausdorff (n — 1)-dimensionale

dH™ ' su 09 in particolare la quantitd / (F,v\dH™ ! si chiama flusso del campo F
o0
attraverso Of).

Il precedente teorema é equivalente alla seguente versione scalare
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Teorema 1.3. Sia f € C! (ﬁ; ]R), con  C R™, aperto regolare, n > 2. Allora, denotando

con v = (v1,...,V) la normale unitaria esterna a 0S), si ha per ogni j =1,...,n
0
9Ji (x)dv = [ fr,dH"™L.
o 0x; o0

Come corollario si ottiene la seguente formula di integrazione per parti

Teorema 1.4. (Integrazione per parti)
Siano f,g € C! (ﬁ; R), con Q C R™, aperto regolare, n > 2. Allora, denotando con

v=(v1,...,Vn) la normale unitaria esterna a 0N, si ha per ogni j =1,...,n

o032 do = [ apparrt = [ 1) 20w as 1)

Osservazione 1.9. [l teorema della divergenza puo essere generalizzato a funzioni e domini
meno regolari, ad esempio il cui bordo é localmente grofico di una funzione Lipschitziana;

per una trattazione completa si vedano ad esempio [, [8].
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1.5 Spazi funzionali

Introduciamo alcuni speciali spazi di funzioni; si vedano ad esempio [1], [5].

Definizione 1.12. (Spazi LP(;R))
Sianon € N e Q C R"™ aperto. Datop € R, con 1 < p < 400, definiamo lo spazio LP(;R)

nel sequente modo
LP(O;R) = {u € Mis(Q;R) t.c. / lu(z)|P dz < —i—oo} ,
Q
dove abbiamo indicato con Mis(Q;R) linsieme delle funzioni misurabili, secondo Lebesque,

da Q a valori reali.

Lo spazio LP(€2;R) munito della norma

lull 2o = ( [t da:)’l’ ue PQR)

¢ uno spazio di Banach separabile; inoltre se 1 < p < 400 allora é anche riflessivo. In

particolare, L2(Q;R) ¢ uno spazio di Hilbert

Siano Q@ C R™ e f € LP(R), g € LI(Q;R), dove p,q € [1,+00), con %—i—% = 1. Allora

valgono le seguenti disuguaglianze di Hélder

1fgller < I fllzellgllLa- (8)

Definizione 1.13. (Spazi di Sobolev W*P(Q;R))
Siano n € N e Q C R" aperto. Dati k € Nyp € R, con 1 < p < +00, defintamo lo spazio
di Sobolev WFP(Q;R) nel sequente modo

WEP(Q:R) = {u € LP(4R) t.c. % € LP(QR),|al <k},

dove a denota un multi-indice e 0%u la derivata deboldl] di u, di ordine «.

'Sia u € L},.(;R) (cioé sommabile su ogni sottoinsieme compatto contenuto in Q) e & = (a1, ..., an)

un multi-indice, allora una funzione v € L},.(€%;R) si dice derivata debole di u, di ordine «, se

/u(x)@“h(m)d:c = (—1)l / v(z)h(z)dz, Y he O (R)
Q Q
con la|
o _0"Nh(x) _ . .
0 h(x)—‘azin,..(??%n, z=(21,...,%n), loj=a1+---+an

e dove C§°(Q2; R) denota lo spazio delle funzioni C*™° e a supporto compatto contenuto in .
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Lo spazio W*P(Q; R) munito della norma
P
lull = Y 10%ullfy | & we WHP(R)
|| <k
¢ uno spazio di Banach separabile; inoltre se 1 < p < 400 allora é anche riflessivo. In
particolare, W2(;R) ¢ uno spazio di Hilbert

Definizione 1.14. (Spazi di Sobolev H*P(Q;R))
Stanon € N e Q C R" aperto. Dati k € N;p € R, con 1 < p < +00, definiamo lo spazio
di Sobolev H"P(Q;R) nel seguente modo

H"(Q;R) = Co (4 R) N Wh(R)

dove || - || ¢ la norma su WFP(;R). Per comodita scriveremo H*(Q;R) = H*2(Q;R).

Vale il seguente risultato di N.G.Meyers e J.Serrin [11].

Teorema 1.5. (di Meyers-Serrin)
Sianon € N e Q CR"™ aperto. Dati k € Np e R, con 1 < p < +00, allora si ha

WHhP(Q;R) = HFP(Q;R).

Definizione 1.15. (Spazi di Sobolev HyP(Q;R))
Siano n € N e Q C R" aperto limitato. Dati k € N;p € R, con 1 < p < 400, definiamo lo
spazio di Sobolev Hg’p(Q;R) come il sequente sottospazio chiuso di H*P(Q;R)

HEP(@R) = CF(R)

dove || - || ¢ la norma su W*P(;R). Inoltre, se 1 < p < 400, denotiamo il duale con
/ * 1 1
H5 (R) = (HEP(QR)), con —+— = 1.
p D

In particolare, per ogni F € H_k’p,(Q;R), vale la sequente rappresentazione (si veda ad

esempio [1)
Fihy= Y (-1 /Q Fa(@)0®h(a)dz, fa€ LV (O R). ()

lo| <k

Ricordiamo ora la seguente disuguaglianza di Poincaré; siano n € N e {3 C R™ aperto

limitato, dato p € R, con 1 < p < 400, allora vale

3C=C(Q2,p) >0 t.c. / |u(z)|Pdx < C/ \Vu(z)Pdz, Yue HyP(Q;R). (10)
Q Q

Valgono inoltre i seguenti teoremi di immersione

19



Teorema 1.6. (Immersioni di Sobolev-Rellich-Kondrakov)
Siano n € N e Q C R" aperto limitato, con frontiera Lipschitz. Dati k € N;p € R, con
1 <p< +o0, st ha:

n
(i) se kp < n, poniamo p* = ——— allora per ogni ¢ € R con 1 < q < p* vale
n

p

v HEP(Q;R) —— LY(Q;R), (11)

cont

wnollre, se in particolare 1 < q < p*, allora

7 Hk’p(Q;]R) — LI(Q; R);

cpt
(i1) se kp =n, allora per ogni g € R con 1 < q < +oo vale

7 Hk’p(Q;]R) — LI(Q; R);

cpt

(111) se kp > n, allomm
12 HYP(Q; R) —— C™*(; R),

cont

dove r =k — [Q} —1, con
P

o [g]ﬂ—g, se ¢ N,

n

qualsiasi in (0,1), se 5 € N;

inoltre, se in particolare a < [%} +1-— %, allora

1 HEP(Q; R) — C" (4 R).
cp

1Sia © C R™ aperto e sia f : @ — R. Diciamo che f & una funzione Holderiana su Q, di esponente

a € (0,1], se esiste una costante M > 0, tale che
lf(y) = f@) < My —=|®, Vz,yeQ.

Se a = 1 nella precedente condizione, allora f & Lipschitziana su 2.
L’insieme delle funzioni Holderiane su €2, di esponente o € (0, 1], si indica con C%*(Q;R). In particolare,
se f € C%*(;R), per qualche a € (0,1], allora f ¢ uniformemente continua (quindi continua) su Q.

Inoltre se 0 < a < # < 1, con  limitato, allora
COP(Q;R) — C™*(;R) .

Iterando, dato k € N, si definiscono gli spazi C**(Q;R), delle funzioni di classe C*, con le derivate di

ordine k, Holderiane con esponente « € (0, 1].
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Le precedenti immersiont continuano a valere per i sottospazi Hg’p(Q;R), i particolare
senza ipotesi di frontiera Lipschitz. Infine, per gli spazi duali, si ha che se ¢ € R ¢é tale
che

*

q> , se kp<mn;
pr—1
q>1, se kp =n;
qg>1, se kp > n;
allora
v: LI(R) — H™*P (Q;R). (12)
cp

Osservazione 1.10. Poiché tuite le immersioni 1 sono lineari, se nel precedente Teore-
ma si e in regime di compattezza, allora dal’Osservazione si ha che successioni

debolmente convergenti nel primo spazio, sono convergenti in norma nello spazio di arrivo.

Esempio 1.5. (Weierstrass) Sia
X ={ue H*((-1,1);R), tec. u(-1)=-1, u(l) =1} .

Consideriamo la funzione

1
E: X —R, E(u):/ (tu’(t))zdt.
-1
Prima di tutto, il funzionale ¢ ben definito e non negativo. Sia ora {ux} C X, data per

esempto da
arctan (kt)

k() = arctan (k)

Un calcolo diretto mostra che (verificare per esercizio)

lim E(u) =0

k—+o0

in particolare

s

quindi {uy} ¢ una successione minimizzante. Ora, dalle immersioni nel Teorema[1.6, caso
(1), si ha
v H*2((=1,1);R) — O3 ([—1,1]; R).
cont
Quindi, poiché ogni funzione in X ammette un rappresentante con in particolare derivata

continua, allora E non ammette minimo su X, cioé non puo esistere ug € X, tale che
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Riportiamo qui un esempio (riguardante I’Osservazione [1.6)) di una funzione definita su un
sottoinsieme chiuso e limitato di uno spazio infinito dimensionale, la quale & continua ma

non limitata.

Esempio 1.6. Sia X = LQ((O, 1);R) e A C X la palla chiusa unitaria. Consideriamo la

funzione )
F: AR, F(f):/o x(f(x))zdx

Si ha che F ¢ continua su A (verificare per esercizio) e

sup FI(f)=1.
feA
Dato € > 0, una successione massimizzante (per € — 0), con ad esempio ||f-|| = 1, ¢ data
da
0, ze(0,1—¢)

fe(z) = (2(33 ~1+¢)

g2

1
E .
) , v€(l—¢g1)

Inoltre, non esiste f € A tale che F(f) =1, cio¢ F non ammette massimo su A; infatti si

avrebbe

= = z (f(x))° da 2)) dz = || f|?
t=r)= [ e(E) s [ (@) =l
dove Z ={x € (0,1) t.c. f(x)=0}. Sia allora

1

G:A—>R, G(f):l_iF(f).

In questo modo G ¢ continua su A ma

sup G(f) = +o0 .
feA

Introduciamo ora anche alcuni speciali spazi di funzioni periodiche.

Definizione 1.16. (Spazi LP(S';R))
Dato p € R, con 1 < p < 400, definiamo lo spazio LP(S';R)
LP(SHR) = Ly, ((—7, 7); R),

per

come lo spazio delle funzioni reali in LP((—m,7);R) e 2m-periodiche.

In particolare consideriamo lo spazio di Hilbert

L*(S%R) = L2, ((—m,7); R)

per
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delle funzioni reali a quadrato sommabile e 27-periodiche, munito del prodotto scalare
™
(f,9)2= | [f(H)g(t)dt, Vf,g€ L*(SHR).
—T

Dalla sviluppabilita in serie di Fourier, si ha che se f € L?(S';R), allora

+o00
£(t) = % + 3 (ag cos(kt) + by sin(kt)),

k=1
dove -
ap = — f(t)cos(kt)dt, k>0
™ —T
1 (7 .
by = — f@)sin(kt)dt, k> 1.
m —T

In particolare, le funzioni

formano una base ortonormale di L?(S';R) e vale I'identita di Parseval

2 Foo
i = { 4 et .
k=1

Definizione 1.17. (Spazi di Sobolev H*(S*;R))
Sia ora s € [0, 1], definiamo spazio di Sobolev H*(S';R) nel sequente modo

H(S%R) = {f € L*(SYR), te. |flls < +oo},

dove

2 Tt
= S

k=1

Sia ora m € N, diciamo che v = (y1,...,7m) € L*(SL;R™) se v; € L*(SY;R), per ogni

4 =1,...,m (in maniera analoga si definisce LP(S*; R™), con 1 < p < +00). In particolare,

siamo interessati al caso s = %, m = 2n.

Definizione 1.18. (Spazi di Sobolev H%(SI;RQ”))
Sia n € N. Definiamo lo spazio di Sobolev H%(Sl;RQ")

HE (SR = {7 € IS R™), te. |y < +oo} (13)
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dove

+o00
(1[5 :W{’CL;‘Q+Z(1+k)(ak‘2+|bk|2)}~ (14)

k=1

In particolare H%(Sl;RQ”) ¢ uno spazio di Hilbert dotato del sequente prodotto scalare

+oo
<%w;=w{@““”+§ja+kwmmm»+wbm»},v%weH%SMWm,

2
k=1

con

+00 +oo
() = % + ; (ak cos(kt) + by sin(kt)), (t) = % + ; (ou, cos(kt) + By sin(kt)),

1
con coefficienti ag, ay, by, g, ok, Bx € R?™, per ogni k € N; inoltre, se v € Hz2(S';R?"), si

intende per derivata debole

“+oo

Y(t) = > k(be cos(kt) — aysin(kt)).

k=1

Infine, anche in questa situazione, valgono le seguenti immersioni per ogni ¢ € R con
1<g< 4+
v H2 (SR — LY(SHR™), (15)
cp
in particolare vale la seguente disuguaglianza, per ogni ¢ > 1

3C, >0 te |yl < Collvlly, vy € H2(SHR™). (16)
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2 Alcuni modelli

In questa sezione introduciamo alcuni esempi, che serviranno come modelli per le appli-
cazioni nel seguito. Riportiamo prima alcune proprieta sulla differenziabilita di speciali

funzioni.

Esempio 2.1. Consideriamo la sequente funzione

fHSR f@)= =20
Allora si ha f € C*(H;R); in particolare (verificare per esercizio)
dof(h) = (z,h), Y, heH,
d f(h1,ho) = (h1,ha), Y, by, hy € H,

dif=0, YVeeH,keN,k>3.

Esempio 2.2. Sia Q CR™ un aperto limitato, con n € N. Poniamo
H = HY(Q:R)

e, usando la disuguaglianza di Poincaré @ muniamo H della norma equivalente

lu|| = </ |Vu(z 2dx> , YueH,

e del relativo prodotto scalare

(u, vy = /Q<Vu(x),Vv(x)>dx, Vu,v € H.

Consideriamo la sequente funzione

. +1 p+1
GiHoR G =~ [ fu@p*de = =l
dove p € R ¢ tale che valga limmersione
cH —— LPTYO;R)

cont

in modo che G sia ben definita (si veda a riguardo il Teorema
Allora, se p+1>2, si ha G € C?>(H;R); in particolare (Uerzﬁcare per esercizio)

d,G(h) = | |u() P u(z)h(z)de, Yu, heH,

d2G(hy, ho) = / plu(x)|P hy(x)he(z)dz, Y u, hi, hy € H.
Q



2.1 Esempio. Un Problema di Dirichlet unidimensionale

Consideriamo il seguente Problema di Dirichlet sull’intervallo (0, )

—u"(t) = ud(t), te(0,7)
(17)

Definizione 2.1. Diciamo che una funzione u € H}((0,7);R) ¢ soluzione debole del
Problema di Dirichlet , se

/Tr o (H)R (t)dt = /7r ud(t)h(t)dt, Vh e C5°((0,7);R).
0 0

Osservazione 2.1. La definizione di soluzione debole é motivata dal teorema di integrazione
per parti. Cioe¢, seu € C%([0,7];R) fosse una soluzione classica di , allora moltiplicando
ambo i membri dell’equazione differenziale per una funzione test h € C3°((0,7);R), si

avrebbe
/ —u" (t)h(t)dt = / ud (t)h(t)dt;
0 0

quindi integrando per parti si ottiene la condizione data nella Definizione |2. 1]

In particolare, la funzione u = 0 & soluzione debole del Problema di Dirichlet (7).
Vogliamo mostrare che trovare soluzioni deboli del precedente problema equivale ad un

problema variazionale di esistenza di punti critici. Posto
1
H= HO ((Oa 7T); R)v

usando la disuguaglianza di Poincaré ¢ possibile munire H della norma equivalente

Jull = ( | ”<u’<t>>2dt)§ . VueH,

e del relativo prodotto scalare
™
(u,v) = / o' () V'(t) dt, Vu,v € H.
0
Ora definiamo il seguente funzionale

E:H-R, Eu)= ;/OW (' (0)* i~ /07r (u(t))" dt.



Prima di tutto, il funzionale & ben definito, poiché dal Teorema [1.6]si ha

H —— C%*([0,7);R) — LY((0,7);R), YV € (0,1) ,¥V ¢ > 1;

cont cont

in particolare, se o < %, la prima immersione é anche compatta. Notiamo anche che si puo
riscrivere
B = gllull® ~ 1l
2 4k

Ora, ricordando gli Esempi e , si ha E € C?(H;R), con

dyB(h) = /O TN () — BB, Y h e H,

ﬁEmh@):/‘mumgw—&ﬂwm@mﬂmm Yu, hy, hy € H.
0
Quindi, se in particolare v € H é punto critico per E, allora

d,E(h) =0, Vh € H,

ma per densita questo & equivalente a dire che u é soluzione debole del problema .

Ad esempio, la funzione v = 0 & punto critico per F.

Ora, mostriamo che il funzionale non é limitato né dal basso né dall’alto, per cui i metodi
diretti del calcolo delle variazioni non si applicano, in particolare il Teorema (Osserva-
zione [1.7)).

Mostriamo prima che F non ¢é limitato inferiormente. Infatti, sia u € H, |a| # 0 e

consideriamo la successione {u} C H, dove

uk(t) = ka.
Allora
~ k‘2 s , 9 k’4 s ~ 4
E(ug) = E(ku) = — (@'(t))" dt — — (u(t))” dt —— —o0;
2 0 4 0 k—o00
quindi
zirel]lfﬂ E(u) = —oc.

Mostriamo ora che F non ¢é limitato superiormente. Infatti, consideriamo la successione
{ur} C H, dove
ug(t) = sin(kt).

Allora
T T
E(ug) > —k? — = —— 4-00;
(Uk) — 4 4 k—oco 03

quindi

sup E(u) = 400.
ucH
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2.2 Esempio. Un Problema di Dirichlet per il Laplaciano

Il prossimo modello & una generalizzazione dell’Esempio [2.1] a funzioni di pin variabili.

Sia €2 C R™ un aperto limitato, con n > 3. Consideriamo il seguente Problema di Dirichlet,

per il Laplaciano, su €2
—Au(z) = |u(z)|Plu(z), z€Q
(18)
u(z) =0, x € 00

dove p € R con
2<p+1<2"=

n—2

Definizione 2.2. Diciamo che una funzione u € H(;R) ¢ soluzione debole del
Problema di Dirichlet (@, se

/ (Vu(z), Vh(z))dz = / (@) P~ Lu(z)h(z)ds, Vh € C (% R).
Q Q

Osservazione 2.2. La definizione di soluzione debole ¢ motivata dal teorema della diver-
genza . Cioe, se u € C? (ﬁ; R), con Q aperto regolare, fosse una soluzione classica di
(@, allora moltiplicando ambo © membri dell’equazione differenziale per una funzione test
h € C3°(€;R), si avrebbe

—Au(z)h(x)dr = w(@) P u(z)h(x)dx:
| ~su@h@)ds = [ @) u@n(e)ds:

quindi, poiché Au = div(Vu), applicando la formula (@ alla funzione hVu, si ottiene la
condizione data nella Definizione [2.2

In particolare, la funzione u = 0 & soluzione debole del Problema di Dirichlet .
Vogliamo mostrare che trovare soluzioni deboli del precedente problema equivale ad un
problema variazionale di esistenza di punti critici.
Posto

H = Hy (4 R),
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usando la disuguaglianza di Poincaré é possibile munire H della norma equivalente

1
Jull = ( / |Vu<x>|2dx)2 . Vuel,
Q

e del relativo prodotto scalare
(u,v) = /Q(Vu(x),Vv(x)>da;, Yu,v € H. (19)
Ora definiamo il seguente funzionale
E:H—R, /|Vu |d:n—/|u )P d.
Prima di tutto, il funzionale & ben definito, poiché dal Teorema [I.6]si ha
cH —— LPTHO;R);

cont

in particolare, poiché p + 1 < 2*, la precedente immersione & anche compatta. Notiamo

anche che si puo riscrivere
1 1 »
E(u) = 5”“”2 - ﬁ”“”ﬁmr
Ora, ricordando gli Esempi e , poiché p+1 > 2, si ha E € C%(H;R), con

dyE(h) = /Q<Vu(9:),Vh(x)> — |u(z) [P~ u(z)h(x)dz, Yu,h € H,

d2E(hy, hg) = / (Vhi(z), Vho(x)) — plu(z) [P~ hy (x)he(x)dz, Vu,hy, hy € H .
Q
Quindi, se in particolare u € H & punto critico per E, allora
d,E(h) =0, Yh € H,

ma per densita questo & equivalente a dire che u é soluzione debole del problema .

Ad esempio, la funzione u = 0 & punto critico per F.

Ora, mostriamo che il funzionale non é limitato né dal basso né dall’alto, per cui i metodi
diretti del calcolo delle variazioni non si applicano, in particolare il Teorema (Osserva-
zione .

Mostriamo prima che F non ¢é limitato inferiormente. Infatti, sia u € H, |a| # 0 e

consideriamo la successione {u} C H, dove
ug(z) = ku.
Allora

u(x )]p+1dx — —00;
k—o0

2
E(uw) = B(ka) = ];/Q|Va(x)|2d
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quindi, poiché p+ 1 > 2, si ha

inf F(u)= —oo0.
of B) = e

Mostriamo ora che E non é limitato superiormente. Poniamo la funzione

. +1 p+1
G:HoR, Gl p+1/‘“ )P = +1” 7,

Si ha che G ¢ debolmente continua, infatti se {ux} C H & una successione debolmente
convergente in H, la compattezza della mappa 1, assicura la convergenza forte di {ug} in

LPTLHQ; R) (si veda I'Osservazione [1.10)); poniamo ora la funzione continua

Lp+1»

1
F: LMY OR) 5 R, F(u) = ——|u|?'}
(4 R) (u) p+1\| |
in questo modo

G:H (—> PPHOR) — R,  G(u) = F(u(u)),

cont

quindi G & debolmente continua.
Counsideriamo adesso la successione {ug} C H, data da una base ortonormale di H. Poichée
{ux} & una successione debolmente convergente a 0 in H e G é debolmente continua, si ha

che, per ogni fissato t € R vale

’ﬂp-&-l
Gltug) = / g (2) [P+ = [P G ) —— 0.

k—o0

Allora

Vt € R, sup E(tu) >
keN

m\“

quindi

sup E(u) = +o0.
ucH
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2.3 Esempio. Un Sistema Hamiltoniano

Il prossimo modello & una generalizzazione dell’Esempio [2.1] a funzioni vettoriali.

Ricordiamo che per una data funzione Hamiltoniana H € C'(R™ x R™;R), le equazioni

Hamiltoniane sono le seguenti

() = =5 p(t) a(t)
1=1,....,n
Gi(t) = g: (p(t),q(t))

Ponendo
v(t) = (p(t),q(t)) e R" x R", t € R,

il precedente sistema si riscrive nel seguente modo

—J(t) = VH((1)), (20)

dove J ¢ la matrice simplettica canonica in R?"?

0 —I,
J = , J?=—1Iy,.
I, 0

Consideriamo il problema di cercare soluzioni periodiche del Sistema Hamiltoniano ,
con H € CY(R?";R) definita da

1
H:R¥™ 5 R, H(f):ﬁ\ﬂpﬂa p+1>2, pekR

Osserviamo che non é restrittivo cercare soluzioni 27-periodiche. Infatti se v & una soluzione

T-periodica, con T' > 0, consideriamo il seguente cambio di variabile
T T
t = — t = —_— =~ .
55 ()=7 <27r5> ¥(s)
Si ottiene

60 = 1 600 = 530 = 5o ITHG(0) = (- VHG) ) = ITAG(),

Quindi 4 é 27-periodica e risolve il sistema Hamiltoniano

—J7(s) = VH(3(s)),

con H = %7—[

31



Definizione 2.3. Diciamo che una funzione v € H%(SI;RZ”) ¢ soluzione debole del

Sistema Hamiltoniano (@), se

[ erwao= [T @rem.ema. we ks,

—T -

In particolare, la funzione v = 0 é soluzione debole del Problema di Dirichlet .
Vogliamo mostrare che trovare soluzioni deboli del precedente problema equivale ad un

problema, variazionale di esistenza di punti critici. Infatti, posto allora
H = H3(S"R™),

definiamo il seguente funzionale

™ ™

EsHSR, E0) = [ (30w~ [ HOw)

—m —m
Prima di tutto, in virtt delle immersioni , si ha che il funzionale é ben definito. Ora,
si ha

4B) = [ (T — VHO®), b)), Y, € H,

—T
in particolare, poiché p + 1 > 2, si ha E € C?(H;R) (verificare per esercizio). Quindi, se
v € H & punto critico per E, allora

dvE(¢) =0, vy € H,

e questo significa che v é soluzione debole del problema .
Ora, mostriamo che il funzionale non é limitato né dal basso né dall’alto, per cui i metodi

diretti del calcolo delle variazioni non si applicano, in particolare il Teorema (Osserva-

zione .

Infatti, consideriamo la successione {7y} C H, dove
() = (cos(kt),0,...,0,sin(kt),0,...,0) € R*™ kc7Z,
dove le funzioni cos(kt), sin(kt) appaiono al posto 1 ed n + 1. Allora

27
E =k —— —— Fo0.
(%) 7T+p+1 k—+oo o

Quindi

inf E(y) = —oo, sup E(y) = 4o0.
yeH yEH
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3 Lemma di deformazione

3.1 Condizione di Palais-Smale

Vogliamo introdurre una opportuna proprieta di compattezza. Diamo prima le seguenti

definizioni.

Definizione 3.1. (Successione di Palais-Smale)
Sia f € CY(B;R). Una successione {x3} C B si dice successione di Palais-Smale per
f, al livello c € R, se

S
f(xk) k—4o00 K

do f —2) 50,
k—+4o00

Definizione 3.2. (Condizione di Palais-Smale)
Sia f € CY(B;R). Diremo che f soddisfa la condizione di Palais-Smale, al livello
c, se ogni successione di Palais-Smale per f, al livello ¢, ammette una sottosuccessione

convergente in B, cioé: data {x} C B successione di Palais-Smale per f, al livello ¢, allora
Jxo€B, {z,} C{zx} tec zj; — zo.
k—oo

In questo caso scriveremo che f soddisfa (PS).. In particolare diremo che f soddisfa (PS)
se f soddisfa (PS)., Ve € R.

Osservazione 3.1. La precedente ¢ una particolare condizione di compattezza, infatti se f
soddisfa (PS)., allora Uinsieme crit®(f) CB é compatto.

Vale la seguente proprieta.
Lemma 3.1. Sia f € C*(B;R). Se f soddisfa (PS)., con ¢ ¢ Verit(f) C R, allora:

Ir>0 te |doflls >, VZL‘Ef_l([C—’I“,C—I—T‘]).
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Dimostrazione. Per assurdo. Per ogni k € N, ponendo r = %, avremmo che esisterebbe
xr € B per cui
1 1 1

Allora {z}} C B sarebbe una successione di Palais-Smale per f, al livello ¢. Poiché f
soddisfa (PS)., allora

dzg € B, 1 C t.c. z;, — x0.
Zo {x]k}—{xk} C. Ty, kot oo L0

Per la continuita di f e d(.)f, si avrebbe

f(l“o) =G dwof =0,

cioé ¢ € Verit(f). Ma questo & assurdo. O

Osservazione 3.2. In spazi di Hilbert ¢ possibile usare il gradiente nella Definizione [3.1
di successione di Palais-Smale. Infatti dalla Definizione e dall’Osservazione se
f € CYH;R), allora una successione {xy} C H si dice successione di Palais-Smale per f,

al livello ¢ € R, se soddisfa le condizioni equivalenti

(R) )
f () m C;

V() — 20,
k—+oc0

Il seguente lemma, sulla decomposizione del differenziale, risultera utile per le applicazioni

nel seguito.

Lemma 3.2. (di decomposizione del differenziale)
Sia f € CY(B;R). Supponiamo che per ogni x € B valga la sequente decomposizione del
differenziale

dof = L(z) + K (),

dove L : B — B* ¢ un operatore lineare, continuo e invertibile, mentre K : B — B* ¢ una
mappa compatta.
Allora ogni successione di Palais-Smale per f, limitata, ammetle una sottosuccessione

convergente.

Dimostrazione. Sia {x}} C B una successione di Palais-Smale per f, limitata. In particolare

si ha
dy, | = L) + K (z1) —22 0.

k—4o00
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Allora vale
x, = —L (K (zx)) +0(1), per k — +oc.

Poiché per ipotesi {z)} C B ¢ limitata, allora {L~'(K(zx))} C B ammette una sottosuc-
cessione convergente, in quanto la composizione di funzioni continue e compatte & ancora

compatta. Quindi anche {z;} C B ammette una sottosuccessione convergente. O

In spazi di Hilbert vale in particolare il seguente

Corollario 3.1. (di decomposizione del gradiente)
Sia f € CY(H;R). Supponiamo che per ogni x € H valga la sequente decomposizione del
gradiente

Vfix) =2+ K(z), (22)

dove K : H — H é una mappa compatia.
Allora ogni successione di Palais-Smale per f, limitata, ammette una sottosuccessione

convergente.
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3.2 Esempi

Riportiamo alcuni esempi riguardanti la condizione di Palais-Smale.

Esempio 3.1. Sia f: R — R, f(x) = cos(z).

Si ha che f € CYR;R) e f soddisfa (PS)., per ogni ¢ € R, con ¢ # +1. Infatti, se
¢ # £1, in particolare non esistono successioni di Palais-Smale per f, al livello ¢, quindi la
condizione (PS). é banalmente verificata.

Se invece, ad esempio ¢ = 1, poniamo x = 2wk, per ogni k € N. Allora si ha
flzr) =1, f'(zx) = —sin(zx) =0, VkeN.

Quindi {x;} C R ¢ una successione di Palais-Smale per f, al livello 1. Ma poiché {xy} é
divergente, non pud ammettere sottosuccessioni convergenti. Per cui f non soddisfa (PS);.

In maniera analoga si ragiona se ¢ = —1.

Esempio 3.2. Sia f :R— R, f(z) =e".

Si ha che f € CY(R;R) e f soddisfa (PS)., per ogni c € R, con ¢ # 0. Infatti, se ¢ # 0, in
particolare non esistono successioni di Palais-Smale per f, al livello ¢, quindi la condizione
(PS). ¢ banalmente verificata.

Se invece ¢ = 0, pontamo xp =k, per ogni k € N. Allora si ha

li = lim e " =0;
k—1>51-loof(xk) koo 0

1' / = 1‘ — —k - O.

Quindi {z;} C R ¢ una successione di Palais-Smale per f, al livello 0. Ma poiché {xy} ¢

divergente, non pud ammettere sottosuccessioni convergenti. Per cui f non soddisfa (PS)o.

Esempio 3.3. Sia f € C*°(R%:R), f(z,y) =e ¥ —2°.
Si ha che f non soddisfa (PS)o.

Esempio 3.4. Sia f € CY(R™;R) e coerciva, cioé:
lim f(x)= +oc.
|z| =400

Allora f soddisfa (PS).
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Il precedente esempio non si estende al caso infinito dimensionale.

Esempio 3.5. Sia dim(B) = +oo. Consideriamo la sequente funzione
g:R=R, g(t)=

Poniamo
f:B—=R, f(z)=g(|lzl)

Si ha che f € CY(B;R) e coerciva, ma f non soddisfa (PS)g. Infatti sia {zx} C B con
lzk|| < 1, per ogni k € N. Allora si ha

flzr) =0, dy f=0, VkeN,

Quindi {x} ¢ una successione di Palais-Smale per f, al livello 0. Ma la palla unitaria in

B non é compatta (si ricordi la caratterizzazione della dimensione (1))).
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3.3 Pseudo-gradienti

Diamo alcune definizioni.

Definizione 3.3. (Deformazione)
Sia X uno spazio topologico. Una funzione ¢ € C(X;X) si chiama deformazione in X,

se & omotopa all’identita, cioé esiste una omotopia n € C([0,1] x X; X) tale che:
(i) n(0,x) =z, VzelX;

(i) n(l,x) = (), VzelX.

Definizione 3.4. (Insieme di sottolivello)
Sia X uno spazio topologico e sia f : X — R. Chiamiamo insieme di sottolivello per f,

relativo a ¢ € R, il sequente sottoinsieme di X :

ff={xe X te f(x)<c}

La seguente ¢ una fondamentale proprieta topologica: al fine di illustrare I’idea della dimo-
strazione, consideriamo inizialmente funzioni di classe C? definite in R™; successivamente
mostreremo che queste ipotesi si possono indebolire e richiedere solamente funzioni di classe

C* definite su spazi di Banach (si veda il Lemma .

Lemma 3.3. (Lemma di deformazione in R"™, per funzioni di classe C?)
Sia f € C}](R™;R) e siac € R conc ¢ Verit(f). Se f soddisfa (PS)., allora esistono & > 0
ed una deformazione ¢ € C(R™;R"™), tali che:

(i) () =x, V¢ f_l([c— 25,6+25]);
(i) o(fFe) C fo°.

Dimostrazione. Prima di tutto, poiché¢ f € C?>(R™;R) allora Vf € C'(R™R"), quindi in
particolare Vf € Lip;,.(R™;R™).
Ora, visto che ¢ ¢ Verit(f) ed f soddista (PS)., dal Lemma [3.1] si ha che

Je>0 te [[Vf(z)| =2, Vaef'(c—2ec+2e]). (23)
Per comodita, definiamo i seguenti sottoinsiemi di R™:
A= fle—2¢e,c+2e]), B=f"c—e,c+e]).
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Adesso consideriamo la seguente funzione
B dist(z,R™\ A)
 dist(z, R\ A) + dist(z, B)

Y :R" = R, Y(x)

Si ha che ¥ € Lipj,.(R™; R), inoltre

P(z) =0, se x € R™\ 4;
P(x) =1, sex € B
Infine definiamo la funzione
Vi)
yow o w YO * S
0, r e R™\ A.

Si ha che U € Lip;.(R™;R™). Ora, per ogni z € R", consideriamo ora il seguente Problema
di Cauchy

(t,z) = =V(n(t,z))

(24)
n(0,2) = =,
dove abbiamo denotato n(t,z) = a—Z(t,x). Poiché ¥ € Lipjo.(R™;R™), il problema

ammette una (unica) soluzione
n(-,z) € CHR;R"), Vz €R™
In particolare, dai teoremi di dipendenza continua dal dato iniziale, si ha
n e C([0,1] x R™";R"™).
Poniamo
¢ :R" - R" o(z) =n(1,z).
In questo modo ¢ € C(R™;R™) ¢ una deformazione in R™. Inoltre, poiché
U(z) =0, VzeR"\A,

allora ¢ soddisfa la condizione (i) della tesi. Per quanto riguarda la seconda condizione,
proviamo innanzitutto che per ogni x € R", la funzione composta f(n(-,z)) & decrescente.
Notiamo che la precedente composizione ¢ di classe C', quindi calcoliamo

=t 2)IVf(n(t,2)|l, n(t z) € A;

d

2 (F(t 2))) = (VL (n(t,2)), it 2)) =

0, n(t,xz) € R™\ A.

39



Poiché 9 ¢ non negativa, allora f(n(-,z)) ¢ decrescente. Sia ora x € f¢*¢. Se
Jte€[0,1) tc. f(n(t,x)) <c—g¢,

allora
fle()) = f(n(l,z)) < c—e¢,

cio¢ ¢(z) € f°7¢. Quindi, resta da provare che se x € B, allora non pud accadere che
f(n(t,x)) € (c—e,c+¢€], Vte|0,1]. (25)
Infatti, se per assurdo valesse , allora poiché ¥ (z) = 1,Vx € B, da si avrebbe
Ld
Flel@) = Fn(1.2)) = Fn(0.2) + [ 5 (7))
1
= f@)+ [ (V). itta) i
1
—1@) = [ IVt < e de—2e—ce,
0
che ¢ in contraddizione con (25)). Quindi ¢ soddisfa anche la condizione (ii) della tesi. [
Dalla precedente dimostrazione si evince che 'ingrediente cruciale é la regolarita del gradien-
te, in modo da ottenere una soluzione del problema di Cauchy e costruire la deformazione.
Adesso mostreremo che per qualsiasi funzione di classe C' definita su uno spazio di Ba-

nach é possibile definire un sostituto del gradiente con le caratteristiche necessarie per far

funzionare il lemma di deformazione.

Definizione 3.5. (Pseudo-Gradiente)
Sia f € C1(B;R). Poniamo

B = {zeB tec dyf #0}.

Una funzione V- € Lip;.(B";B) si dice Pseudo-Gradiente per f (scriveremo PG in breve),

se per ogni x € B" wvalgono le sequenti:
(1) V(@) < 2dflls ;

(i1) dof(V(2)) > |ldaf]I% -

Osservazione 3.3. Sia H uno spazio di Hilbert. Se f € C?(H;R), allora Vf ¢ PG per f;
d’altra parte se f € C1(H;R), allora V f non ¢ in generale PG per f.
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Definizione 3.6. (Insieme paracompatto)
Uno spazio topologico X st dice paracompatto se ogni ricoprimento aperto ammette un
sottoricoprimento aperto localmente finito. In altri termini, sia A un ricoprimento aperto
di X,
A={4;, je T}, Ajaperti VjeJ, X C | A4,
Jj€J
con J una famiglia qualsiasi di indici. Allora esiste B = {B;, i € 1} ricoprimento aperto
di X, tale che
Viel, 3jeJ con B; CAj;

ed wnoltre per ogni x € X, esiste U, intorno di x, tale che

card{i € I, t.c. BiNU; # 0} < +o0.

Vale il seguente risultato di A.H. Stone; si veda [16].

Teorema 3.1. (di Stone)

Ogni spazio metrico € paracompatto.

In particolare, poiché uno spazio di Banach é in particolare uno spazio metrico, allora é

paracompatto. Possiamo quindi dimostrare ora il seguente risultato.

Lemma 3.4. (di esistenza di PG)
Sia f € C1(B;R). Allora esiste uno PG per f.

Dimostrazione. Sia xo € B". Allora
HweBJWH:Ltc.@J@0>§Mmﬂ*
Ponendo v = 3||dy, f|sw, si ottiene
[l < 2lldag s dagf(v) > [l fIIZ.
Poiché d.) f & continuo, esiste A, intorno di o, tale che
ol < 2lldaflle,  def(v) > |dafl7, Vo € Ag. (26)

In questo modo, la famiglia A = {A4,,, zo € B"}, & un ricoprimento aperto di B" C B.
Ora, visto che B é paracompatto, esiste un sottoricoprimento aperto localmente finito B =
{Bi, i € I}, tale che

Viel, 3z9 € B con B; C Ay,.

41



Quindi, per ogni i € I, esiste v; € B tale che vale per ogni x € B;. Sia ora
ri:B—>R, ri(z)=dst(z,B\B;), Viel,

e poniamo

niBoR, mr) = — yier

Zm(ﬂf)’

kel
Le funzioni 7; sono ben definite perché B & localmente finito (per ogni z € B esiste un
intorno di = che interseca solo un numero finito di B;). Ora, per ogni ¢ € I, si ha che
n; € Lipjoe(B; R), inoltre
0<mn(z) <1, VrecB;

ni(x) =0, VzeB\ B
Zm(x)zl, VxeB.
iel

Infine, sia

VB =B, V(z)=> mnix)
el

Di nuovo, V' & ben definita perché B ¢ localmente finito, inoltre V' € Lip;,.(B";B). Ora
mostriamo che V' soddisfa le proprieta (i) e (i) della Definizione Infatti, poiché V &
combinazione convessa delle v; e poiché per ogni ¢ € I, le v; soddisfano sul supporto

delle n;, allora per ogni x € B" si ha

= > i)

el

IV (2 vil| <Y (Im@)] oill) <Y (ni(@)2llde f1l+) < 2ldaflls ;

el i€l

ed usando la linearita del differenziale

dof(V(@)) = dof (Z m(z)vi) = 3" @) def (0) = 3 (@)l IP) = def12.

iel iel icl

In conclusione, V' & uno PG per f. O

Vale allora il seguente generale

Lemma 3.5. (di deformazione)
Sia f € CY(B;R) e sia c € R con c ¢ Verit(f). Se f soddisfa (PS)., allora esistono € > 0
ed una deformazione ¢ € C(B;B), tali che:

(i) () =z, Vz¢ f_l([c—Qs,c—i—Qe]);

(ii) (fe=) C fo°.
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Dimostrazione. Poiché f € C'(B;R), dal Lemma , esiste uno PG per f,
V € Lip;o.(B";B).

La dimostrazione é analoga a quella del Lemma usando nel problema di Cauchy una

opportuna funzione costruita con la funzione V; per completezza la riportiamo di seguito.

Prima di tutto, visto che ¢ ¢ Verit(f) ed f soddisfa (PS)., dal Lemma [3.1] si ha che
Je>0 te. [dofls >2e, Vze f([e—2e,c+ 2]). (27)
Per comodita, definiamo i seguenti sottoinsiemi di B:
A= f(e—2¢e,c+2¢), B=f"c—e,c+e]).

Adesso consideriamo la seguente funzione

B dist(z,B\ A)
 dist(z,B \ A) + dist(x, B)’

Yv:B — R, P(x)

Si ha che ¥ € Lip;e(B;R), inoltre

Y(x) =0, sex €B\ A
P(x) =1, sex € B
Infine definiamo la funzione
V(z)
V(@) T E A
e £ 11
U:B — B, U(z) =
0, reB\ A
Si ha che ¥ € Lip;,(B;B). Ora, per ogni x € B, consideriamo ora il seguente Problema di
Cauchy
(28)
77(07 .7)) =,
0
dove abbiamo denotato 7(t,z) = 8—Z(t, x). Poiché ¥ € Lipy,.(B;B), il problema

ammette una (unica) soluzione
n(-,z) € CH(R;B), VzcB.
In particolare, dai teoremi di dipendenza continua dal dato iniziale, si ha

n € C(]0,1] x B; B).
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Poniamo

p:B—B, o(x) =n(1,x).

In questo modo ¢ € C(B;B) ¢ una deformazione in B. Inoltre, poiché
U(z) =0, VreB)\A,

allora ¢ soddisfa la condizione (i) della tesi. Per quanto riguarda la seconda condizione,
proviamo innanzitutto che per ogni x € B, la funzione composta f(n(-,z)) & decrescente.

Notiamo che la precedente composizione & di classe C', quindi calcoliamo

P(n(t, x))

g . e (V7). n(t ) € 4
nt,r *

L (F0(1,2) = g (08, 2)) =
0, n(t,z) € B\ A.

Dalla proprieta (i) nella Definizione di Pseudo-Gradiente, si ottiene

=p(n(t, )l dneez) flls, 0t z) € A;

0, n(t,z) € B\ A.
Poiché 1 & non negativa, allora f(n(-,z)) ¢ decrescente. Sia ora x € fT¢. Se
Jte€0,1) te. f(n(t,x)) <c—c¢,

allora
fle(@)) = f(n(l,z)) < c—e,

cioé p(z) € fe7¢. Quindi, resta da provare che se x € B, allora non puo accadere che
fn(t,z)) € (c—e,c+e], Vtel0,1]. (29)
Infatti, se per assurdo valesse (29), allora poiché ¢ (z) = 1,Vz € B, da si avrebbe
Ld
@) = Fn(1.2) = F0. ) + [ (it )
1
= 1@+ [ dyen it )
1
o R
0

che ¢ in contraddizione con (29). Quindi ¢ soddisfa anche la condizione (i) della tesi. [

44



Osservazione 3.4. Sia f € C'(B;R), limitata dal basso, cioé

c:= inf f(z) > —o0.
zeB

Se f soddisfa (PS)¢, allora ¢ € Verit(f), in particolare f ammette un punto critico di
minimo, cioé

daxgeB t.c. C:f($0) :migf(l’), dzo f = 0.
e

Infatti, se ¢ ¢ Verit(f), allora dal Lemma di deformazione esisterebbero ¢ > 0 ed una

deformazione ¢ € C(B;B), tali che:

p(fre)c e,

Ma fet¢ £ 0, mentre f<¢ =0 e questo ¢ assurdo.
In maniera analoga, se f ¢ limitata dall’alto e soddisfa la condizione di Palais-Smale al

livello dell’estremo superiore, allora f ammette un punto critico di massimo.
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4 Primi teoremi di minimax

4.1 Principio di minimax

In questa sezione vediamo una prima applicazione del Lemma di deformazione[3.5] Iniziamo

dando la seguente definizione.

Definizione 4.1. (Flusso) Sia X uno spazio topologico. Una funzione n € C(R x X; X) si
chiama flusso, se
n(0,z) =z, VzelX,

ed inoltre soddisfa la sequente proprieta di gruppo:
77(t7')o77(3a') :n(t777(37)) :n(t+87')7 Vtus € R. (30)

In particolare un flusso genera una famiglia ad un parametro di omeomorfismi, cioé per
ogni t € R, la mappa n(t,-) : X — X é un omeomorfismo, la cui inversa é n(—t,-).

Dato un flusso n, una famiglia A di sottoinsiemi di X si dice n-invariante se:
nt,A)e A VAcA VteR

Se la precedente proprieta vale per ogni t > 0, la famiglia A si dice (positivamente) n-

mvariante.

Osservazione 4.1. Analogamente, una funzionen € C([0, +o00)xX; X) si dice semiflusso
se
n(0,z) =z, VzelX,

ed inoltre soddisfa la sequente proprieta di semigruppo:
77(75,')077(8,'> :77(75,77(&')) :77(754‘57')7 Vt>5 > 0.

Inoltre, dato un semiflusso n, una famiglia A di sottoinsiemi di X si dice (positivamente)
n-invariante se:

nt,A)e A VAeA Vt>0.
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Osservazione 4.2. La funzione n definita nella dimostrazione del Lemma di deformazione

(oppure[3.8) & un esempio di flusso (e anche semiflusso).

Dimostriamo ora il seguente risultato dovuto a R.S. Palais; si veda [12].

Teorema 4.1. (Principio di minimaz)
Sia f € CY(B;R) una funzione che soddisfi (PS). Sia ora A una famiglia di sottoinsiemi

di B, n-invariante per ogni flusso n per cui

f(n(-,x)) é decrescente, ¥V x € B. (31)
Poniamo
c:= inf sup f(x). (32)
AcA z€A

Se c € R, allora c € Verit(f) (cioé f ammette un punto critico).

Dimostrazione. Sia ¢ € R e supponiamo per assurdo che ¢ ¢ Verit(f). Poiché f soddisfa
(PS), in particolare (PS),, allora dal Lemma di deformazione [3.5] esisterebbero & > 0 ed un
flusso 7 con la proprieta ([31)). Inoltre, la deformazione ¢ € C(B;B), data da p(z) = n(1, z),
per ogni x € B, verifica in particolare p(f¢t¢) C f¢¢. Usando la definizione di ¢ come

estremo inferiore, si ha che

JApe A tc. sup f(z) <c+e,
T€Ap

cioe Ag C f¢*¢. Poniamo A = n(1, Ag) = ¢(Ap). Poiché A ¢ n-invariante, allora A; € A.
Inoltre

f("?(LiE)):f(SO(?«“)) <c—g, Ve A,

cioe Ay C f¢¢. Allora si avrebbe

c¢= inf sup f(x) < sup f(z) <c—g¢,
AcA z€A €A

cioé ¢ < 0, ma questo & assurdo. ]

Osservazione 4.3. Dalla precedente dimostrazione si nota che basterebbe che f soddisfi

(PS)e, con ¢ definito in (32).

Osservazione 4.4. [l precedente risultato vale anche usando una famiglia A di sottoinsiemi

(positivamente) n-invariante, rispetto ad ogni flusso (o semiflusso) con la proprieta (31)).
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Dal Teorema si ottengono alcune generalizzazioni di risultati di tipo Weierstrass (si
confrontino con 1'Osservazione [3.4)).

Esempio 4.1. Sia f € C'(B;R). Se

c:= ;Iel]{%f(.f) > —00,

ed [ soddisfa (PS)., allora f ammette un punto critico di minimo. Infatti, sia
A= {{z}, te zeB}.

Allora A é n-invariante per ogni flusso n e si ha

inf sup f(z) = inf f(x) =,
AeA z€A z€B

quindi ¢ € Verit(f), cioé
Jxg€B tc. c= f(xg) = miﬁf(x), dyo f = 0.
[AS
Esempio 4.2. Sia f € C'(B;R). Se

¢ = sup f(z) < +oc,
zeB

ed [ soddisfa (PS)., allora f ammette un punto critico di massimo. Infatti, sia
A= {B}.
Allora A é n-invariante per ogni flusso n e si ha

inf sup f(z) =sup f(z) = ¢,
AeA z€A z€B

quindi c € Verit(f), cioé

dzg e B t.c. c:f(a:o):maéif(x)a dyof = 0.
xre
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4.2 Teorema del passo montano

In questa sezione dimostriamo il famoso "Mountain pass theorem" dovuto a A.Ambrosetti-
P.H.Rabinowitz del 1973, si veda [4].

Teorema 4.2. (del passo montano)
Sia f € C'(B;R). Supponiamo che esistano r € R, v € B con ||v|| > r > 0, tali che:

b= inf f(z) > max{f(0), f(v)} =: a, (33)
dove
S={zeB tc |z||=r}

Se f soddisfa (PS), allora f ammette un punto critico xo € B tale che f(xo) > b

In particolare, definendo
I = {y € C([0.1;B) te. (0)=0, 7(1) =7}

e ponendo

¢:= Inf o f(r(@)), (34)

allora si ha che ¢ > b ed inoltre ¢ € Verit(f), cioé
JxgeB te. flxo) =c, dyf=0.

Dimostrazione. Prima di tutto, osserviamo che se v € I', allora vale la seguente proprieta
di intersezione

S0 ([0,1]) # 0. (35)
Quindi

b < max f(y(1)), VyeT,
t€[0,1]

cosi dalla definizione di ¢ in (34)), si ottiene

< =c.
2y s f(r(t) =c

Supponiamo ora, per assurdo, che ¢ ¢ Verit(f). Poiché f soddisfa (PS), in particolare
(PS)., allora dal Lemma di deformazione esisterebbero ¢ > 0 ed una deformazione
¢ € C(B;B), tali che:

(i) p(z) =2z, Vz¢ ffl([c —2e,c+ 25]);
(ii) p(fers) C fo=.
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In particolare, poiché b > a, possiamo supporre senza perdere di generalita che ¢ — 2¢ > a.

Dalla definizione di ¢, come estremo inferiore,

Fp el tc. m[a>1<]f(70( )) Sc+te,

cioeé yo([0,1]) C fCJrs Poniamo 1 = po~. In questo modo v; € C([0, 1];B), in particolare
7([0,1]) C f¢7¢, ed inoltre

71(0) = ©(70(0)) = ¢(0) = 0;

1(1) = ¢(10(1)) = ¢(@) =7.

Quindi v; € T'. Allora si avrebbe

TR0 = gy ) e e

cioé £ < 0, ma questo & assurdo. ]

Osservazione 4.5. Come nell’Osservazione[{.3, dalla precedente dimostrazione si nota che

basterebbe che f soddisfi (PS)., con ¢ definito in (34).

Il prossimo esempio, dovuto a H. Brezis e L. Nirenberg (si veda [6]), mostra una funzione
che ha la struttura del passo montano , ma per cui non vale (PS); in particolare il

Teorema del passo montano non si applica.

Esempio 4.3. Sia f € C®°(R%R), f(x,y) = 2% + (1 — 2)3y2.

Si ha
f£(0,0) = f(2,2) =0.
Inoltre
Vi(z,y) = (2¢ = 3(1 —2)%7%,2(1 - 2)°y) ,
cosi

Vf(x,y) = (070) — (x,y) - (0,0) )

quindi f ammette ['origine come unico punto critico. Ora,

1 1 1 1
> a2+ 2 > — =
Jy) 2 a®+ > S04yt = o se @yl = ;

Quindi, usando le notazioni del Teorema del passo montano st ottiene in particolare

che la condizione e verificata, cioé

b:= inf f(z,y)> 3i >0 =max{f(0,0), f(2,2)} =: q,

(z,y)eS 2
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dove

s={@n e te @)=}

Infine, f non soddisfa (PS)1. Infatti, notando che f(1,y) = 1, per ogniy € R, consideriamo

ad esempio la sequente successione

{(zk, 1)} C R?, (k, yr) = (1 - %, §k> .

In questo modo si ha

for,yp) —— 1
k——+oco

Vf(l’k, yk) Em— (0, 0).

k—+o00

Quindi {(zr,yx)} C R? ¢ una successione di Palais-Smale per f al livello 1, ma poiché
(xk, yk)|| € divergente, non pud ammettere sottosuccessioni convergenti. Per cui f non
soddisfa (PS)1; in particolare, il valore ¢ = 1 ¢ esattamente il valore definito in ,
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4.3 Applicazioni a PDEs di tipo ellittico. I

Mostreremo ora l'esistenza di una soluzione debole per il problema considerato nell’Esempio
In particolare abbiamo il seguente

Teorema 4.3. Sia 0 C R™ un aperto limitato, con n > 3. Consideriamo il seguente

Problema di Dirichlet, per il Laplaciano, su

—Au(x) = f(u(z)), =€
(36)
u(z) =0, x € 00

dove
2n

n—2
Allora esiste ug € H (Q;R) soluzione debole non banale (ug % 0) per il problema @)

fFiR=R, fE=[EP peR, 2<p+1<2t=

Dimostrazione. Poniamo H = H}(;R) e, grazie alla disuguaglianza di Poincaré ,

consideriamo su H la norma equivalente

1
lul| = (/ |Vu(a:)|2das>2 . VueH,
Q

e il relativo prodotto scalare
(u,v) :/(Vu(:v),Vv(:U)>dm, Vu,v € H.
Q
Consideriamo ora il seguente funzionale £ : H — R

1 1 1 1 1
E(u) = 3 /Q |Vu(w)|2daj — m /Q |u(x)|P+1dx = 5\|u||2 _ ﬁnunﬁgl.

Dall’Esempio sappiamo che il funzionale é ben definito, in particolare E € C'(H;R),
ed inoltre u € H é soluzione debole del problema se e solo se u & punto critico per E,
cioé

dyE(h) =0, Yh € H,

dove

dyE(h) = /Q<Vu(x),Vh(:U)> — f(u(x))h(z)dx, Vh e H. (37)

Per mostrare ’esistenza di punti critici per £ utilizziamo il Teorema del passo montano
bisogna verificare che E ha la struttura del passo montano, cio¢ esistono a,b € R che
verificano la condizione (33)); infine bisogna mostrare che E soddisfa (PS).
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Prima di tutto £(0) = 0. Ora, sempre dall’Esempio [2.2] sappiamo che il funzionale E non
é limitato inferiormente. Infatti, se u € H, ||a|| # 0, considerando la successione {uy} C H,

con ug(z) = ku, si ha

k2 L1
E(ug) = E(ku) = 5 /Q |Va(x)|2d:c — / |u(x |P+1dg; —_— 0.

k—o0

Quindi, poiché p + 1 > 2, esiste k& € N tale che E(Ea) < 0. Poniamo ¥ = k; inoltre non &

restrittivo supporre anche ||7|| > 1. In questo modo
a :=max{F(0), E(v)} = 0.

Adesso, ricordiamo che dai Teoremi di immersione [I.6] si ottiene in particolare la seguente

disuguaglianza di Sobolev
30, >0 tc. |Jullpper < Cyllull, Vu € H. (38)

Allora, per ogni u € H, si ha la seguente stima

1 1 crtt 207!
E(u) = §Hu||2 - ﬁll ulPt > §H ul®> - +1H ullPtt = ||u||2 1-— pil ulP~ ) .

Poiché p—1>10

p+1
dr >0 t.c. 1—20 -1 > 0;
p+1

inoltre non & restrittivo supporre anche r < 1, in modo da avere ||[T]| > r. In questo modo,
si ottiene

b:= inf E(u) >0 = a,
uesS

dove
S={ueH tc. |ul|=r}

Quindi la condizione é soddisfatta.

Per quanto riguarda (PS), procederemo in due passi: prima mostreremo che per E vale
la proprieta di decomposizione del gradiente, poi proveremo che ogni successione di
Palais-Smale per E ¢é limitata; la conclusione seguira del Corollario [3.1}

A questo scopo, per comodita poniamo le funzioni

1 1
AHSR O AW)=g /Q Vo) Pdz = 3 ul,

1
G:H—-R )P de = P
5 p—i—l/‘u )| T = +1”“Hy+l

In questo modo
E(u)=A(u) — G(u), YuecH
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e dalla formula per il differenziale di F, si ha
dyE(h) = d,A(h) — d,G(h) = (u, h) —/ fu(z))h(x)dz, Vu,h e H.
Q
In particolare, poiché
dyE(h) = (VE(u),h), Vu,hecH,

si ottiene

VAu)=u, YueHl

e quindi

VE(u) =u—VG(u), VueH.

Vogliamo mostrare che la mappa
d()G :H — H*

¢ compatta; ovviamente, dalla Definizione [I.6] e dall’Osservazione [I.3] anche la mappa

VG:H— H (39)

sara compatta.
Sia quindi {u;} € H una successione limitata, allora esiste una sottosuccessione {u;, } C

{uy} debolmente convergente a qualche uy € H. In particolare, poiché I'immersione
2 H — LPY(Q;R)
cpt

¢ compatta, allora la sottosuccessione {u;, } C LPT1(Q;R) converge a ug € LPTH(Q;R), in
norma LPT! (si veda I’Osservazione [1.10)). Adesso, poiché la mappa,

U R) — L (O R),

u— |uP

41 +1
¢ continua, la sottosuccessione {f(u;,)} C LPT(Q;R) converge a f(ug) € LPT(Q;R), in

norma Lppi. Allora, per ogni h € H, usando le disuguaglianze di Hoélder 15} e di Sobolev
, si ha
|du;, G(h) = du,G(h)] < /Q | (ugi. () = f(uo(x))] |h(z)|dz
<17 (i) = f(o)ll e [l
< Cill £ (uje) = f(uo)|l esr [|1l]

Quindi

| du;, G = duoGllm= < Cs|[f () = f(uo)l| pt2 ———0.

ik L7 kotoo
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In questo modo, abbiamo provato che data {ux} C H successione limitata, I'immagine
{d,, G} C H* ammette una sottosuccessione convergente in H*; in altri termini la mappa
dyG & compatta (e anche VG).

Una dimostrazione alternativa della compattezza della mappa VG, pud essere fatta usando
un opportuno operatore inverso del Laplaciano, definito utilizzando il Teorema di Lax-
Milgram (si veda il Lemma

Resta ora da provare che ogni successione di Palais-Smale per E é limitata. Sia allora c € R

arbitrario e {ug} C H una successione di Palais-Smale per E, al livello ¢, cioé:

E(uk)—>(R) c;
k——+o0
VE(u) —2 0.
k——+oco
Si ha, per ogni k € N,
1 1 1 1 1
- E - 2 - p+1 - FE - = 2
(VB () ) = gl — ol = B + (5 5 ) ol
cloe
(5 57 ) sl = Blun) = 4 (V) ) (10)
— — ——— | |lug |l = E(ug) — —— Ug), Uk ).
2 p+1 F k p+1 k/r Tk

Poiché 2 < p+ 1, allora (% — zﬁ) > (; inoltre usando le condizioni di Palais-Smale sulla
successione, esistono due costanti positive My, Mo, tali che per ogni k € N,

|E(uk’) - C| S M17
(VE(ug), ur)| < [[VE(ug)|| llugll < Mz |lug|-

Quindi, da (40)), possiamo scrivere

1 1

(5= i) ol < v 2+

My
p+

el VEEN.

Questo mostra che {ug} C H ¢ limitata. A questo punto, dal Corollario [3.1} possiamo
concludere che E soddisfa (PS).
Infine, dal Teorema del passo montano 4.2 si ottiene che E ammette un punto critico

ug € H; in particolare, poiché
E(up) > b>a=0=E(0),

allora ug # 0. Questo conclude la dimostrazione. O
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Osservazione 4.6. [l precedente risultato di esistenza, Teorema si generalizza senza
difficolta a casi pin generali (si vedano ad esempio [2], [14)]). Ad esempio, dato Q@ C R"™
aperto regolare, n > 3, sia L un operatore ellittico del secondo ordine in forma di divergenza,
cioé

Lu(z) = div(A(z)Vu(z)),

dove A & una matrice nxn con coefficienti regolari su Q, simmetrica e strettamente definita
positiva (in particolare, se A(x) = I, allora Lu = Au).

Consideriamo il sequente Problema di Dirichlet su Q)

—Lu(z) = f(zx,u(z)), =€

u(z) =0, x € 0N

dove

(i) f€CQxR;R);

(i) 3a,b>0 tec |f(x,t)<a+bt|]P, con 0<p<2*—1, peR;

(111) f(x,t) =o(|t]), per t—0;

(iv) posto F(z,§) = /0E f(z, t)dt, esistono delle costanti p > 2, r > 0, tali che

0 <pF(z,§) <&f(x,8), per [§] =7

Allora il problema ammette una soluzione debole non banale u € H&(Q;R), cloé

/(A(m)Vu(:z:),Vh(:c)>d:c = / f(z,u(z))h(x)dx, Yh e CF°(;R).
Q Q

Lidea é applicare il Teorema del passo montano al sequente funzionale

E: H)R) - R, E(u) = ;/Q<A(:E)Vu(x), Vu(z))dr — /QF(JU,U(:C))d:c

Osservazione 4.7. Nelle ipotesi del precedente Teorema se Q ¢ un aperto regolare,
mediante un procedimento di tipo "bootstrap” si ha che se ug € Hg(Q;R) ¢ soluzione debole
del problema (@), allora ug € soluzione classica di (@, cioé uy € C*(;R); si veda il
Teorema e I’Osservazione [A 1l
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Osservazione 4.8. In contrasto con il risultato di esistenza espresso dal Teoremal4.5, se
¢ un dominto stellato rispetto all’origine e nella funzione f l'esponente della non linearita
soddisfa p + 1 > 2%, allora si dimostra che non esistono soluzioni classiche non banali

per il problema di Dirichlet @; lidea é usare un classico risultato noto come Identita di

Pohozaev (si vedano il Teorema[A.§ e il Teorema[A.9 ).

A conclusione di questa sezione, vogliamo mostrare come trattare anche altri tipi di non

linearita; si veda ad esempio [2].

Osservazione 4.9. Sia Q C R" un aperto regolare, con n > 3. Poniamo H = H} (4 R) e

consideriamo

Lp+1»

G:HoR, w/i\u P+ de = Aggfuuup+1
p+1 +1

dove

2
1<p+1<2*:7n p €R.
mn

—
Ragionando come nell’Esempio e nella dimostrazione del Teorema si ha che G ¢
debolmente continua e differenziabile (in particolare d(.\G : H — H* ¢ compatta).

In questo modo 1 funzionali

1 1
E,:H— R, Ei(u) = 2/ \Vu(z)|?dz + p+1/ lu(z)|PTde, 1<p+1<2*
Q Q

1
Er:H— R, EQ(u):2/yvU( 2d$—/|u WPlde, 1<p+1<2
Q

sono coercivi, deb. inf. semi-cont. e differenziabili. Quindi, dal Teorema[I.1], Ey ed Es
ammelttono punti critici.
Ovviamente 1 precedenti funzionali ammettono la soluzione identicamente nulla; comunque

questt risultati si generalizzano e valgono anche considerando in modo opportuno

:AF@mmm,

con F definita come nell’Osservazione [{.6
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5 Teorema di linking

5.1 Link

Vogliamo vedere alcune generalizzazioni dello schema di minimax. Partiamo introducendo

una condizione topologica che generalizza la proprieta di intersezione espressa in (35)).

Definizione 5.1. (Link)
Sia B uno spazio di Banach e V. C B un suo sottospazio chiuso. Consideriamo due sot-

toinsiems chiusi S C B, @ C V, e denotiamo con Oy Q la frontiera di Q relativa o V.
Posto

I'= {’yEC(Q;B) t.c. v(v)=w, VUE(?VQ}, (42)
si dice che S e OyQ "link" (o creano un link), se:

(i) SNovQ = 0;

(ii)) SNv(Q) £0, Vyel.

Al fine di illustrare alcuni risultati ed esempi sul link, richiamiamo le seguenti proprieta del

grado topologico; si vedano ad esempio [2], [13].

Teorema 5.1. (Grado di Brouwer)
Sia 2 C R™ un aperto limitato e siano f € C(Q;R™), p & f(0Q). Allora ¢é ben definito un

numero intero, detto grado topologico (di Brouwer) di f in S relativo a p, che si indica
deg(f,9,p) € Z,
il quale verifica le sequenti proprieta:

) 1, sepef
(i) deg(Id, 2, p) =
0, sep¢

(i1) se deg(f,Q,p) #0, allora 3xo € Q t.c. f(xo)=p;
(1i1) deg(f, €, p) = deg(f — p,€2,0);
() se Q= Q1UQy, con Q1 NQs =0 allora

deg(f7 Q,p) = deg(fa Qlap) =+ deg(f7 Qva);
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(v) sia n € C([0,1] x ;R™) una omotopia ammissibile rispetto a p & n(t,0Q) per ogni
t €[0,1], cioé
n(t,x) #p, Vtel0,1], zedQ,

allora deg(n(t,-),2, p) & costante int € [0,1] .

Osservazione 5.1. Sia Q C R"™ un aperto limitato e siano f € C*(Q;R"), p & f(00Q). Se

p ¢ un valore regolare per f, allora il grado coincide con il seqguente valore intero:

S sgn(Js(@), s fHp) £ 0
zef~1(p)
deg(f,Q,p) =
0, se f~1(p) =10

dove Jy denota il determinate della matrice Jacobiana di f.

Lemma 5.1. Sia B uno spazio di Banach e siano V, S C B sottospazi chiusi tali che
B=Vea&s,
e identifichiamo (v,s) = x € B. Fissiamo r > 0 e poniamo
Q={veV tc |v|<r}CV.
Se dim(V') < 400, allora S e Oy Q link.

Dimostrazione. Prima di tutto

Sﬂ@v@zw.

Sia ora v € I, come definito in ({42); vogliamo mostrare che S N ~v(Q) # 0. Denotando con
P :B — V la proiezione di B su V, allora S N~(Q) # 0 é equivalente a mostrare che

Jug €@ t.c. P(y(vg)) =0.

Poniamo ora
f:Q=V,  f(v)=PH())
e consideriamo 'omotopia n € C([0, 1] x @Q; V) data da
0t 0) = (1— B + t(0).

Poiché v € T', osserviamo esplicitamente che n(t, 0y Q) = Oy Q per ogni t € [0, 1], percio n

¢ ammissibile rispetto a 0, cioé

n(t,v) #0, Vtel0,1], veQ.
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Infatti, se v € Oy Q, vale

quindi
n(t,v) =v#0¢vQ =n(toyQ), Vtel0,]1].
Allora deg(n(t,-), @,0) ¢ costante in ¢ € [0, 1], in particolare
deg(fv Q, 0) = deg(n(la ')7 Q, O) = deg(n(oa ')7 Q, O) = deg(ldv Q, O) =1

quindi
Ju €@ t.c. f(ug) =0.

In conclusione, abbiamo mostrato che S e dy @ link.

Esempio 5.1. Consideriamo R2=R xR =V x S, dove
V ={(z,0) € R? 2 € R}, S =1{(0,y) € R?, y € R}.

Sia
Q={(z,0) €R? tec |z]<1}CV, Q= {(-1,0),(1,0)}.
Allora S e Oy Q link.

Lemma 5.2. Sia B uno spazio di Banach e siano Z,W C B sottospazi chiusi tali che
B=ZoW,
e identifichiamo (z,w) = x € B. Siano
20 € Z, ||zo||=1,0>0,7>0, re(0,7)

€ poniamo
V={rzp+w, TeR, we W} =Rz W,
Q={v=71z0+w, T€[0,7], we W, ||w]| <} CV,
S={zc2 l=rcz

Se dim(W) < +o0, allora S e Oy Q link.
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Dimostrazione. Prima di tutto

Sﬂa\/Q:@.

Inoltre, notiamo che anche dim(V) < +o0. Sia ora v € T, come definito in (42); vogliamo

mostrare che

SNy(Q) # 0. (43)
Denotando con P : B — W la proiezione di B su W allora S N~(Q) # 0 ¢ equivalente a

mostrare che

[7(vo) = P(y(vo)) |l =,
Juvg € Q t.c.

P(v(vo)) = 0.

Facciamo ora la seguente identificazione
V=RzgdpW~RxW

Vaov=1z+wx(r,w).

Quindi, considerando la funzione
F:Q=V, )= f(r,w) = (v(v) = P(y()], P(v(v))),
allora S Ny(Q) # 0 & equivalente a mostrare che
Jvg = (10, w0) € Q t.c. f(vo) = f(70,w0) = (r,0) = vy.
Consideriamo T'omotopia 7 € C([0,1] x Q; V) data da
n(t,v) = (1=t +tf(v),

n(t, 7 w) = (1= )7+ tlly(v) = POy(w)I], (1 = w + tP(y(v))).

Poiché v € T', osserviamo esplicitamente che n(t, 9y Q) = Oy Q per ogni t € [0, 1], percio n

& ammissibile rispetto a v,., cioé
n(t,v) v, Vte[0,1], veQ.
Infatti, se v € Oy Q, vale
f) = frw) = (v —wl,w) = (r,w) =,
quindi
n(t,v) =n(t,7,w) = (r,w) =v# v ¢ vQ=n(t0vQ), Vtel01]
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Allora deg(n(t,-), Q,v,) é costante in ¢ € [0, 1], in particolare

deg(f, Q, Ur) = deg(n(lv ')7 Q, Ur) = deg(n(oa ')v Q, Ur) = deg(lda Q, 'Ur) =1

quindi
Jug € Q tc. flug) = vy

In conclusione, abbiamo mostrato che S e dy @ link. O

Osservazione 5.2. Se nel Lemma st pone Z =B e W = 0, allora scegliendo zy € B

come nell’enunciato, si ha
V = {720, 7 € R} =Rz, Q={v=r"z, T€[0,7]}.

Quindi la condizione ¢ equivalente alla proprieta di intersezione (riparametriz-
zando Uintervallo [0,1]) che appare nella dimostrazione del Teorema del passo montcmo

dove U =Tz, |[v]| =7 >r > 0.
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5.2 Teorema di linking

Vediamo ora alcune generalizzazioni del Teorema del passo montano .2l Partiamo con il

seguente generale risultato.

Teorema 5.2. (Teorema di linking)
Sia f € C1(B;R) e siano V C B un sottospazio chiuso e S C B, Q C V, due sottoinsiemi

chiusi. Supponiamo
(i) S e OyQ link;

(i) b:= ;relgf(x) > uggf(g f(v) =:a;

(113) d = sup f(v) < +00.
vEQR

Se f soddisfa (PS), allora f ammette un punto critico xy € B tale che f(xg) > b.
In particolare, definendo I' come in e ponendo

¢ := inf sup f(y(v)), (44)
~el' veQ

allora si ha che ¢ > b ed inoltre ¢ € Verit(f), cioé
Jxg€B te. flxog)=c, dyf=0.

Dimostrazione. Prima di tutto, da (i) e (i7) si ha b < ¢, inoltre da (ii7) si ottiene ¢ < d,
quindi ¢ € R. Supponiamo ora, per assurdo, che ¢ ¢ Verit(f). Poiché f soddisfa (PS),
in particolare (PS)., allora dal Lemma di deformazione esisterebbero € > 0 ed una
deformazione ¢ € C'(B;B), tali che:

(i) o)==z, Vad¢ ffl([c —2e,c+ 25]);
(i) (/) C fo.

In particolare, poiché b > a, possiamo supporre senza perdere di generalita che ¢ — 2¢ > a.

Dalla definizione di ¢, come estremo inferiore,

dy €l tc. sup f(yw(v)) <c+e,
veQR

cioé (@) C f¢T¢. Poniamo 71 = ¢ o 7yg. In questo modo v; € C(Q;B), in particolare
7(Q) C f°7¢, ed inoltre

VoedvQ, m(v)=p()=pl) =0
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Quindi v; € I'. Allora si avrebbe

¢ = inf sup f(y(v)) < sup f(n(v)) Sc—e¢,
~el veQ vEQR

cioé ¢ < 0, ma questo & assurdo. ]

Osservazione 5.3. Anche in questo caso, come nelle osservazioni[{.5 e dalla prece-
dente dimostrazione si nota che basterebbe che f soddisfi (PS)c, con ¢ definito in .

Mostriamo ora due casi particolari del Teorema di linking[5.2]che si ottengono come semplici

corollari.

Teorema 5.3. (del punto di sella)
Sia f € C1(B;R) e siano V, S C B sottospazi chiusi tali che

B=Ve&Ss,
e identifichiamo (v,s) = x € B. Fissiamo r > 0 e poniamo
Q={veV te |v|<r}CWV.
Supponiamo dim(V) < +oo, e
b := inf >
Inf f(s) > max f(v)

Se f soddisfa (PS), allora f ammette un punto critico xy € B tale che f(xg) > b.
In particolare, definendo I' come in e ponendo

¢ := inf max f(y(v)), (45)

allora si ha che ¢ > b ed inoltre ¢ € Verit(f), cioe
Jxg€B te. flxog)=c, dypf=0.

Dimostrazione. Segue dal Lemma [5.1] e dal Teorema di linking [5.2] O

Esempio 5.2. Consideriamo la funzione f € C(R?; R)

fla,y) = —a® +y°

Riprendendo U"Esempio poiché f soddisfa (PS), allora il precedente Teorema del punto
di sella permette di mostrare 'esistenza di un punto critico (di sella) per f.
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Teorema 5.4. (del passo montano generalizzato)
Sia f € C1(B;R) e siano Z,W C B sottospazi chiusi tali che

B=2ZaW,
e identifichiamo (z,w) = x € B. Siano
20€Z, ||20)=1,0>0 7>0,re(0,7)

e poniamo
V=A{rzp+w, TeR, weW}=Rzgd W,
Q={v=r120+w, T€[0,7], we W, ||w]| <} CV,
S={zeZ ||z||=r} C Z

Supponiamo dim(W) < +o0, e

b:= inf > =:a.
B> g ) =

Se f soddisfa (PS), allora f ammette un punto critico xy € B tale che f(xg) > b.
In particolare, definendo I' come in e ponendo

:= inf
c ;Ielrgleaécf(v(v)),

allora si ha che ¢ > b ed inoltre c € Verit(f), cioé
Jxg€B te. flxg)=c, dyf=0.

Dimostrazione. Segue dal Lemma [5.2] e dal Teorema di linking [5.2]

Osservazione 5.4. Se nel Teorema del passo montano generalizzato st pone Z =

W =0, allora scegliendo zo € B come nell’enunciato, si ha

V ={r20, 7 € R} =Rz, Q={v=r"z, T €[0,7]}.

Be

Quindi si ritrova il classico Teorema del passo montano conv =Tz, ||v| =T >1r > 0.
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5.3 Applicazioni a PDEs di tipo ellittico. II

Vogliamo ora considerare una generalizzazione del Problema di Dirichlet lineare agli auto-
valori, ottenendo un risultato analogo al Teorema .3} partiamo richiamando alcuni aspetti

del caso lineare; si vedano ad esempio [2], [10].

Sia €2 C R™ un aperto limitato, con n > 3. Consideriamo il seguente Problema di Dirichlet

lineare agli autovalori, per il Laplaciano, su 2

—Au(z) = u(z), z€Q, AeR
(48)
u(z) =0, x € 00

Posto H = H}(Q;R), diciamo che una funzione u € H & soluzione debole del problema ,
se esiste A(©2) = A € R tale che

/(Vu(:z:),Vh(:v»d:U: )\/ u(z)h(x)dzx, Yhe C;°(Q;R);
Q Q

in questo caso A viene detto autovalore per il Laplaciano mentre u & la relativa autofunzione.
Si ha che il problema ammette una successione {\;} C R di autovalori tali che

D<M < <A<, lim A\ = +oo,
k—+o0

dove ogni autovalore compare con la propria molteplicita, in particolare il primo autovalore
A1 & semplice ed é I'unico autovalore ad avere una autofunzione a segno costante.
Chiamiamo {¢} C H la successione di autofunzioni relative a {A\x} C R, con 91 > 0 e tali

che
1, sek=j

/ (Vibu(), Vi () = ,
Q 0, sek+#j

Valgono allora delle caratterizzazioni variazionali usando il seguente quoziente di Rayleigh

/Q |Vu(z)|*ds

R =2
/Q () [2dac

uweH, wu#0.

Per k € N, poniamo

Vit = {u €H t.c. /(Vu(x),ij(m»dl’ =0,7= 17--~7k}7
Q
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allora si ha

A1 =minR(u),
u#0

A = min R(u), k>2.
uEVk{1

u#£0

Osservazione 5.5. Con la precedente caratterizzazione del primo autovalore del Laplacia-

no, la disuguaglianza di Poincaré[10 si riscrive nel sequente modo

/ () 2de < — / Vu(z)2de, Vu e H. (49)
Q A1 Jo

Consideriamo ora il seguente Problema di Dirichlet non lineare agli autovalori, per il
Laplaciano,
—Au(z) = Au(z) + f(zr,u(x)), z€Q, AeR
(50)
u(z) =0, x € 00
dove f & un’opportuna funzione assegnata. Diciamo che una funzione v € H & soluzione

debole del Problema di Dirichlet (50)), se

/(Vu(x),Vh(x))dx = / Au(x)h(x) + f(z,u(x))h(x)dz, Yhe C5°(QR),
Q Q
con f tale che 'ultimo integrale sia finito.

Vale il seguente risultato

Teorema 5.5. Sia 0 C R™ un aperto limitato, con n > 3. Consideriamo il seguente

Problema di Dirichlet non lineare agli autovalori, per il Laplaciano, su )

—Au(z) = du(x) + f(u(z)), z€Q, AeR
(51)
u(z) =0, x € 00

dove
2n

n—2
Allora, per ogni A\ € R, esiste ug € HE(Q;R) soluzione debole non banale (ug % 0) per il

problema ([51)).

FIR=R, fE =[P peR, 2<p+1<2*=
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Dimostrazione. Prima di tutto, grazie alla disuguaglianza di Poincaré (|10)), consideriamo

su H la norma equivalente

1
lul| = (/ |Vu(a:)|2da?>2 . VueH,
Q

e il relativo prodotto scalare
(u,v) :/<Vu(:v),Vv(:r)>dm, Yu,v € H.
Q

Consideriamo ora, dato A € R, il seguente funzionale £y : H — R

Bx(u) —;/Q]Vu(x)]de—;\/Q]u(x)Ide—pil/Q\u(x)\pﬂdx

1 2 A 2 1 p+1
= 5l = Sllullze — 7

Ragionando come nell’Esempio [2.2] si ha che il funzionale ¢ ben definito, in particolare
E) € C'(H;R), ed inoltre u € H & soluzione debole del problema, se e solo se u & punto
critico per E), cioé

dyEx\(h) =0, Vh € H,
dove

dyEx(h) = /Q<Vu(a:), Vh(z)) — Au(z)h(z) — f(u(z))h(x)dz, Vh e H. (52)

Distinguiamo ora due casi in relazione al valore A € R.

Se A < Ap, allora la quantita

definisce una norma equivalente su H. Infatti, dall’Osservazione usando la disugua-
glianza di Poincaré si ha:

e se A <0, vale

A A
ol < [ [Fu@Pas - [ u@pPae< (1= ) ol (1-5) >0

e se 0 <\ < Ap, vale

(1 _ A> lull? < / V() s — )\/ () 2dz < |[ul?, (1 _ A) - 0.
A1 Q Q A1

Allora si puo considerare su H la norma equivalente || - ||; in questo modo il funzionale si
scrive

1 1 1
Ex(u) = 5”””3 - mI\UII’LPH
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e ’esistenza di punti critici non banali per F si pud provare utilizzando il classico Teorema
del passo montano [.2]
Se invece A1 < ), allora esiste k € N tale che

M <AL /\k+1' (53>

Per mostrare Desistenza di punti critici per E) vogliamo utilizzare il Teorema del passo
montano generalizzato bisogna costruire gli opportuni insiemi per creare un link e
verificare che esistano a,b € R che verificano la condizione (46); infine bisogna mostrare
che E) soddisfa (PS).

Poniamo allora

W:Span{d}lw"awk}gHa Zzspan{w]ﬁ ]Zk+1}gHa
cosi Z, W C H sono sottospazi chiusi, con dim(W) < +o0, tali che
H=2ZaoW,

e identifichiamo u = (z,w) € H. Notiamo esplicitamente che, per la scelta fatta sulle
autofunzioni, si ha che la successione {1y} C H ¢ ortonormale in H ed & ortogonale in
L?(;R), con

L= [lgxll” = MellbellF2, VEEN.

Sia ora z € Z, allora
+oo

z = Zajwj, aj €R, Vji>k+1
j=k+1

Adesso, usando il fatto che A < A\i41 e ricordando la disuguaglianza di Sobolev , si ha

la seguente stima, per ogni z € Z

1 A 1 .
Ex(2) = g2l = Sl — — Il

m Lp+1
Lo L e
= ) Lp+1

2 2 4<% P+l
1 A 1
> - 1 - 2 _ p+1
> 5 (1 5o ) el = el
1 A crtt
2<L—>WW—‘SHNN1
2 k41 p+1
1

p+1
Sl (e A 2 ).
2 Ak+1 pt1

Poiché 1 — % > 0, ed anche p — 1 > 0, allora
k+1

A 20ptt
dr >0 t.c. 1-— -5 el S,
A1 pt1
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inoltre non é restrittivo supporre anche r < 1. In questo modo, si ottiene

b:= ;relgEA(z) > 0,

dove
S={z€Z tc. |z||=r}.

Sia ora 29 € Z, ||20]| =1 e poniamo
V={rzp+w, TeR, we W} =Rzgp W.

Per ogni v € V, ||v|| = 1, si ha (7 > 0)

2 9 41
T A TP 11
Ex(tv) = CHE ——lvl|72 - ﬁ!\vll’zw T

Quindi, poiché p+ 1 > 2 e dim(W) < +o0, allora esiste 7 > 0, tale che II]
Ex(tv) <0, Vr>7T,veV, |u|=1
inoltre non é restrittivo supporre anche 7 > 1. Poniamo
Q={v=rz0+w, T€[0,7], weW, ||lw| <7} CV.

In questo modo, dal Lemma [5.2] si ha prima di tutto che S e dy@ link. Inoltre, per
costruzione, Ey < 0 su "tre lati" di dy @, cioé dove 7 € (0,7]. Per quanto riguarda 7 = 0,

consideriamo w € W

k

w:Zaﬂ/}j, ajER, Vi=1,... k.
j=1

Adesso, usando il fatto che A\ < A, si ha la seguente stima, per ogni w € W

A p+1

1 1
Bxw) = 5wl = Sl - ol

1 A
< §HWH2 - §HwHi2
k2
= §||wH 52)\7
J=1

< _
<5 (1= 1) lul

<0.

'Per ogni v € V, |jv|| = 1, sia I, = {7 € [0,+00), t.c. Ex(tv) > 0}. Poniamo 7(v) = maxI,. Allora

7= max 7(v).
veV, [[vl=1
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Quindi, poiché in particolare E)(0) = 0, si ha

= E = 0;
a vrenaz‘z/XQ A()

in questo modo la condizione é verificata.

Resta da mostrare (PS); procederemo in due passi: prima mostreremo che per E) vale
la, proprieta di decomposizione del gradiente, poi proveremo che ogni successione di
Palais-Smale per E) é limitata; la conclusione seguira del Corollario [3.1}

A questo scopo, per comodita poniamo le funzioni
ME) =X+ (&) = A+ [P 1e.

1 1
A:H— R, A(u) = 5 /Q |Vu(:£)|2dac = §HUHZ,

A 1 A 1 .

In questo modo, dalla formula per il differenziale di E), si ha
dyEx(h) = dyA(h) — dyGa(h) = (u, h) — / H(u(z))h(z)dz, Yu,h € H.
Q

In particolare, poiché
duE)\(h) = <VE)\(U)7 h>> V’LL, h e H>

sl ottiene

VAlu)=u, YueH

e quindi
VE\(u) =u—VGy(u), YueH.

Vogliamo mostrare che la mappa
dyGx: H — H*
¢ compatta; ovviamente, dalla Definizione [I.6] e dall’Osservazione [I.3] anche la mappa
VG :H—H

sara compatta.
Sia allora {ur} € H una successione limitata, allora esiste una sottosuccessione {u;, } C

{uy} debolmente convergente a qualche uy € H. In particolare, poiché l'immersione

2 H — LPTH(Q;R)
cpt
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& compatta, allora la sottosuccessione {u;, } C LPT1(Q;R) converge a ug € LPTH(Q;R), in
norma LPT! (si veda 1’Osservazione [1.10). Adesso, poiché la mappa
ptl
p

LPPYOR) — L7 (O R),

u— A+ |uP

+1 +1
é continua, la sottosuccessione {fy(u;,)} C LPT(Q;]R) converge a f(up) € LPT(Q;R), in

p+
p

norma L 1. Allora, per ogni h € H, usando le disuguaglianze di Holder @i e di Sobolev

([33), si ha
s, G (1) = duy G| = [ 113(1, (0)) = Sn(uo@))] (e o
< 1A (3) = (o)l s [l
< Cullfa(uz) = Aol et ]

Quindi
ldu; Gx = dugGillme < Csll falwge) = faluo)ll 221 -——0.

In questo modo, abbiamo provato che data {ux} C H successione limitata, I'immagine
{du,G»} € H* ammette una sottosuccessione convergente in H*; in altri termini la mappa
dyGx & compatta (e anche VG)).

Resta da provare che ogni successione di Palais-Smale per F) & limitata. Sia allora ¢ € R

arbitrario e {uy} C H una successione di Palais-Smale per E}, al livello ¢, cioé:

E)(ug) & c;
k——+o0

VB (u) —2 s 0.
k—+oo

Ora, poiché 2 < p+ 1, sia o € (2,p+ 1), cosi per ogni k € N si ha,

1 1 A 1 "
E<VE>\(UI<:)»U19> = a||ul<:||2 — aH%H% — a“ukHI[),erl
Bxu) + (= — ) s+
= U —— = | |u
AUk a 2 k

11 ) 11 .
2 (5 =2 ) Il + (55— 5 ) bl

cioe
11 ) 1
S o= = By(up,) — —(VE
(52 ) Tl = Bxtu) = £ (V5 ) )+
11 ) 11 .
S R L7 et L 7



Poiché p—_lﬂ < é < %, allora

1 1 1 1
(s Gt

2 « p+1 «
inoltre usando le condizioni di Palais-Smale sulla successione, esistono due costanti positive
My, Mo, tali che per ogni k € N,

|Ex(ug) — | < M,

((VEx(uk), ug)| < [[VEx(ue)|| [[ugl] < Ma ||ug].

Quindi, da , possiamo scrivere per ogni k € N,

11 ) M, 11 2 1 1 +1
(5 5 ) oet? < e na e 22l (5 = 5 ) Bl + (g = 5 ) Bl 59)

Ora, poiché Q ¢ limitato e 2 < p + 1, si ha LPTY(Q;R) — L?(Q;R), quindi esiste una
costante positiva Ms tale che

lurll 72 < Ms|lugl|7pens
inoltre, dalla disuguaglianza di Young D, per ogni € > 0, esiste C; > 0 tale che

k21 < elluglZhd, + C,

con C; — +oo, per ¢ — 0. Allora, da , possiamo scrivere per ogni k € N,

11 M, 1 1 11 IR
<2 - a> lug][* < ¢+ My + 7”%” + [)\ <2 - a> M3ze + (p - aﬂ [Jug|[}5e1 + Ce,

dove 6’5 = (% — é) Ms3C.. A questo punto, possiamo scegliere ¢ > 0 tale che

11 11
A=— =) M -
) e (o)) <o

1 1 M- ~
( - a) lugl® < e+ M+ = lugl| + Ce, VEEN.

cosl

2

Questo mostra che {ux} C H é limitata. Finalmente, dal Corollario possiamo conclu-
dere che E) soddisfa (PS).

!Siano a,b due numeri reali non negativi e p,q € (1, +00), con % + % =1, allora

P q
<%
P q

In particolare, per ogni € > 0, si ha

ab < ea® +Cb?, C.=
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Infine, dal Teorema del passo montano generalizzato [5.4] si ottiene che E) ammette un

punto critico ug € H; in particolare, poiché
E)\(U()) >b>a=0= E)\(O),

allora ug Z 0. Questo conclude la dimostrazione. O

Osservazione 5.6. [l precedente risultato di esistenza, Teorema si generalizza o casi
pit generali. Ad esempio, come in , nel Problema di Dirichlet st puo considerare

un operatore L ellittico del secondo ordine in forma di divergenza ed una funzione del tipo

Iz, u(@)) = Mu(z) + f (2, u(z)),

dove L ed f sono descritti nell’Osservazione [{.0

Osservazione 5.7. Come nell’Osservazione [{. 7, nelle ipotesi del precedente Teorema [5.5,

se £ & un aperto regolare, mediante un procedimento di tipo "bootstrap” si ha che se ug €

H&(Q;R) & soluzione debole del problema , allora ug € soluzione classica di , c10€é
2(0-R) - of L ’ :

ug € C*(4;R); si veda ad esempio il Teorema e I’Osservazione .
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6 Link in dimensione infinita

6.1 Link relativo

In questa sezione vedremo come generalizzare lo schema di minimax per trattare problemi
che richiedono una proprietd di intersezione su spazi infinito-dimensionali. Introduciamo

una definizione che generalizza la proprieta di link.

Definizione 6.1. (Link relativo)

Sia B uno spazio di Banach e V. C B un suo sottospazio chiuso. Consideriamo due sot-
toinsiems chiusi S C B, Q C V, e denotiamo con Oy Q la frontiera di Q relativa a V. Sia
O C C(Q;B), allora si dice che S e Oy Q link rispetto a ®, se:

(i) SNovQ =0
(i) SNHQ)£0, Véed.

Richiamiamo le seguenti proprieta del grado topologico, nel caso di sottoinsiemi di spazi di

Banach (in generale di dimensione infinita); si vedano ad esempio [2], [13].

Teorema 6.1. (Grado di Leray-Schauder)
Sia Q C B un aperto limitato e sia f € C(S;B) una perturbazione compatta dell’identita,

cioé della forma

f(@) =2+ K(),

dove K ¢ una funzione compatta. Sia orap ¢ f(0R2), allora é ben definito un numero intero,

detto grado topologico (di Leray—Schauder) di [ in Q relativo a p, che si indica
deg(f? Q7p) e Z7
il quale verifica le sequenti proprieta:

1, sepefl

(i) deg(Id, 2, p) =
0, sep¢

(i1) se deg(f,Q,p) #0, allora Fz9g € Q t.c. f(xo) = p;
(7/“) deg(f7 Q,p) = deg(f - D, Qv O)a
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() se Q=01 Uy, con Q1 NQs =0 allora
deg(fv Qap) = deg(fa Qlap) + deg(f7 Q2ap);

(v) sia h € C([0,+00) x Q;B) una omotopia ammissibile rispetto a p ¢ h(t,08) per ogni
t €[0,+00), cioé
h(t,x) #p, Yt>0, xe€dQ,

supponiamo inoltre che h(t,-) sia una perturbazione compatta dell’identita per ogni
t € [0,+00), cioé della forma

h(t,z) =z + K(t,x), =€,

dove K(t,-) € una funzione compatta per ogni t € [0,400); allora deg(h(t,-),Q2,p) &
costante in t € [0,400) .

Definizione 6.2. (Flusso compatibile)

Sia B uno spazio di Banach e siano Z,W C B sottospazi chiusi tali che
B=ZoW,

e identifichiamo (z,w) = x € B. Diremo che n € C(R x B;B) ¢ un flusso compatibile
(con Z,W ) se
n(t,-) = L(t,-) + K(t,-),

dove, per ogni t € R

(i) L(t,) : B — B ¢ una mappa lineare, limitata e invertibile, con L(0,-) = Id e che
woltre preserva 1 sottospazi Z, W, ctoé

(i) K(t,-):B — B é una mappa compatta, con K(0,-) =0.

Inoltre, dato n un flusso compatibile, definiamo la sequente famiglia di deformazioni gene-
rate da n

@, ={¢p€C(B;B) t.c. 3t>0, per cui ¢(-) =n(t,-)}. (56)

Lemma 6.1. Sia B uno spazio di Banach e siano Z,W C B sottospazi chiusi tali che

B=ZaoW,
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e identifichiamo (z,w) = x € B. Siano
20€ 7, |20l =1, >0, 7>0, r€(0,7)

e poniamo

V=A{rzp+w, TeR, weW}=Rzgd W,
Q={v=r20+w, 70,7, weW, |w]| <} CV,
S={zeZ |z|=r}C Z
Sia ora n € C(R x B;B) un flusso compatibile tale che
Snn(t,ovQ)=0, YVt>0. (57)
Allora S e Oy Q link rispetto a ®,,.

Dimostrazione. Prima di tutto

Sﬁan:(Z).

Sia ora ¢ € ®,, vogliamo mostrare che

SNe(Q) #0, (58)
cloé
Snnt,Q)#0, Vit>0. (59)

Denotando con P : B — W la proiezione di B su W allora ¢ equivalente a mostrare

che
[n(t,v0) — P(n(t, vo))l| =1,
V>0, Jvg € Q t.c. (60)

P(n(t77)0)) =0.

Facciamo ora la seguente identificazione
V=RzxpeW~RxW

Vov=rz+w~(r,w).

Poniamo inoltre (r,0) =: v, ¢ OJyQ. Siano adesso L e K come nella Definizione
consideriamo 'omotopia h € C([0,4+00) x Q; V) data da

it ) = (It v) = POt o), 1712 Pn(t, ) )

Notiamo esplicitamente che
L7H(t, P(n(t,v))) = w+ L7 (¢, P(K(t,v))),
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con L71(t,-)oPoK (t,-) = L™1(¢t, P(K(t,-))) funzione compatta; quindi in particolare h(t, -)
¢ una perturbazione compatta dell’identita per ogni ¢ € [0, +00). Inoltre, dalla condizione
(57), si ha che h ¢ ammissibile rispetto a v, ¢ h(t, 9y Q) per ogni t € [0, 400), cioe

h(t,v) #v,, Vt>0, veEyQ.

Allora, dalle proprieta del grado di Leray-Schauder espresse nel Teorema [6.1], si ha che
deg(h(t,-),Q,v,) é costante in t € [0,+00), in particolare

deg(h(t, ')7 Q, UT) = deg(h(oa ')7 Qa Ur) = deg([d, Qa 'Ur) =1, Vt>0.
Quindi
V>0, 3vg €Q t.c. h(t,vg) =y,
cloé
[n(t,v0) — P(n(t,vo))ll =,
Vi>0,3dv€Q t.c.
L7H(t, P(n(t,v))) = 0;

che é equivalente a , poiché L é lineare. In conclusione, abbiamo mostrato che S e 0y Q)
link rispetto a @,,. O
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6.2 Applicazioni a sistemi Hamiltoniani

Consideriamo ora le equazioni Hamiltoniane descritte nell’Esempio vogliamo mostrare
I’esistenza di soluzioni periodiche per il sistema . A questo scopo, partiamo richiamando

alcuni aspetti del caso lineare; si vedano ad esempio [14], [17].

Counsideriamo il seguente sistema lineare agli autovalori
—JA(t) = M(b), (t) ER®, teR, AR, (61)

dove J ¢ la matrice simplettica canonica in R?"?

0 -1,
J:( ) J?=—1Iy,.
I, 0

Osserviamo che il precedente sistema, si riscrive in forma equivalente
Yin(t) = Ay;(t)
j=1...,n.
=3 () = Ayj4n(t)

Allora ~ risolve
)+ A2y(t) =0, teR, AeR,

quindi esistono A, B € R?" tali che
v(t) = Acos(|A[t) + Bsin(|A|t), teR, AeR. (62)

In particolare v & 27r-periodica se A = k € Z; consideriamo quindi ¢ € [0, 27| e osserviamo

che:

e se k=0, allora y(t) = A= (Ay,..., Ay,) € R?

JA =B, se k>0,
JA=-B, sek<0.

e se k # 0, allora vale

Chiamando quindi Vj 'autospazio relativo all’autovalore k € Z, in particolare si ha
dim(Vy) =2n, VkeZ.
Osserviamo esplicitamente che, se vy € Vi, ¢ € V;, con k, j € Z\ {0}, vale

) e[ o sek=
/ (—J4(8), (0))dt = (63)

—T

0, sek#£j
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Sia ora {e1,...,e2,} la base canonica di R?", definiamo i seguenti sottospazi dello spazio
di Sobolev H%(Sl; R?") introdotto in 1}
HY = span{ey, ..., e} = R*™;
H™ = span{e; cos(kt) — ejinsin(kt), e;sin(kt) + ejincos(kt), k€N, j=1,...,n};
H* = span{e; cos(kt) + ej1n sin(kt), ejsin(kt) — ejincos(kt), k €N, j=1,...,n}.

In particolare si ha
H =V, H =@V, H' =PV

keN keN
inoltre vale la seguente decomposizione
Hi (SR =H @ H @ H*, v=7" +7"+7". (64)
Introduciamo ora il seguente funzionale
1,1 9 1 /7
AN SLE SR A0) =5 [ (CH0a @)
s

In questo modo, si ottiene

( 1 s
2/ Ely(t)?dt <0, seye€Vp C H™

—Tr

A(v) = 0, sey € H°

1 s
2/ klv(t)|%dt >0, seyeV, C H'.
—T

Allora, definiamo la seguente norma su H 2 (S1;R?"), 1a quale & equivalente alla norma || |1
2

definita in ((14)):
IVII* = =2A(v7) + Y [gen +24(), (65)

dove v € H %(S L. R?") & scritto usando la decomposizione . Introduciamo anche una
forma bilineare e simmetrica associata ad A. Poniamo per ogni v, € H%(Sl; R27)

B =5 [ a0 [ - rioam)a

—T —T

- [ =r. e

—Tr

In questo modo H—, H°, H*, sono ortogonali rispetto al prodotto scalare (-,-) associato

alla norma || - ||, cio¢ dati
y=aT 0T v =T+ T,
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allora

(v, ) = (v + + T + 90+ )
=By ,¥7) + (¥, ¢ gen + By, ¥ ).

In particolare valgono le seguenti relazioni
B(v,v) = (v, ¢7) + (v, 97),

1 1, _ 1
Al = 5B(ra) = =30 I + 5l I,

Infine, da , se v € Vi, con k € Z, si ottiene

—kH’yH%Q, se k < 0;

VI* =9 e, sek=0; (66)

Ell2,  se k>0,

Enunciamo ora il seguente risultato riguardante ’esistenza di soluzioni deboli, come definite

in (21), per il sistema Hamiltoniano non lineare.

Teorema 6.2. Consideriamo il sequente sistema Hamiltoniano

=J3(t) = VH((1)), (67)

dove

1
MR SR, HE) = P, VHE =Pl pr1>2 peR a1

Allora esiste vy € H%(Sl;RZ”) soluzione debole, 2m-periodica e non banale (yo # 0) del

sistema (67).

Dimostrazione. L’idea & quella di adattare la dimostrazione del Teorema di linking
usando il link relativo ad una famiglia di deformazioni generate da un opportuno flusso
compatibile decrescente, secondo la Definizione [6.2} ovviamente bisogna provare anche che
E soddisfa (PS).

Poniamo H = H3 (S1;R?"), munito della norma equivalente definita in 1' Consideriamo

il seguente funzionale

EsHoR  B0)=; [ (ri0ama- [ Hemae

2 -7 -7
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Ragionando come nell’Esempio 2.3} si ha che il funzionale ¢ ben definito, in particolare
poiché p+1 > 2, si ha E € C?(H;R), ed inoltre v € H ¢é soluzione debole del sistema

se e solo se v & punto critico per F, cioé
dyE(y) =0, V¢ € H,

dove
$EW) = [ (~I3() - VHOW) o) o €.

Per comoditd poniamo

™ 1 1
G:H-oR,  GO)= [ HOM) =l

-7
in particolare, analogamente all’Esempio si ha che G & debolmente continua. In questo
modo, usando la decomposizione (64)),

1, _ 1 1
E() = A() = 60) = ~3 I P+ 5012 = S, weE (@)

Inoltre

s

dyE() = dyA(Y) = dyG(¢) = B(7,¢) — / (VH((1), ¢ (8))dt,  ¥v,¢ € H.

In particolare, poiché
dyE()) = (VE(),¢), VYv,¢ €H,
si ottiene
VA(W) =" +7", Vel

e quindi

VE(y) =" +7" =VG(y), VyeH (69)
Se mostriamo che la mappa VG & compatta, allora il gradiente di £ ammette una de-
composizione simile a quella descritta in , osservando pero che la funzione —y~ +
¢ lineare e continua, ma ¢ invertibile su H~ & H™; quindi, per mostrare che E soddisfa
(PS), bisognera usare 'idea della dimostrazione del Corollario 3.1|su questi sottospazi. Ora
mostriamo che la mappa
& compatta; ovviamente, dalla Definizione e dall’Osservazione [[.3] anche la mappa

VG :H—H

sara compatta.
Sia allora {v;} C H una successione limitata, allora esiste una sottosuccessione {v;, } C {7V}

debolmente convergente a qualche v¢ € H. In particolare, poiché I'immersione

2 H — LPFL(SH R
cpt
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é compatta , allora la sottosuccessione {v;, } C LPT1(S1;R?") converge a
v € LPTL(SL:R?™), in norma LPT! (si veda I’Osservazione [1.10)). Adesso, poiché la mappa

PSSR — L (SY R,
v Py

e contlnua si ha che la sottosuccessmne {VH(v;.)} C L% (S1 R2") converge a VH (o) €
(S 1. R?")  in norma L . Allora, per ogni ¢ € H, usando le disuguaglianze di Holder

e di Sobolev , si ha,

|dy;, G(¥) = dyo G(Y)] < /7r IVH (3, (1)) = VH(y0 ()] [(2)|dt

—T

< [[VH(vj,) — VH(’YO)HLP# 19| o+
< Csl[VH(v5,) — VH(%)IILP%1 ||

Quindi
Iy, G — oGl < ColIVH () — V()| st ——0.

P k—+4oo
In questo modo, abbiamo provato che data {y;} C H successione limitata, 'immagine
{d,, G} C H* ammette una sottosuccessione convergente in H*; in altri termini la mappa
dyG & compatta (e anche VG).
Proviamo ora che ogni successione di Palais-Smale per F & limitata. Sia allora ¢ € R

arbitrario e {;} C H una successione di Palais-Smale per F, al livello ¢, cioé:

(R) )
E(v) m (o

(H)

E .
VE(w) 20
Si ha, per k — +o0
— 1 A 1 p+1
o(1) [Jvell = §<VE(%),’Y k) = A(k) — *II%HLPH c+o(l) + o Vel o1 s

cioe 1 1
(z‘p+1>mwmﬂ—c+dw+dDH%M

Poiché 2 < p+1, si ha che ( ) > 0; quindi esiste una costante positiva M7, tale che

2 p+1
Il < Mu(L+ [lell), Yk €N (70)
Usando la decomposizione , scriviamo
V=7 +1m+ e H oH o H'.
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L’idea ¢ stimare separatamente le tre componenti. Partiamo da ~). Poiché [—, 7] & limitato
e2 < p+1,siha LPT(SYR?) — L2(S1;R?"), quindi esiste una costante positiva Mo,

tale che

Vkllz2 < Mallykllp+r-

Adesso, visto che

|Vk| ~ or Wk| > 27r||7kHL27
—Tr

allora esistono due costanti positive M3, My, tali che, usando ,

1
R < Ml < Ma(L+ [lwell),

(71)

ed in particolare, per la proprieta di subadditivita F_-], esiste una costante positiva Ms, tale

che
1
e < Ms(1+ |yk)|7¥7), VkeN.

Ora consideriamo ’y,j. Esiste una costante positiva Mg, tale che

B - [

—T

™

(OF ul0) 7 )] = |8, B0 < Ml
quindi, usando le disuguaglianze di Holder e di Sobolev , si ha

17 1P = Bk, 7)) < Mol Il + ’/ e ()P (v (), 77 (8)) dt

< Mgl + Il es 1 e

< Mol |+ Collvell s 1l

cioé
||71;FH < Mg + CSH’ka‘Zerl'

Dalla e di nuovo per la subadditivita, esiste una costante positiva M7, tale che
Il < Mr(L+ Il 7#7), Yk eN.

Ragionando allo stesso modo per 7, , esiste una costante positiva Mg, tale che
Il < Ms(L+ [l 7). Vk €N,

Combinando le stime , , , esiste una costante positiva My, tale che

_1 _p_
el < Mo(1 + [ll|7 + [[vel7+1), vV EeN.

'Una funzione f : [0, +00) — R si dice subadditiva se

fle+y) < fl@)+ fly), Va,yel0,+00)

In particolare ogni funzione concava, con f(0) > 0, ¢ subadditiva.
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In conclusione, poiché 0 < < < 1, questo implica che {v;} C H & limitata. A

_1 _p_
p+1 p+1

questo punto, poiché

Ivell* =l I + IR Ren + 111,

in particolare tutte le componenti sono limitate. Vogliamo mostrare che da ogni compo-
nente si riesce ad estrarre una sottosuccessione convergente. Prima di tutto, si ha che
{77} € H° = R?" ¢ limitata, quindi dal classico teorema di Bolzano-Weierstrass esiste una
sottosuccessione di {72} convergente in H°. Scriviamo ora il gradiente di E dato da ,
secondo la decomposizione ,

VE() = (VEMW))™ + (VEMW))" + (VE(w))T,

/

(VEM)™ =-—" —(VG()~
(VE(1)? =-(VG))° (75)

(VE()T =44 —(VG(y)*

\

Consideriamo ora le mappe
H—H", v+ (VE(®)) =—-v —(VG());

H— HY, v+ (VE(M)" =+7" = (VG())*.

Poiche
IVE@)) ™I+ IVEQ)) N+ IVE()) Tl = IVE(w)] o O
tutte le componenti di VE(v;) sono infinitesime, quindi
Y = (VGOw))™ +o(1),  per k — +o0;

+7 = (VG(w)T +o(1), per k — +oc.

Ora, essendo le mappe di proiezione continue e VG compatto, allora VG~ e VG sono
funzioni compatte da H in H~ e in H™ rispettivamente. Poiché {7, } CH e {y} C HT
sono limitate, esistono sottosuccessioni di {7, } e {7/} convergenti rispettivamente in H~
e H'. A questo punto usiamo ’esistenza delle tre sottosuccessioni convergenti in maniera
iterativa, nel seguente modo: esiste una sottosuccessione {’y?k} convergente a qualche 78 €
HO; usando lo stesso indice j; nella successione {7 }, esiste una sottosuccessione (che
continuiamo a denotare con lo stesso indice) {7];} convergente a qualche 7, € H™; di
nuovo, usando lo stesso indice ji nella successione {7, }, esiste una sottosuccessione (che

continuiamo a denotare ancora con lo stesso indice) {’y;,:} convergente a qualche ,.Y(-)'r e H™.
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In conclusione abbiamo mostrato ’esistenza di una sottosuccessione {v; } € {w} C H
convergente a o = 7y, + 7o+ 'yar € H; per larbitrarieta di ¢, si ha che E soddisfa (PS).
Siano ora
Z=H" W=H &H",
cosli
H=ZoW.
Consideriamo ora il flusso n generato da —VFE, cioé la soluzione del seguente problema di

Cauchy
(76)
1(0,7) = .
Osserviamo che, essendo E € C?(H;R), esiste (una unica) soluzione n € C(R x H;H).

Prima di tutto si ha che

E(n(-,7v)) & decrescente, Vv € H. (77)

Infatti, fissato v € H, si ha

%(E(n(t,’y))) = (VE(n(t,7),7(t,7) = =[IVE@(t,7))II* <0

Ora vogliamo mostrare che 7 ¢ un flusso compatibile, secondo la Definizione [6.2] Usando

la decomposizione ((64)), scriviamo

nty)=n" (67 +n°(t,y) +nt(ty), VteR, VyeH

In questo modo, considerando ’espressione del gradiente di F data da , si ottengono
da i seguenti problemi di Cauchy

0 (t,y) =+n~(t,7) + (VG(n(t,v)))~
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Quindi

N (t,y) = ey~ +/O e"5(VG(n(s,v))) ds
() =0+ / (VG (n(s,)))ds
0

P = et [ e TG s
In questo modo, con le stesse notazioni della Definizione si ha
n(t.) = L(t. ) + K(t,)
dove, per ogni t € R
L(t,"):H—=H, Lt~v) =ev +9°+ety"

¢ una mappa lineare, limitata e invertibile, con L(0,-) = Id e che inoltre preserva i sottospazi
Z, W, cioé

L(t,")=Lz(t,")+ Lw(t,"): Z&W = Za& W, L(t,x) = Lz(t,z) + Lw(t,w)

con
Lz(t,yY) =e 'yt Lw(t,y +9%) =ely™ +4°%

inoltre K(¢,-) : H — H, dato da

K(t,7) = /0 ¢ (VG (n(s,7))” + (VG(n(s,7))° + e (VG(n(s,7))) ds

¢ una mappa compatta, con K(0,-) = 0. In conclusione, ¢ un flusso compatibile (con
Z,W).
Adesso, ricordando la scrittura e usando la disuguaglianza di Sobolev , si ha la

seguente stima, per ogni z € Z

1 1 1

E(z) = §HZH2 - ﬁHZ\Iim
1 Cp+1

> Slzll* = ||z
2 p+1

_ } 2(1= 2C’§+1 p—1
= 5=l 2] :
p+1
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Poiché p — 1 > 0, allora

dr >0 t.c. <1—pj_1rp_1 > 0;

inoltre non & restrittivo supporre anche r < 1. In questo modo, si ottiene

b:= inf E(z) > 0,
z€8

dove
S={z€Z tc. |z|=r}.

Ricordando ([66]), sia ora 2o € V4 C Z, ||20]| = 1 = 20|12 € consideriamo
V={rzp+w, TeR,we W}=Rzpd W,

Q={v=71z20+w, 10,7, weW, |lw| <T}CV

con T > 0 da fissare. Sia v € V, usando e la proprietd di superadditivita F_-], abbiamo

Lo 1. 9 1 +1
E(v) = 57' - 5”“’ [ ml\vllﬁpﬂ
= 57— - in H - P+ 1M§)+1HUHL2
1 1, _ 1 1 _ +1
:57'2—5"10 H2—ﬁwHTZO+U) -l—w0||122
2
P+l
17_2 _ 1” —H2 _ 1 1 p+1 1 (271’) 2 |wO|P+1
=2 T2 p+ 1A+t p+1 pptt R
Ora, poiché p+ 1 > 2, e visto che la funzione
+1
R B ¢ S
§Hw 12+ mwmoﬁ% — 400, |lw| = +oo,
2

allora possiamo scegliere 7 > 0 tale che su "tre lati" di dyQ, cioé per v = 729 + w € Oy Q

con 7 =T oppure ||w| =7, valga E(v) < 0; inoltre non & restrittivo supporre anche 7 > 1.

Per quanto riguarda 7 = 0, si ha E(w) < 0, per ogni w € W. Quindi, poiché in particolare

E(0) =0, si ha

a:= max FE(v)=0.
vEY Q

In questo modo si ottiene la condizione

b:= inf > =:a.
B> g ) =

'Una funzione f : [0, 400) — R si dice superadditiva se
fle+y) = f(@)+ fy), Vaz,yel0 +o0).

In particolare ogni funzione convessa, con f(0) < 0, ¢ superadditiva.
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Consideriamo ora il flusso 1 generato da —VE, il quale & compatibile (con Z, W); poichée
E(v) <0, per ogni v € dyQ, allora da si ottiene

E(n(t,v)) < E(n(0,v)) =E(w) <0, Vt>0,vedQ.
Quindi, visto che b = ingE(z) > 0, si ha
ze
Snn(t,ovQ) =0, Vt>0;

allora, dal Lemma [6.1] si ha che S e 0y @ link rispetto a ®,,.
A questo punto vogliamo applicare lo schema di minimax e, ragionando per assurdo,
mostrare l'esistenza di un punto critico non banale per E. Sia allora
c:= inf sup E(¢(v)). (79)
ped, vEQ

Prima di tutto, poiché @) & limitato e chiuso, allora da (in particolare G & debolmente

continua, si veda I’Osservazione [1.5)) si ha che sup E(v) < +o00; quindi, poicheé I'd € ®,, si
vEQR
ha ¢ € R. Inoltre, dalla condizione (i7) della Definizione di link relativo, si ha ¢ > b.

Supponiamo ora, per assurdo, che ¢ ¢ Verit(E). Poiché E soddisfa (PS), in particolare
(PS)e, allora dal Lemma [3.1] si ha che

30 >0 tc. |[VE@®)| >4, V’}/EE_I([C—5,C+(5]). (80)
Sia € > 0 tale che 2¢ < §2, allora dalla definizione di ¢, come estremo inferiore,

¢ € D, t.c. sup E(¢o(v)) < c+e.
vEQR

Poiché ¢g € ®,, allora esiste tg > 0, per cui ¢o(-) = n(to, ). Ora, visto che non é restrittivo
supporre 6 < 2, cosi € < 6, sia v € E_l([c — 5,c+€]), si ha

to+1
B(nfto +1,7) = Elntto ) + [ 5 (Bt )

T

to+1
:ﬂ%w»—/ IVE(n(t,))|%dt

to

<ct+e—02<c—e
Quindi n(to + 1, E°T¢) C E“ . Poniamo ¢1(-) = n(to + 1,-), allora ¢1 € @, e si avrebbe

c= inf sup E(¢(v)) <sup E(¢p1(v)) <c—e¢,
PP, VEQ veQ

cioé £ < 0, ma questo & assurdo.

In conclusione ¢ € Verit(E), cioé E ammette un punto critico v € H; in particolare, poiché
E(y)=c>b>a=0=E(0),

allora 79 # 0. Questo conclude la dimostrazione. O
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Osservazione 6.1. Anche in questo caso, come nell’Osservazione nelle ipotesi del
precedente Teorema st ha che se yg € H%(Sl;RQ") é soluzione debole del sistema @,
allora o ¢ soluzione classica di (67), cioé o € C*(SY;R?™); si veda ad esempio [T])].
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A Appendice

A.1 Alcuni Teoremi di Analisi Funzionale

Ricordiamo gli enunciati di alcuni risultati citati nell’introduzione, per le dimostrazioni si

vedano ad esempio [5], [15].

Teorema A.l. (Lemma di Riesz)
Sia X uno spazio normato e sia V-.C X un sottospazio chiuso e proprio. Dato r € (0,1),
allora

dJzeX, ||lz|lx =1, te |Jz—v|x>r YveV.

Ricordiamo ora che, dato X uno spazio vettoriale (reale o complesso), una funzione sub-
lineare su X ¢ una funzione S : X — R, tale che
S(Az) =AS(z), VzeX, AeR, A>0,
S(z+y) <S(@)+5S(y), VzyeX.

Teorema A.2. (Teorema di Hahn-Banach)
Sia X uno spazio vettoriale (reale o complesso) e sia V- C X un sottospazio. Sia F:' V — R

una funzione lineare tale che
Fv)<Sw), YveV,

dove S ¢ una qualche funzione sub-lineare su X. Allora esiste una estensione lineare di F

su X, cioé esiste una funzione lineare F:X — R, tale che
Fv)=F(v), VveV,

F(z)<S(z), VezeX.

Teorema A.3. (Teorema di Banach-Steinhaus o Principio dell’Uniforme Limitatezza)
Siano X uno spazio di Banach eY uno spazio normato. Sia A C L(X,Y) una famiglia di

operatori lineari e continui da X in'Y, tale che

VezeX, suplF(x)|y <+4oo.
FeA
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Allora
sup ||[F|lxy < 400 .
FeA

Ricordiamo adesso che, dato X uno spazio di Banach, la topologia debole su X, che
indichiamo con o(X; X*), ¢ la topologia meno fine su X che rende continue tutte le mappe
di X*. Inoltre, data una successione {1} C X, si dice che {x} converge debolmente ad

e X, esiscrive
T ——
k—+o00

se converge rispetto alla topologia debole o(X; X*). Ora, poiché negli spazi topologici la
continuita implica sempre la continuita sequenziale (in particolare negli spazi metrici sono
equivalenti), allora si ha che {x}} converge debolmente ad ¢ € X se e solo se

lim F(xy)=F{), VFeX",

k——+o0

ritrovando cosi la definizione data in . Infine, dato un sottoinsieme A C X, chiamiamo
chiusura debole di A, la chiusura di A rispetto alla topologia debole o(X; X*) e diciamo
che A ¢ debolmente compatto se ogni ricoprimento aperto (in o(X; X*)) di A ammette
un sottoricoprimento finito. Il seguente risultato mostra I'equivalenza fra compattezza

debole e compattezza debole sequenziale.

Teorema A.4. (Teorema di Eberlein-Smulian,)
Siano X uno spazio di Banach e A C X un sottoinsieme. Allora le seguenti affermazioni

sono equivalents:
(i) la chiusura debole di A é debolmente compatta,

(ii) ogni successione in A ammette una sottosuccessione debolmente convergente in X.
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A.2 Bootstrap

Qui vogliamo dimostrare che sotto opportune ipotesi, le soluzioni deboli di un problema
di Dirichlet sono in realta soluzioni classiche. A questo scopo richiamiamo due risultati
classici di regolarita per le soluzioni di equazioni alle derivate parziali ellittiche (si veda ad

esempio [9]).

Teorema A.5. Consideriamo il seqguente Problema di Dirichlet per il Laplaciano, su un
aperto limitato ) C R™
—Au(x) = h(z), z=e€Q
(81)
u(z) =0, x € 09
con h € L?(;R) assegnata e sia u € HY(Q;R) una soluzione debole di . Valgono le

sequenti stime:

(i) (Calderén—Zygmund)
se h € LI(Q;R), con 1 < g < +o0, allora u € H>1(Q;R); in particolare esiste una

costante positiva C indipendente da u, tale che

[ull 2 < Cllh]La;

(ii) (Schauder)
supponiamo 0 di classe C*%, per qualche a € (0,1); se h € C%*(;R), allora

u € C**(Q;R); in particolare esiste una costante positiva C indipendente da u, tale
che
[ullc2e < C[A][o.a.

Mediante una tecnica di "bootstrap" possiamo ora dimostrare il seguente risultato.

Teorema A.6. Sia Q C R™ un aperto limitato con 0 di classe C*%, n > 3. Consideriamo

il sequente Problema di Dirichlet, per il Laplaciano, su )

—Au(z) = f(u(z)), xe€

u(z) =0, x € 00

dove
2n

[iRU SR, fO =P pER, 2<pH1<2= 0.

Allora esiste u € C?(Q;R) soluzione classica non banale per il problema .
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Dimostrazione. Dal Teorema si ha che esiste u € H}(€2;R) soluzione debole non banale

per il problema .

Vogliamo mostrare che esiste § € R, con 2 > n, tale che u € H>%(Q;R). Poniamo

2*—1 1 n+2
p  p n—2

= > 1

I'idea & applicare il seguente procedimento iterativo.
Dalle immersione di Sobolev, Teorema si ha

* 2
we HY(QR) = uwe L2 (UR), 2" = ”2.
n—
Poiché
we L (4R) = |[ulftu= f(u) € LY(QR), q = L T 2n >
? 3 Y p n + 1 9y
allora dalle stime (7) del Teorema si ha u € H>91(Q; R).
Ora, ripetiamo 'argomento nel seguente modo.
Dalle immersione di Sobolev, Teorema si ha
2 ¥ * nqi
ue HMN(QR) = uwe L1 (4R), ¢ = :
n—2q

Poiche

*
ue LT (QR) = |ufPlu= f(u) € L2(QR), ¢ = a rqr > r?,
p
allora dalle stime (i) del Teorema si ha u € H>%2(Q;R).
Iterando ancora, si costruisce una successione {g;} € R con ¢; > rJeu € H?>%(Q;R). Ora,
poiché r > 1, si ha che

lim ¢; = 400,
J—+o0

quindi esiste 7 € N, per cui 2¢; > n.
Sia ¢ = g, allora poiché¢ u € H?9({%;R) con 2 > n, dalle immersione di Sobolev, Teorema
si ha u € C%*(; R), per qualche a € (0,1).
Adesso, poiché
ue CPR) = |ufPlu= f(u) e COP(QLR),

per qualche 8 € (0,1), allora dalle stime (i) del Teorema si ha u € C2A(Q;R).
In conclusione, u & soluzione classica del problema . ]

Osservazione A.1l. Il precedente Teorema [A.6 si generalizza anche a opportune funzioni
[ del tipo descritte nell’Osservazione [{.6
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A.3 Invertibilita del Laplaciano

Qui vogliamo mostrare la compattezza della mappa , scrivendo esplicitamente VG
usando 'operatore inverso del Laplaciano. Abbiamo bisogno del seguente classico risultato

(si veda ad esempio [3]).

Teorema A.7. (di Lax-Milgram)
Sia H uno spazio di Hilbert e
B:HxH-—R

una forma bilineare tale che:
(1) 3C1 >0, tec |B(u,h)| <Cilu| [|h|, YVu,heH (limitata) ;
(i1) 3Cy >0, tc. |B(u,u| > Collul|?, VueH (coerciva) .

Allora
VFeH' 3luecH, tc B(uh)=F(h), ¥YheH.

In particolare vale
1
< —||F||+. 83
Jull < & IF (83)

Sia ora Q2 C R™ un aperto limitato e sia H = H}(€2; R) munito del prodotto scalare definito

in . Poniamo

B HxH-R, Bluh) = /Q<Vu(:n), Vh(z))da:

In questo modo le condizioni () e (ii) del Teorema[A.7|sono soddisfatte (con costanti uguali

ad uno), quindi per ogni F' € H* esiste una unica u € H soluzione del problema
B(u,h) = F(h), V h € H. (84)
Definiamo allora la seguente mappa lineare
(-A)HHF 5 H, (—A)YF) =u,

dove u € H é l'unica soluzione di ; in particolare, dalla stima si ha che A™! ¢

continua.
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Osservazione A.2. Ricordiamo la rappresentazione (@; in questo caso significa che se
F € H*, allora

F(h) = /Q Fola)h(x) + (v(x), Vh(z))da,

dove v = (f1,..., fn), con fo, fi,..., fn € L2(Q;R). Allora la notazione (—A)~! ¢ motivata
dal sequente fatto. Se f € L2(S;R) allora F € H*, dove

F(b) = | f(@)h(a)das
Q
quindi identificando f con F, si ha (—A)7Y(f) = u, con u € H "unica soluzione debole del
problema di Dirichlet

—Au=f, in Q,

u =0, su Of.

A questo punto possiamo enunciare il seguente risultato.

Lemma A.1. La mappa VG : H — H definita in @), é compatta.

Dimostrazione. Dalla dimostrazione del Teorema [£.3] abbiamo
dyG(h) = /Qf(u(m))h(x)d:p, Vu, h € H,

con

frR=R, fE) =7, peR, 2<p+1<2'=
Osserviamo anche esplicitamente che
1 2%
P+ S

D 2% —1°

Allora, denotando con 7 e ¢* le immersioni di Sobolev espresse in e , poiché
dy,G(h) = (VG(u),h), Vu,h e H,
si ottiene
VG H—H, VG() = ((—A)oi o foi)(u) = (—A)~! (i*(f(i(u)))).

Quindi la compattezza di VG segue dal fatto che la composizione di funzioni continue e

compatte &€ compatta, infatti

i p+1 i* _ -1
VG H < I QR) L L (R) B S0
cp

cont cpt cont
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A.4 Identita di Pohozaev

Qui mediante il Teorema della divergenza ((1.2]), vogliamo mostrare una relazione valida per
le soluzioni di problemi di Dirichlet del tipo .

Teorema A.8. (Identitd di Pohozaev)
Sia 0 C R™ un aperto regolare, conn > 3. Consideriamo il sequente Problema di Dirichlet,

per il Laplaciano, su )
—Au(z) = f(u(z), ze
(85)
u(z) =0, x € 09
con f € C(R;R) assegnata. Sia u € C? (ﬁ; R) una soluzione classica per il problema .

3
Poniamo F(§) = / f(t)dt, allora vale la sequente identita:
0

Flu@nde - =2 [ w@)fwende =L [ @ (22 agmr, (s
/ /Q 2 /asz (8’/)

ou ‘ ‘ ‘ o
dove — = (Vu,v) ¢ la deriwata parziale di u lungo v, la normale unitaria esterna a OS).

ov

Dimostrazione. L’idea é applicare il Teorema della divergenza ai seguenti campi vettoriali.

Vel (GR), V(z)=(z,Vu(z))Vu(z),
Wec (GR), W)= %HVu(w)sz.

Calcoliamo separatamente la divergenza di V e W.

= Ok
"9 Ou(z)
A AL axk)—

=:f§i?£k<i ) Ty Ve =

(P, S () ,a2u<x> )
_k=1< ) +i’%::1 Oz}, ’agciaxk + Au(z)(z, Vu(z)) =

= [Vu(@)|* + sz V(@ WP + Au(z)(e, Vu).
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0 (1 ,
div(W ;8( |Vu(z)| 2z )k—

;Zj(nw ) =

n

1 8xk

=3 2 IVu@)I* 5=+ 3 Z —Hw )I* =
n

= S IVu(@)|? + Zxk—nw )

Applichiamo ora il teorema della divergenza a V e W, osservando esplicitamente che su 92
ahaVu-( )u in quanto u = 0 su 0.

/div(V( da:_/ |Vu(z)||?de 4+ = /le || Vu()| dx—i—/Au (z, Vu)da
Q

:/m@ Vu)<gy>dH" !

ou
— Hn 1
/m<:c,u><ay> d (87)
Calcoliamo anche
/dw( /||Vu Pda + = /le | Vu(z)|]*d
Q
1 2 n—1
=5 [ IVul|*(z,v)dH
2 Jon
1 ou
— Hn l
2/89@ ”>(ay) d (88)

Ora sottraiamo da ,

/QAu(x)<x,Vu(x)>dx+ (1—Z>/Q||Vu(az)||2dx: ;/89<x,y)<g:j) dH™ . (89)

Per quanto riguarda il primo integrale, usando lipotesi che u sia soluzione di e
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integrando per parti ([7)), abbiamo

/QAu(ac)<:U,Vu(x)>dx:/Qf(u(x))@,Vu(x»dx
:Af(u(x))gxiag;f)dx
:z:;/m 2P (u)v;d H" —ZZ:;/QF(u(x))gde

:/Em F(u)(m,y>dH"_1—n/ Fu(z))de.

Q

Osservando ora che su 02 si ha anche F'(u) = 0, in quanto u = 0 su 912, si ottiene

/ Au(z)(z, Vu(z))dr = n/ F(u(x))dx. (90)
Q Q

Per quanto riguarda il secondo integrale in , usando di nuovo l'ipotesi che w sia soluzione
di e integrando per parti, abbiamo

/Q||Vu(x)||2dﬂc = gé(agg))zx =
- g/@gu<§;>wd}["‘l —é}/gu(@(ﬁ?;(;)

Ou =l (@) Au(z)d =
4! = [ ua)suta)d

)dm =
U—
o0 8V

= [ wle) f(uta)da (o1)
Infine, sostituendo e in otteniamo . ]

Consideriamo ora un aperto regolare che sia stellato rispetto all’origine, cioé per cui
(x,v) >0, Vxeo. (92)
Allora abbiamo il seguente corollario.

Corollario A.1. Sia Q C R™ un aperto regolare, con n > 3. Sia u € C? (ﬁ; R) una

soluzione classica per il problema . Se Q) ¢ stellato rispetto all’origine, allora si ha

n—2

n/ F(u(z))dx — / u(z) f(u(x))dz > 0. (93)
Q Q
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Dimostrazione. Dallidentita di Pohozaev[86] poiché €2 ¢ stellato rispetto all’origine, usando
la relazione , si ottiene la tesi. ]

Una applicazione dell’identita di Pohozaev e del Corollario[A.T]¢ il seguente teorema di non
esistenza per problemi di Dirichlet del tipo .

Teorema A.9. Sia Q C R™ un aperto limitato, con n > 3. Consideriamo il sequente

Problema di Dirichlet, per il Laplaciano, su Q)

—Au(x) = f(u(z)), =€

u(z) =0, x € 00

dove

fR" =R, fO) =7, peRr

Se Q ¢ stellato rispetto all’origine e

1>2" = ,
Pt n—2

allora non esistono soluzioni classiche u € C? (ﬁ; R) non banali per il problema .

1
Dimostrazione. Prima di tutto, in questo caso si ha F(§) = ?mp“. Supponiamo ora
p

che esista u € C? (ﬁ; R) soluzione classica non banale (u # 0) per il problema 1’ Allora
dal Corollario [A 1] si avrebbe

-2
(pi s ) / [u@)™ dz 2 0
Q

2

Questo implica

che contraddice l'ipotesi. O
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