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Preliminari

In questo capitolo raccogliamo alcuni risultati preliminari al corso vero e pro-
prio, che lo studente forse gia conosce, magari in una forma un po’ diversa.
Puo essere pero utile disporre di un riferimento facilmente consultabile, e
questo € lo scopo che qui ci prefiggiamo.

0.1 La misura di Lebesgue in R"

In questa sezione vogliamo fornire i rudimenti della teoria della misura e inte-
grazione secondo Lebesgue. Poiché un sottoinsieme di R"™ puo avere misura
infinita, & conveniente estendere le solite operazioni di somma e prodotto tra
numeri reali non negativi al caso in cui un addendo o un fattore sia +oo.
Poniamo allora

[0, 4+00] := [0, +00[U{+00}, (0.1.1)

ove +00 & un oggetto non appartenente a [0, +oo[. Ammettiamo che

a < 400 Va € [0, 400l (0.1.2)

Poniamo poi, dato a € [0, +oc],

a+ (+00) = (+00) + a = 40 (0.1.3)

400 se a#0,

a-(+00) = (+0)-a= { 0 s a—o0 (0.1.4)
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Se (an)neNn € una successione a valori in [0, +00], definiamo la somma
della serie

Z 0, — { solito se la serie converge in R, (0.1.5)
n=1

] 4o altrimenti.

Saltuariamente utilizzeremo anche il simbolo —oo, che penseremo sod-
disfacente

—o00 < a Va € R. (0.1.6)

Porremo

[—00, +00] := RU {—00, +00}. (0.1.7)

Costruiamo ora la misura di Lebesgue partendo dagli intervalli limitati
in R™ di cui definiamo il volume n—dimensionale vol,,.

Definizione 0.1.1 Un intervallo limitato in R™ & il prodotto cartesiano di
n intervalli limitatt in R.

Se I & un intervallo limitato in R, poniamo

| supI —infI se I#0,
oI ._{ ; S (0.1.8)

Se I ¢ un intervallo limitato in R™ e I = I1 x ... X I;, poniamo

volp(I) = (1) - ... - £(L,). (0.1.9)

Definiamo ora la misura esterna di un generico sottoinsieme di R™.

Definizione 0.1.2 Sia A C R™. Definiamo la misura esterna L} (A) di A
come seque:

Li(A) == inf{3°7° ; vol, (I¥) : I*intervallo n— dimensionale Yk € N,
(0.1.10)
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Osserviamo che, se L} (A) = +o00 se, comunque si prenda una famiglia nu-
merabile (I*¥)en di intervalli limitati n—dimensionali che ricopre A, vale

Zvoln(Ik) = 400.
k=1

La misura esterna L}, € per certi aspetti insoddisfacente. Infatti, sarebbe
auspicabile che, dati due sottoinsiemi arbitrari e disgiunti A e B di R",
valesse

L'(AuB)=L)(A)+ Ly (B).
e cio non accade in generale. Si puo solo dire che vale sempre
L,(AUB) < Ly,(A) + Ly, (B),

ma anche nel caso in cui A e B sono disgiunti puo accadere che valga la
disuguaglianza stretta. Per ovviare a questo inconveniente, ci si limita a
considerare una sottoclasse di sottoinsiemi di R", i cost detti insiemi misu-
rabili secondo Lebesgue, in cui le cose vanno bene.

Definizione 0.1.3 Sia A C R"™. Diremo che A & misurabile secondo
Lebesgue se VE C R"™

Ly(E)=L,(ENA)+ L, (ENn(R"\ A)).

Indichiamo con M,, la classe degli insiemi misurabili secondo Lebesgue
in R™. Questa classe di insiemi ¢ molto duttile rispetto alle solite operazioni
insiemistiche:

Teorema 0.1.1 (I) ) e R™ appartengono a My;

(II) se A e B appartengono a M, allora A\ B appartiene a My;

(III) l'unione di una famiglia finita o numerabile di elementi di M,
appartiene a My;

(1V) Uintersezione di una famiglia non vuota finita o numerabile di ele-
menti di M,, appartiene a M,,.

Definiamo ora la misura di Lebesgue L, come la restrizione di L} a
M.

Vale il seguente

Teorema 0.1.2 Sia Z un insieme del tipo {1,...n} per qualche n € N, op-
pure l'insieme dei numeri naturali N. Allora:

(I) L,(0) = 0;
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(II) se A; € My, Vi €L, si ha

Ln(UiezAi) <) Ln(4Ay);
ieT

(si osservi che Ujer A; & misurabile per il teorema 0.1.1(111));
(111) se, di piu, gli A; sono a due a due disgiunti, si ha

Ln(UiezAi) = ) Ln(Ai);
1€l
(IV) se A e B sono elementi di M,, ¢ A C B, vale
Ln(A) < Ln(B);
(V) se, di pitv, L,(B) < 400, vale

Ln(B \ A) = Ln(B) - Ln(A)

11 risultato piu interessante del teorema 0.1.2 & probabilmente (I11): se gli
A;, a due a due disgiunti, sono in numero finito o al piu un’infinita nu-
merabile, la misura dell’'unione coincide con la somma delle misure. Ci si
puo chiedere infine se, dato un sottoinsieme di R”, esistano dei criteri per
stabilire se & misurabile. Il seguente risultato risponde a questa esigenza.

Teorema 0.1.3 (1) Se I ¢ un intervallo limitato n—dimensionale, allora
Ie My, e L,(I) =wvol,(I);

(II) ogni sottoinsieme aperto di R™ & misurabile;

(II1) ogni sottoinsieme chiuso di R™ & misurabile.

Esercizio 0.1.1 Sia A un sottoinsieme finito o numerabile di R". Di-
mostrare che A & misurabile secondo Lebesgue e ha misura nulla.

Esercizio 0.1.2 Sia A un sottoinsieme di R" tale che L} (A) = 0. Di-
mostrare che A & misurabile secondo Lebesgue.

0.2 Teoria dell’integrazione secondo Lebesgue

Dopo la misura, passiamo all'integrazione in R"™. Cominceremo con l'inte-
b
grare le cosi dette funzioni semplici non negative.
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Definizione 0.2.1 Siano A € M,,, f: A — R. Diremo che f & una fun-
zione semplice se esistono Ay, ..., Ay (m € N) sottoinsiemi misurabili di
A a due a due disgiunti, la cui unione & A, e dei numeri reali reale o, ...,
i modo che,

f(z) =V € 4;,1 <i <m.

Definizione 0.2.2 Siano A € M, f: A — R semplice come nella defini-
zione 0.2.1, con o; > 0 Vi € {1,...,m}. Poniamo

A i=1

Si puo dimostrare che la definizione 0.2.2 & ben posta, nel senso che non
dipende da come si decompone A, purché si conservi la proprieta che su
ciascuna delle parti f e costante. Nel caso in cui a; = 0, in base alla
definizione (0.1.4), il prodotto a;L,(A4;) vale comunque 0, anche nel caso
in cui L,(A;) = +o0. Cio ha come conseguenza il fatto che su un insieme
misurabile qualunque, anche di misura infinita, I'integrale della funzione
identicamente nulla vale 0. In effetti, la scelta di (0.1.4) era proprio finaliz-
zata a questo scopo.

Definiamo ora una classe molto vasta di funzioni, le cosi dette funzioni
misurabili.

Definizione 0.2.3 Siano A € M, f : A — [—o00,+00] (vedi (0.1.7)).
Diremo che f ¢ misurabile se esiste una successione di funzioni semplici
(fr)ken di dominio A tale che

lim fi(z) = f(z) Vo e A.

k——4o0

E chiaro dalla definizione che ogni funzione semplice € misurabile. Ma, ad
esempio, si puo vedere che

Teorema 0.2.1 Siano A € M,,, f: A — R continua. Allora f & misura-
bile.

Anche la classe delle funzioni misurabili dispone di una notevole duttilita
rispetto alle operazioni standard tra funzioni:
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Teorema 0.2.2 Siano A € M, f,g : A — R misurabili, ¢ : R — R
continua. Allora:

(I) f+g, fg, o f sono misurabili;
(II) se g(x) # 0 Ya € A, allora 5 e misurabile;
(II1) ¢ o f & misurabile.

Da (I), prendendo ¢(y) = cy, segue in particolare che, se f € misurabile e a
valori reali, lo € anche cf Ve € R. Definiamo ora 'integrale per una funzione
misurabile non negativa.

Definizione 0.2.4 Siano A € M,,, f: A—[0,+00]. Poniamo

/A f(z)dx
= sup{/A ¢(x)dx : ¢ : A — [0,+o00[ semplice ,0 < ¢(x) < f(x)Vz € A}.

Si puo vedere che, nel caso in cui f sia semplice non negativa, la defini-
zione 0.2.4 coincide con la definizione 0.2.2.

Enunciamo ora alcune proprieta fondamentali dell’integrale di una fun-
zione misurabile non negativa.

Teorema 0.2.3 Siano A € M, f,g: A — [0, +0o0] misurabili, o € [0,
+oo[. Allora:

(1) [4 f(z)dz € [0, +o0];

(II) se f(x) < g(z) Vz € A, si ha anche [, f(z)dz < [, g(x)dz;

(1) [4(f(zx) + g(x))dz = [, f(x)dz + [, g(x)d;

(1V) [yof(z)de = o [, f(z)dz;

(V) se A= AjU...UA,,, con Ay,..., Ay, misurabili e a due a due disgiunti,

allora .
f@as=3 [ ey

ove fAj f(x)dx = fAj fla; (x)dz (si veda il sequente esercizio 0.2.1).

Passiamo ora all’integrazione di funzioni che possono assumerare valori
di segno qualunque. Cominciamo con la seguente

Definizione 0.2.5 Siano A € M,,, f : A — R. Diremo che f ¢ somma-
bile se e misurabile e

/ | (2)|dz < +o0
A

(questo integrale ha senso in virth del teorema 0.2.2 (II1)).
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Consideriamo ora le due funzioni:

¢+ R — R,

sw={5 % I% o
é_ :R— R,

=15 I o

E facile verificare che ¢ e ¢_ sono continue e non negative, ¢ (z)—¢_(z) =
zVr eR, ¢p1(x)+ ¢_(z) = |z| Vo € R.
Sia ora f: A — R misurabile. Poniamo

fri=diof, foi=¢_of. (0.2.3)

Dal teorema 0.2.2 (I1I) si ha che f; e f_ sono misurabili non negative.
Inoltre,

f=F=7f fl=fv+ /- (0.2.4)
Dal teorema 0.2.3(111) si ha che
/A |f(z)|de = /A fi(z)dz + /A f=(z)dz. (0.2.5)

Dunque, se f & sommabile,gli integrali a secondo membro di (0.2.5) sono
entrambi reali. Tenuto conto allora della prima formula in (0.2.4), diviene
naturale la seguente

Definizione 0.2.6 Siano A € M,,, f: A — R sommabile. Poniamo

[ f@as = [ fi@ydz = [ f-(@)da.

Il teorema 0.2.3 ammette la seguente estensione alle funzioni sommabili:
Teorema 0.2.4 Siano A € M,,, f,g: A — R sommabili, « € R. Allora:

(I) se f(x) < g(x) Vo € A, si ha anche [, f(x)dx < [, g(x)dz;
(1) f + g & sommabile e

[ (1@ +g@)de = [ s@)de+ [ gayda:
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(III) af & sommabile e

/A@f(x)d:c:a/Af(x)dx;

(IV) se A = A1U...UA,,, con Ay,...,Ap, misurabili e a due a due disgiunti,
allora fa, & sommabile su Ajperj=1,..,m e vale

/A Fx)de = ]2_:1 /A i (0.2.6)

viceversa, se per j = 1,...m f|a, ¢ sommabile su Aj, allora f ¢ sommabile
su A e wvale (0.2.6).

In molte circostanze & importante disporre di una definizione di integrale
per funzioni a valori complessi.

Definizione 0.2.7 Siano A € M,,, f: A — C. Diremo che f ¢ somma-
bile se lo sono le due funzioni a valori reali Re(f) e Im(f). In tal caso,
ponLamo

/Af(ﬂf)dfﬂ 3:/ARe(f(CC))d:C+i/AIm(f(az))da:.

Parte del teorema 0.2.4 puo essere estesa a funzioni a valori complessi:

Teorema 0.2.5 Siano A € M, f,g: A — C sommabili, o € C. Allora:
(1) f + g & sommabile e

J (1@ +g@)de = [ s@)de+ [ gayda:
(II) af & sommabile e
/Aaf(x)dx:a/Af(w)dx;

(III) se A = Ay U ..U A, con Ai,...,Ay, misurabili e a due a due
disgiunts, allora f|Aj ¢ sommabile su A;j per j =1,...,m e vale

/A Flw)dz = ; /A i, (0.2.7)

viceversa, se per j = 1,....m f|Aj e sommabile su Aj, allora f & sommabile
su A e vale (0.2.7);
(IV) | f| &€ misurabile, [, |f(x)|dz < 400 e vale la disuguaglianza (0.2.8).
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Esercizio 0.2.1 Siano A,B € M,, con A C B, f: B — [—00, +00] misura-
bile. Dimostrare chef|4 ¢ misurabile in A.

Esercizio 0.2.2 Siano A € M,,, f : A — R sommabile. Dimostrare che
| [ t@ydal < [ |5@)do. (0.2.8)
A A

Esercizio 0.2.3 Siano A € M, f: A — C sommabile. Dimostrare che | f|
e sommabile su A (sugg.: |f| < |Re(f)| + |[Im(f)]).

Esercizio 0.2.4 Siano A € M,,, f : A — C. Dimostrare che f ¢ sommabile
se e solo se Re(f) e Im(f) sono misurabili e |f| &€ sommabile.

Esercizio 0.2.5 Siano Ay, ..., A, € My, a due a due disgiunti, f : U A;

1<i<m
— [—00,+00] tali che f4, & misurabile su A; per ogni i € {1,...,m}. Di-
mostrare che f ¢ misurabile.

Esercizio 0.2.6 Siano A € M,, f : A — C. Dimostrare che, se f e
sommabile, allora f ¢ sommabile (ove, dato z € C, indichiamo con Z il
complesso coniugato di z). Vale inoltre

/Ade:/Af(:r)dx. (0.2.9)

0.3 Tecniche operative per il calcolo di integrali

In questa sezione presentiamo alcuni risultati di base atti a rendere spesso
possibile il calcolo effettivi di integrali nel senso di Lebesgue. Presupponi-
amo nel lettore la conoscenza dell’integrale di Riemann per funzioni di una
variabile su un intervallo chiuso e limitato.

Il primo risultato € in seguente

Teorema 0.3.1 Siano A € My, con L,(A) =0, f: A — [0,+00]. Allora
f € misurabile e

/ f(x)de = 0. (0.3.1)
A

Se f: A— C, allora f & sommabile e vale (0.3.1).
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Dimostrazione Vedi gli esercizi 0.1.2. O
Consideriamo adesso il caso di A intervallo chiuso e limitato.

Teorema 0.3.2 Sia a e b numeri reali, con a < b, f : [a,b] — R integrabile
secondo Riemann. Allora f & sommabile su [a,b] e l'integrale nel senso di
Lebesgue (definizione 0.2.6) coincide con l'integrale di Riemann.

Passiamo ora a un risultato su intervalli semiaperti.

Teorema 0.3.3 Siano —o0o < a < b < +oo, f : [a,b[— [0, +o0] integrabile
secondo Riemann su ogni intervallo [a,c] con c €la,b[. Allora f & misurabile
non negativa in [a,b] e vale

Cc

(x)dx =lim [ f(z)dz. (0.3.2)

[a,b] c—=b Jg

Osserviamo che il limite in (0.3.2) esiste (finito o infinito perché la funzione
integrale ¢ — [ f(x)dz & non decrescente in [a,b[. Un risultato analogo vale
per funzioni definite su intervalli del tipo ]a,b], con —oc0 < a < b < +00

(vedi Desercizio 0.3.3).
Passiamo ora a funzioni a valori reali qualunque.

Teorema 0.3.4 Siano —co < a < b < 4o0[, f : [a,b[— R integrabile su
la, c| per ogni ¢ €]a,b[ e limqy, [ f(z)|dx < +o00. Allora:

(I) esiste in R lim,_y, [ f(x)dx;

(II) f & sommabile su [a,b[;

(1) [ pp f(2)dz = limesy [, f(z)dz.

Passiamo adesso al caso multidimensionale con i classici teoremi di Tonelli,
Fubini e del cambiamento di variabile. Premettiamo alcune notazioni. Sup-
poniamo di lavorare in R™*" con m e n in N. Indichiamo con (z,y) il
generico elemento di R™™, con x € R™ e y € R". Dato x € R™, poniamo

Ay ={yeR": (z,y) € A}. (0.3.3)

Teorema 0.3.5 (di Tonelli) Siano A € My qp, f: A — [0, +00] misura-
bile. Sia poi B € M, tale che

(z €R™: Ay € My, Ln(A,) > 0} C B.
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Definiamo

g: B —[0,+00],
g(z) = { Ja, f(z,y)dy se Ay # 0, Ay € My, f(z,.) misurabile su A,

0 altrimenti.

Allora:
(I) g & misurabile su B;

(1) fA v, y)drdy = fBg( z)dx

Teorema 0.3.6 (di Fubini) Siano A € Mptp, f: A — C sommabile. Sia
poi B € M, tale che

{reR™: A, € My, L,(A;) >0} C B.
Definiamo

g: B — C,
g(z) = {fA (z,y)dy se Ay # 0, Ay € My, f(x,.) sommabile su A,

0 altrimenti.

Allora:
(1) g & sommabile su B;

(1) [ f(2,y)dady = [pg(x)dx

Passiamo ora al teorema di cambiamento di variabile.

Definizione 0.3.1 Siano Q0 un aperto in R™, T : Q@ — R™. Diremo che T
¢ un cambiamento di variabile se

(1) T & iniettiva;

(II) T & di classe C*;

(I1I) per ogni x € Q il determinante detJr(x) della matrice jacobiana di
T in z € diverso da 0.

Teorema 0.3.7 (del cambiamento di variabile) Siano T : Q@ — R™ un cam-
biamento di variabile, con Q aperto in R", A € M,,, f: A — [0,+00], (risp.
f:A— C). Supponiamo che A CT(Q2). Allora:

(I) T~1(A) € My;

(1) f & misurabile su A (risp. f & sommabile su A) se e solo se x —
f(T(z ))\detJT( )| & misurabile (risp. sommabile) su T~(A);

(11) [ f(y)dy = [p-1(a) f(T(2))|detJr(z)|dz.
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Esercizio 0.3.1 Dimostrare il teorema 0.3.1, ammettendo che ogni funzione
di dominio A sia misurabile (sugg.: utilizzare il risultato dell’ esercizio 0.1.2;
cominciare a considerare il caso di f semplice non negativa).

Esercizio 0.3.2 Sia f:[0,1] = R, f(z) = 1se z € Q, f(z) = 0 altrimenti.
Verificare che f & sommabile su [0,1] e ha integrale nullo (sugg.: utilizzare
il risultato dell’esercizio 0.1.1). f ¢ la cosi detta ”funzione di Dirichlet”, che
non e integrabile secondo Riemann. Questo esempio prova che I’enunciato
del teorema 0.3.2 non ¢ invertibile.

Esercizio 0.3.3 Enunciare ’analogo del teorema 0.3.3 per un intervallo del
tipo Ja, b], con —oo < a < b < +00.

Esercizio 0.3.4 Estendere il teorema 0.3.4 al caso di funzioni a valori com-
plessi.

0.4 Identificazione di funzioni misurabili coinci-
denti quasi dappertutto

Cominciamo con la seguente definizione, piuttosto suggestiva:

Definizione 0.4.1 Sia A € M,,. Diremo che una certa proprieta P(x) vale
quasi dappertutto su A o per quasi ogni x € A se {x € A: P(x) non vale
} & misurabile e ha misura 0.

Date f e g da A a C, diremo che f ¢ equivalente a g e scriveremo
f~y

se f(zr) = g(z) q. d. in A. Si verifica facilmente che ~ ¢ una relazione di
equivalenza, vale a dire, date tre funzioni qualunque f, g e h da A a C, si

ha
(I) f ~ f (proprieta riflessiva);
(II) se f ~ g, allora g ~ f (proprieta simmetrica);
(IIT)se f ~ge g~ h,allora f ~ h (proprieta transitiva).
Data f: A — C, si definisce la classe di equivalenza di [f] di f come

[fl={9g:A—=C:g~ f}. (0.4.1)

Il seguente risultato sara importante nel seguito:
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Teorema 0.4.1 Siano A € M, f,q, f1,f2,91,92 : A — C , con f ~ g,
fi~aq1, fa ~ g2, ceC. Allora:
(I) fi+ g1~ fo+go;
(II) cf ~ cg;
(II1) Re(f) ~ Re(g), Im(f) ~ Im(g);
(IV) se f e g sono a valori reali e f & misurabile, anche g & misurabile;
(V) se f & sommbile, anche g &€ sommabile e si ha

/Af(:c)dJ,‘:/Ag(:c)dJ:.

Dimostrazione Verifichiamo solo (IV') lasciando il resto come esercizio
al lettore (vedi I’ esercizio 0.4.2). Sia N := {z € A : f(x) # g(x)}. N ¢
misurabile e ha misura 0. Allora g coincide con f in A\ N ed & misura-
bile su N per teorema 0.3.1. Otteniamo allora la conclusione dal risultato
dell’esercizio 0.2.5. O

Dal teorema 0.4.1 segue che, se f e g sono funzioni definite su A a valori
complessi, sono ben definite

f1+19] == [f+4] (0.4.2)

ALfT = (AL (0.4.3)
nel senso che il risultato e in ciascun caso indipendente dalla scelta dei rap-
presentanti in ciascuna classe.

Esercizio 0.4.1 Provare che la relazione ~ gode delle proprieta (I)— (II1).

Esercizio 0.4.2 Completare la dimostrazione del teorema 0.4.1.

0.5 Passaggio al limite sotto il segno di integrale

Vediamo ora senza dimostrazione alcuni fondamentali risultati di passaggio
al limite sotto il segno di integrale. Siano A € M,, e, per k € N, fr : A —
[0, +o00] (risp. fr: A— C), f: A—[0,+00] (risp. f: A — C) tali che per
quasi ogni x € A vale kll)rfoo fr(x) = f(z). Nell'ipotesi che le f; ammettano

tutte integrale nel senso della definizione 0.2.4 o della definizione 0.2.6, ci
chiediamo quando sia possibile concludere che la f ammette integrale e vale

khrf / fr(z)dx = [, f(z)dz. Il problema ¢ non banale, come dimostra il
—+o0 Ja

seguente
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Esempio 0.5.1 Sia, per k € N,

fk : [0, 1] — R,
k’x se  x€l0,1],
fr(z) = k—kz(:c—%) se x¢& [%,%],
0 se  x€[f, 1]

E facile vedere che si ha lim fi(z) = 0 V& € [0,1]. Cid & ovvio se z = 0.
k—4o00

Se x > 0, basta osservare che, se k ¢ abbastanza grande, si ha z > %, per
cui fx(z)=0.
Tuttavia, si ha [j ) fe(z)dz =1 Vk € N.

Vediamo ora (senza dimostrazione) due teoremi classici di passaggio al
limite. Premettiamo la seguente definizione di convergenza di una succes-
sione a valori complessi, che riprenderemo pit avanti ( si veda la successiva
sezione 1.3): sia (an)nen una successione in C e sia a € C. Scriveremo che

lim a, = a se Ve > 0 esiste n(e) € N tale che Yn € N con n > n(e) si ha
n—-+0o0o

lan, —al <e.

Teorema 0.5.1 (di Beppo Levi) Siano A € M,, e, per k € N, f, : A —

[0, +00] misurabile. Valga inoltre fi(z) < fr+1(x) Vk € N, Vo € A. Sia poi

fi+A—=[0,400], f(z) = khT fr(x) (il limite esiste per la monotonia di
—+00

(fe(2))ken ). Allora f & misurabile e a valori in [0, +00], e vale

/Af(ac)dx: lim /Afk(x)d:v

k—+o0

. . ke R

Esempio 0.5.2 Sia, per £ € N, fr : [1,400[— R, fr(z) = ﬁka [ e

misurabile perché continua, e non negativa. Se z > 1, si ha 2 < zFt!,
. s Yy \ Q?k xk«l»l

e, poiché y — Tiy ©hon decrescente su [0, 4o00], ik S Togrrt Dunque,

fre(z) < frt1(x), per ogni k € N e x € [1,400[. Si ha

1
5= se x=1
lim x) = 2e ’
k—)—l—oofk( ) { e se x>1.

Poniamo allora
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Allora, per il teorema di Beppo Levi, si ha

lim fr(x)dz :/ f(z)dx
k=00 J[1,+400[ [1,400]

1
= —dzx + e Tdx
{1} 2¢ J1,+00]

:/ e_md:c:/ e dx + e Tdx
11,+00] {1} ]1,+00]

= / e *dx,
[1,400[

ove abbiamo usato il teorema 0.2.3(V) e il teorema 0.3.1, perché L;({1}) = 0.
A questo punto, applicando il teorema 0.3.3, otteniamo

c

/ e %dr = lim e dx
[0,+00[ c—=+00 Jo

= lim 1—-¢e9=1.

c—+400

Passiamo ora a funzioni a valori complessi.

Teorema 0.5.2 (di Lebesgue, della convergenza dominata) Siano A € M,
e, per k € N, fr : A — C misurabile e g : A — [0,400[ sommabili. Valga
inoltre |fr(x)] < g(z) Vk € N e ¢. d. in A. Sia poi f : A — C, tale che
flx) = kgrilm fe(x) q. d. in A. Allora le fx e f sono sommabili in A e vale

/ f(x)dx = lim / fr(z)dx.

A k—+o0.J A

Esempio 0.5.3 Sia, per k € N, f; : [0,+00[— R, fi(z) = sin(3)e™™.
fr € misurabile perché continua. Poniamo g : [0,4+00[— R, g(z) = e™*.
g € sommabile, non negativa e |fx(z)| < g(z) Vk € N, Vz > 0. Sia ha
infine kgrfm fr(x) =0 Va > 0. Segue allora dal teorema della convergenza

dominata che per ogni k fj, & sommabile su [0, +00[ e vale

li d :/ Odz =
k;lfoo [0’+Oo[fk($) . v
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Esercizio 0.5.1 Siano A € M,,, per k € N fi : A — [0, +00] misurabile,
st A—[0,+00], s(z) = > 52 fr(z). Dimostrare che f ¢ misurabile e che

/As(:n)d:x :g/Afk(x)da:.

Esercizio 0.5.2 Siano A € M, e per kK € N f; : A — C misurabile.
Supponiamo inoltre che

() La(A) < +o00;

(b) esiste M > 0 tale che |fr(z)] < M Vz € A;

(c) esiste f: A — C tale che f(x) = kll)rfm fr(x) q. d. in A.

Dimostrare che le fi e f sono sommabile e che

/Af(x)cb:: lim /Afk(as)d:c

k—+o0



Capitolo 1

Spazi normati

1.1 Norme

Presupponiamo che il lettore conosca gli elementi di base dell’algebra lineare.
Per completezza e per fissare le notazioni, cominciamo col richiamare alcuni
di questi elementi. Vediamo, innazi tutto, la nozione di spazio vettoriale sul
campo K =R o C.

Definizione 1.1.1 Siano X un insieme non vuoto, + un’operazione su X
(vale a dire, una funzione da X x X a X), (\,x) = Az un’applicazione da
K x X a X, che chiameremo moltiplicazione per uno scalare. Diremo che
X, con la somma + e questo prodotto scalare, & uno spazio vettoriale su K
se valgono le sequenti proprieta :
(ASV1) Vz,y € X
y+r=x4+vy
(proprieta commutativa della somma);

(ASV2) Vx,y,z € X
r+(y+z)=(x+y) +z

(proprieta associativa della somma);
(ASV3) esiste un elemento O € X tale che, Vo € X

r+0=0+zx==x
(esistenza di un elemento neutro per la somma);

19
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(ASV4) Vx € X esiste —z € X tale che
z+ (—z) = (—z)+ 2 =0;

(esistenza di un inverso additivo per ogni z € X);
(ASV5) VA, pe K,Vx e X

A+ p)z = Az + px;
(ASV6) VA € K, Va,y € X
Az + 1) = Az + Ay;
(ASVT) VA, pe K, Vo € X
Apa) = (Ap)w;

(ASV8) Vx € X
le = x.

Osservazione 1.1.1 Come si fa solitamente, abbiamo indicato con lo stesso
simbolo + la somma in X e la somma in K. Per esempio, in (ASV'5) il primo
+ indica la somma in K, il secondo la somma in X.

Esempio 1.1.1 Dati K = R o C e n € N, indichiamo con K" l'insieme
delle n—ple ordinate di elementi di K. Se © = (z1,...,2n) € ¥y = (Y1,---,Yn)
sono elementi di K™, poniamo

r+y:=(x1+ Y1, T + Yn)- (1.1.1)

Se A € K, poniamo poi

Az = (A1, .oy ATp). (1.1.2)

E ben noto che con la somma (1.1.1) e il prodotto per uno scalare (1.1.2)
K™ & uno spazio vettoriale su K.

Esempio 1.1.2 Sia A un insieme non vuoto arbitrario. Indichiamo con
F(A, K) l'insieme delle funzioni di dominio A a valori in K. Dati f e g in
F(A,K) e X € K, poniamo
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f4+g: A=K,

{ (f +9)(a) = f(a) +g(a),Va € A, (1.1.3)
AN :A— K,

{ (Af)(@) =X f(a),Ya € A, (1.1.4)

con - prodotto in K. E facile vedere che F(A, K) con la somma (1.1.3) e il
prodotto per uno scalare (1.1.4) & uno spazio vettoriale su K.

Osservazione 1.1.2 Dato uno spazio vettoriale X sul campo K e dato
Y C X, si dice che Y e un sottospazio di X se, dati 41, y2 e y elementi di
Yele K,sihasempre y; +y2 € Y e Ay € Y. Non e difficile verificare che,
se Y & un sottospazio di X, € a sua volta uno spazio vettoriale su K con le
restrizioni della somma a Y X Y e del prodotto per uno scalare a K x Y.

Se A C R", lo spazio vettoriale F(A, R) possiede parecchi sottospazi
interessanti. Ne indichiamo qualcuno.

B(A,R) (dall’inglese "bounded”) ¢ lo spazio delle funzioni da A a R
limitate.

C(A,R) ¢ lo spazio delle funzioni da A a R continue.

BC(A,R) ¢ lo spazio delle funzioni da A a R continue e limitate.

Se A & misurabile secondo Lebesgue, M(A,R) ¢ lo spazio delle funzioni
da A a R misurabili secondo Lebesgue.

Se A & misurabile secondo Lebesgue, £L1(A,R) ¢ lo spazio delle funzioni
da A a R sommabili.

Indichiamo invece con £!(A) ¢ lo spazio delle funzioni su A, in generale a

valori complessi, sommabili. Otteniamo in questo caso uno spazio vettoriale
su C.

Definizione 1.1.2 Sia X wuno spazio vettoriale su K (= R o C). Una
norma in X € una funzione |.|| : X — [0, 4+o0[, x — ||z|| Vz € X, tale che
()VAe K, Yz e X

Az = [A[ll]];

(II) Vx,y € X
2 +yll < llzll + lyll;

(III) se x € X e ||z|| =0, allora z = 0.



22 CAPITOLO 1. SPAZI NORMATI

Esempio 1.1.3 Sia, dato z = (x1,...,x,) € R",

n

ol = (D2 )%,

J=1

N|=

||l.|| ¢ la norma euclidea in R™ e sappiamo dal corso di Analisi B che soddisfa
le condizioni (I) — (IIT) della definizione 1.1.2.

Non si tratta dell’unica norma in R™. Due norme diverse dalla norma
euclidea sono, per = = (21, ...,x,) € R",

==Y |1, (1.1.5)

|2lloo := max |- (1.1.6)
Per la verifica vedi il seguente esercizio 1.1.1.

Esempio 1.1.4 In analogia con (1.1.6), dato A C R"™ (anche se in realta si
puo prendere come A un generico insieme non vuoto), e posto X := B(A, R),
definiamo in X la norma

Iloc = sup | = sup{|f(a)]|  a < 4} (1.1.7)

Verichiamo che ||.||cc € una norma in X.
Innanzi tutto & chiaro che ||.||s & ben definita su X e a valori in [0, +-00].
Passiamo in rassegna le proprieta (I) — (/1) della definizione 1.1.2.

(I) Se a € A, [Af(a)| = [A|f(a)] < [A[supa{[f(a)] : a € A} = |A[[|f]|oc-
Poiché cio vale qualunque sia a, ricaviamo

IAflloe = sup{[Af(a)] - a € A} < [A[[|f|oo- (1.1.8)
Se A\ # 0, osservando che f = A"!(\f) e applicando (1.1.8), otteniamo

1Fllse < IATHIAf oo

da cui ricaviamo immediatamente (I). Il caso A = 0 € immediato.
(II) Siano f e g elementi di X e a € A. Allora

[f(@) + g(a)l < [f(@)] + lg(a)] < [ Flleo + l9gloo-
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Segue che

If + glloo = sup{[f(a) + g(a)| : a € A} <[|flloc + [|glloo-

(III) Sia f € X tale che ||f|loc = 0. Allora sup{|f(a)| : « € A} = 0. Cio
implica, evidentemente, che f(a) = 0 Va € A. La funzione identicamente
nulla e proprio lo ”zero” dello spazio verttoriale X. Segue che vale anche
(IT1).

Osservazione 1.1.3 E facile verificare che su ogni sottospazio di B(A4,R)
(come BC(A,R)) (1.1.7) definisce una norma.

Esempio 1.1.5 Siano A € M,, (la classe dei sottoinsiemi misurabili secondo
Lebesgue in R™). Poniamo, data f € L(A),

= /A (@) |ds. (1.1.9)

Se ||.|]1 fosse una norma, dovrebbe valere il seguente fatto:

se f € LYA) e [4|f(z)|dz =0 allora f ¢ identicamente nulla.

Ma si vede facilmente che cio ¢ falso. Per esempio, se A = R"™, B € M,
B # 0 e L,(B) = 0, poniamo

f:A=>R,
W=l L ien
f € una funzione semplice non negativa e non identicamente nulla e vale
£l = [ F@)dz =1+ Lo(B) +0- Lu(R"\ B) = 0.
Di fatto, vale il seguente

Lemma 1.1.1 Siano A € M,,, f: A — [0,400] misurabile. Le due con-
dizioni sequenti sono equivalenti:

(1) [, f(x)dz = 0;

(II) f(x) =0 q. d. (quasi dappertutto) in A, vale a dire {x € A: f(x) >
0} & misurabile e ha misura 0.
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Percio , se || f|l1 = 0, possiamo solo dire che [f(z)] =0 q. d. in 4, e
quindi che f(xz) =0 q. d. in A. Per aggirare questo inconveniente, invece di
L1(A), conviene considerare lo spazio vettoriale

LY(A) = {[f] : f € LY (A)}, (1.1.10)

ove [f] & la classe di equivalenza di f definita in (0.4.1). L'(A) & uno spazio
vettoriale su C con le operazioni di somma e prodotto per uno scalare definite
in (0.4.2) e (0.4.3). Data [f] € L*(A), poniamo

Il = [, 17(a)da. (11.11)

La definizione ¢ ben posta per il teorema 0.4.1(V').
Facciamo vedere che |.||; ¢ una norma in L'(A, R).
Innanzi tutto, se A € C e f € LY(A),

I = A
= [ W@l =\ [ 1£(@)lda
= Al

Se f e g sono elementi di £!(A),

I+ [gllle = NI[f =+ gllh

= 1@ + gz < [ 17@)dw+ [ lgta)lda

= [ILA1llx + Ilgllx-

Infine, sia [|[f]|[1 = 0. Allora [, |f(z)|dz =0 e quindi f(z) =0q. d. .
Cio significa che f & equivalente alla funzione identicamente nulla e quindi
[f] = [0], che & lo zero di L'(A).

Osservazione 1.1.4 Anche se gli elementi di L'(A4) (A € M,) non sono
funzioni, ma classi di funzioni coincidenti quasi dappertutto, ¢ comodo e con-
sueto parlare di una certa funzione f come elemento di L'(A). Si intendera
sempre, in realta , la classe [f].

Esercizio 1.1.1 Verificare che ||.||; e ||.||cc definite in (1.1.5) e (1.1.6) sono
norme in R".
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Esercizio 1.1.2 Verificare che, se ||.|| € una norma in X, Vz,y € X si ha

]l = [lylll < [l =yl

Esercizio 1.1.3 Sia f : [0,27] — R, f(z) = = — sin(x) — 47. Calcolare
|| flloo- Calcolare anche || f||1

Esercizio 1.1.4 Sia f:[-2,1] = R, f(x) = 2. Calcolare | f|« e |[[f]|l1-

1.2 Nozioni di carattere topologico in uno spazio
normato

Introduciamo ora in un generico spazio normato una serie di nozioni di carat-
tere topologico gia viste in R™. In questa sezione X sara uno spazio normato
qualunque su K = R o C. Indicheremo con ||.|| la norma in X.

Siano z € X e r > 0. Poniamo

B(z,r)={ye X :|ly—z| <r}. (1.2.1)

B(z,r) si chiama palla aperta di centro z e raggio r.
Siano A C X e xg € X. Diremo che x( appartiene all'interno di A e
scriveremo

zo € A (1.2.2)

se esiste r > 0 tale che B(xg,r) C A.

Dato poi A C X, diremo che A ¢ aperto se A = A.

Dati A C X e xp € X, diremo che zg appartiene alla frontiera di A e
scriveremo

zo € Fr(A) (1.2.3)

se ogni palla aperta B(xg,7), con r > 0, contiene sia elementi appartenenti
ad A, sia elementi non appartenenti ad A.

Diremo che A C X ¢ chiuso se Fr(A) C A.

Dato poi A C X, chiameremo chiusura di A e indicheremo con la
scrittura A I’insieme

A:=AUFr(A). (1.2.4)

Se AC X e A= X, sidice che A ¢ denso in X.
Introduciamo infine la nozione di continuita .
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Definizione 1.2.1 Siano X e Y spazi normati con norme rispettivamente
Illx elllly, ACX, f: A=Y, x9p € A. Diremo che f & continua in xg
se Ve € RT esiste r(e) € R tale che, Vz € A verificante ||z — zo||x < r(e)
vale

1f(z) = fzo)lly <e

Diremo che f & continua se & continua in ogni punto di A.

E opportuno introdurre anche le nozioni di punto di accumulazione e di
limite.

Definizione 1.2.2 Siano A C X, con X spazio normato, e z° € X. Diremo
che 2° & un punto di accumulazione per A (e scriveremo x° € D(A)) se
Vr >0 B(2°,r) contiene qualche elemento di A distinto da z°.

Definizione 1.2.3 Siano X eY spazi normati, con norme, rispettivamente,
I.lx e ||l.lly- Siano poi A C X, 2° € D(A) el € Y. Secriveremo che
lim f(z) =1 se Ve € R" esiste r(e) € R™ tale che, Vo € A verificante

Tr—T
lz — 2ollx < 7(€), con x # 2°, vale

1f (@) = f(zo)lly <e

Esempio 1.2.1 Consideriamo lo spazio vettoriale X := C([0,1],R) nor-
mato con la norma ||.||sc (vedi (1.1.7)). Osserviamo che per il teorema di
Weierstrass C([0, 1], R) coincide con BC([0, 1], R), e quindi questa norma ¢
ben definita in X. Poniamo

f: X=X,
{ f(x)(t) = [Jx(s)ds, z€X. (1.2.5)

Il teorema fondamentale del calcolo integrale assicura che f(x) & continua e
appartiene, quindi, a X. Verifichiamo che f & continua.
Siano xp € X e € > 0; dato € X, si ha, Vt € [0, 1],

t
|F'(2)(t) = F(zo)(t)| = \}ﬁ (x(s) — zo(s))ds|

t
< [ 1a(e) = ao(s)lds < tha — a0l

< |z = zolloo-
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Ne segue che
[1F(x) = F(x0)]loc < [[# = Tol|oo-

Posto dunque 7(e) := €, si ha che, se ||z — zo|lec < 7(€), vale ||F(x) —
F(z0)||oo < €.

Esercizio 1.2.1 Dimostrare che ogni palla aperta ¢ un insieme aperto.
Esercizio 1.2.2 Dimostrare che, se A = B(zg,r), con zg € Aer >0,
Fr(A)={z e X : ||z — x| =r}.
Esercizio 1.2.3 Sia A C X. Dimostrare che A ¢ aperto se e solo se
ANFr(A) =0.
Esercizio 1.2.4 Sia A C X. Dimostrare che A ¢ chiuso se e solo se
A=A
Esercizio 1.2.5 Siano A C X, f : A — C. Dimostrare che f ¢ continua se
e solo se Re(f) e Im(f) sono continue a valori reali (sugg.: per ogni A € C
max{|Re(A)[, [Im(A)[} < |A] < [Re(A)] + [Im(N)]).

Esercizio 1.2.6 Verificare che, se X ¢ normato con norma |.||, la norma &
continua da X a R. (Sugg.: utilizzare il risultato dell’esercizio 1.1.2).

Esercizio 1.2.7 Enunciare e dimostrare un risultato di unicita del limite.

Esercizio 1.2.8 Sia f : A C X — Y, con X e Y spazi normati. Sia poi
2% € AND(A). Dimostrare che f & continua in 2° se e solo se esiste lim f (x)
Tr—T

e coincide con f(x).
1.3 Successioni in uno spazio normato e comple-

tezza

Cominciamo con la definizione di limite di una successione in uno spazio
normato X ( di norma ||.[|).
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Definizione 1.3.1 Siano (z,)neN una successione nello spazio normato X
edl € X. Diremo che (z,)nen converge al o ha per limite [ seVe € RT
esiste n(e) € N tale che per ognin € N con n > n(e) si ha

|lxn — || < e.
Osservazione 1.3.1 La definizione 1.3.1 equivale a richiedere che

lim ||z, — | =0.
n—-+00
Osservazione 1.3.2 Si vede facilmente con lo stesso argomento delle suc-
cessioni a valori in R che, se il limite esiste, ¢ unico (vedi esercizio 1.3.1).

Osservazione 1.3.3 La convergenza rispetto alla norma ||.||s nell’ambito
di B(A,R) (con A insieme non vuoto) si chiama anche convergenza uni-
forme.

Esempio 1.3.1 Siano ¢ €]0, 1], X = C([0,],R) con la norma ||.||s. Poni-
amo, dati n € N, t € [0, ],
2a(t) i= 1", (1.3.1)

I(t) = 0. (1.3.2)

Verifichiamo che la successione (z,,)nen tende a [. Infatti

[#n = oo = sup_|zn(t) — 1(t)]
te(0,4]

=0" = 0(n — +00).

E evidente che la convergenza uniforme implica la convergenza puntuale,
nel senso che, se (z,,)neN © una successione in B(A, R) convergente uniforme-
mente a | (€ B(A,R)), allora per ogni ¢t € A si ha

nh—>nc’>lo xn(t) = 1(t).
Non vale il viceversa. Consideriamo infatti lo spazio normato B([0,1],R)

con la norma ||.||«. Sia, per n € N, z,, : [0, 1] — R, definita ancora come in
(1.3.1) e sia
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Si vede subito che vale lim x,(t) = m(t) Vt € [0,1]. Tuttavia non si ha
n—-+00

lim ||z, — m|/s = 0. Infatti, per ogni n € N,
n——+0o

0 -moi={ 35 S0

Dunque ||z, — m||oc =1 Vn € N.

Una prima importante conseguenza della convergenza di una successione
¢ la sua limitatezza:

Teorema 1.3.1 Sia (an)nen convergente nello spazio normato X. Allora
(an)nen € limitata, nel senso che esiste M > 0 tale che

llan| < M Vn € N.

Dimostrazione Sia lim,_,~a, = | € X. Esiste n(1) € N tale che, se
n > n(l), si ha |la, — || < 1. Di conseguenza, se n > n(1),

lanll = [[(an =) + U < [T} + llan =1 < [l2] + 1.

Ponendo allora
M = max{|[a1[, ..., [[an]], 1]l + 1},

si ha ||an|| < M Vn e N. O
Vediamo ora certi importanti legami tra la nozione di limite di una suc-
cessione e alcune delle nozioni introdotte nella sezione 1.2.

Teorema 1.3.2 Siano A C X spazio normato ¢ xy € X. Allora sono equi-
valenti:
(1) zo € A;

(11) esiste una successione (an)neN a valori in A convergente a xg.

Dimostrazione Verifichiamo che da (I) segue (II). Sia xg € A. Costru-
iamo una successione a valori in A convergente a xg. Se xg € A, allora
xg € A oppure xg € Fr(A). Nel primo caso, possiamo prendere a, = zo
Vn € N. Sia invece g € Fr(A). Per definizione, per ogni n € N esiste
an € AN B(xg,1). Siha

n

1
lan = 0]l < — = 0(n = +0).
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Dunque, da (1) segue (I1).

Supponiamo invece che valga (IT). Dobbiamo far vedere che zy € A.
Consideriamo separatamente i due casi zg € A e g € A. Nel primo caso,
xo € A. Nel secondo caso, sia r > 0. Poiché zo ¢ A, B(xg,r) contiene
almeno un elemento non appartenente ad A: xq stesso. Scegliendo poin € N
in modo che ||la, — x| < r, si ottiene a,, € ANB(z°, 7). Dunque xo € Fr(A).
O

Teorema 1.3.3 Siano X e Y spazi normati, con norma rispettivamente
Illx elllly, ACX, f: A=Y, xg € A. Allora sono equivalenti:

(1) f & continua in xo;

(II) comunque si prenda una successione (an)neN @ valori in A e con-
vergente in X a xy, si ha che la successione (f(an))nen converge in'Y a

f(x0).

Dimostrazione Proviamo che (I) implica (II). Sia (ap)nen a valori
in A e convergente in X a xy. Sia poi € € R*. Poiché f & continua in
xo, esiste r(e) > 0 tale che, se a € A e |la — zo||x < r(e), allora || f(a) —
f(zo)|ly < e. Dalla definizione di convergenza di una successione, si ha che
esiste n(r(e)) € N tale che, se n > n(r(e)), si ha ||a, — zo||x < r(€). Segue
| f(an) — f(zo)|ly < €. Quindi vale (I1).

Supponiamo, viceversa, che valga (II). Dobbiamo far vedere che f ¢
continua in xp. Ragioniamo per assurdo e supponiamo che non sia cosl
. Allora esiste € > 0 tale che, comunque si prenda r > 0 esiste a € A con
la—zo||x <rellf(a)—f(zo)|ly > e Prendiamor =1,3,..., 1, ... escegliamo
an € ANB(xo, ) con || f(an)— f(z0)|ly > €. Allora, evidentemente, (an)neN
converge a g, ma (f(an))nen non converge a f(zp). Dunque non vale (I7)
e questa e una contraddizione. O

Vediamo adesso la nozione di completezza di uno spazio normato. Co-
minciamo con le seguente

Definizione 1.3.2 Siano X uno spazio normato e (zy)neN una successione
in X. Diremo che (xp)neN © una successione di Cauchy se Ve € RT
esiste n(e) € N tale che, per ogni possibile scelta di m e n naturali con
m > n(e) en > n(e), si ha

|an — aml|| < €.

Osservazione 1.3.4 Ogni successione convergente ¢ di Cauchy. Siano in-
fatti (xn)nen una successione in X e zp € X tali che ||z, — zo|] — 0



1.3 SUCCESSIONI IN UNO SPAZIO NORMATO E COMPLETEZZA 31

(n — +00). Siano poi € > 0 ed n(§) € N tali che ||z, — 2ol < § se
n > n(5). Presi n e m naturali, entrambi maggiori di n(5), si ha allora

[0 = 2ml| = [|(zn — z0) + (z0 — 2m)]|
€

€
< ||$n _$0” + ||CL'0 _$m|| < 5 + 5

= €.

In generale, non & vero viceversa: in uno spazio normato possono esistere
successioni di Cauchy che non sono convergenti.

Definizione 1.3.3 Sia X wuno spazio normato con norma ||.||. Diremo che
X con questa norma € completo se ogni successione di Cauchy € conver-
gente. Gli spazi normati completi si chiamano anche spazi di Banach.

Vediamo ora alcuni esempio di spazi di Banach. Il primo e fondamentale
risultato e il seguente

Teorema 1.3.4 R normato con il valore assoluto &€ completo.
Il risultato si estende facilmente a R":
Teorema 1.3.5 R’ normato con la norma euclidea &€ completo.

Dimostrazione Sia (z¥)ren una successione di Cauchy in R™ rispetto
alla norma euclidea, che indichiamo con ||.||. Dobbiamo far vedere che la
successione € convergente.

Sia, dato k € N, 2¥ = (2%, ..., 2%). Fissiamo e > 0. Allora esiste k(¢) € N
tale che, se i e j sono numeri naturali maggiori di k(e), si ha ||z° — 27| < e.
Sia r un numero naturale minore o uguale a n. Consideriamo la successione
in R (2¥)ren. Se i e j sono numeri naturali maggiori di k(e), si ha

o, — 2]l < [l — 27| <e.

Dunque, per 7 = 1,...,n, (z¥)zen @ una successione di Cauchy in R. Poiché
R ¢ completo, ciascuna successione (2F)ren ammette un limite reale z¥.
Poniamo

2% = (29, ..., 29).

Allora la successione (z¥)pen converge a x°. Infatti

n
1
|l2* =2l = [D_(aF — a)*)7 = 0(k — +o00).
r=1
|
Consideriamo ora la norma ||.| .
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Teorema 1.3.6 Sia A C R"™ non vuoto. Lo spazio normato B(A,R) con la
norma ||.||s € completo.
Lo spazio normato BC(A,R) con la norma ||.||s € completo.

Dimostrazione Sia (2¥)ren una successione di Cauchy in B(A,R) ri-
spetto alla norma ||.||s. Sia poi € > 0. Allora esiste k(e) € N tale che, se i
e j sono numeri naturali maggiori di k(e), si ha ||#° — 27]|c < €. Sia @ un
elemento qualunque di A. Consideriamo la successione in R, (2*(a))zen. Se
i e 7 sono numeri naturali maggiori di k(e), si ha

o' (a) — 27 (a)] < [la" — 2l <.

Dunque, Ya € A, (2¥(a))ren © una successione di Cauchy in R. Poiché R
& completo, ciascuna successione (2¥(a))ren ammette un limite reale z°(a).
Evidentemente, 2V & una funzione da A a R. Verifichiamo che 2" € B(A,R)
e che

2% — 2%)|o = 0(k — +00).

Siano € > 0 e k(e) come prima. Sia j > k(e). Siano poi i > k(e) e a € A. Si
ha

|zt (a) — 27 (a)| < ||z — 27|00 < e. (1.3.3)
Al limite per i — +oo in (1.3.3), si ottiene |2°(a) — 27(a)| < € Va € A. In
particolare, dal caso € = 1 otteniamo Va € A e per un arbitrario j > k(1),

[2%(a)| = |(2°(a) — 27 (a)) + 27 (a)|

< [2%(a) — &7 (a)| + |27 (a)] < 1+ |27 ]|oc-

Percio 2° € B(A,R) e [|2°]|oc < 14 [|27]|. Inoltre, se j > k(§), abbiamo
o — 2]l < 5 <

Da cio la prima conclusione.

Verifichiamo ora la completezza di BC(A,R). Sia (zF)ien una suc-
cessione di Cauchy in BC(A,R). Evidentemente, ¢ di Cauchy anche in
B(A,R) e quindi, per la prima parte del teorema, esiste z° € B(A,R) tale
che ||z* —2°||oc — 0 (k — o0). Per concludere, si tratta solo di verificare che
2% € BC(A,R). Poiché sappiamo gia che si tratta di una funzione limitata,
resta solo da far vedere che € una funzione continua.
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Sia a® € A. Verifichiamo che 2° & continua in A. Sia ¢ > 0. Sia k € N
tale che [|z* — 2% < §. Poiché z* & continua, esiste r > 0 tale che, se
a€Aela—ad| <r, allora |2F(a) — 2%(a®)| < §. Con questa scelta di a, si
ha allora

< 2H:rk — mOHOO + \mk(a) — :):k(ao)] <e.

0

Percid 2° & continua in a°. O

Si potrebbe infine provare anche il seguente
Teorema 1.3.7 Sia A € M,,. Allora L'(A), normato con |.||1, & completo.

Esempio 1.3.2 Dal teorema 1.3.6 segue che C([0, 1], R) & uno spazio di Ba-
nach con la norma ||.||~. Sia X lo spazio vettoriale delle funzioni polinomiali
a coefficienti reali ristrette a [0, 1]. Un celebre teorema dovuto a Weierstrass
asserisce che X & denso in C([0, 1], R). In altre parole, in virtu del teorema
1.3.2, possiamo dire che, fissata arbitrariamente una funzione continua f di
dominio [0, 1] e a valori reali, esiste una successione di funzioni polinomiali
convergente uniformemente a f. Da cio segue immediatamente che X con
la norma ||.||oc non & completo. Per vederlo, basta prendere una successione
(zF)pen di funzioni polinomiali convergente uniformemente a una funzione
continua che non sia una funzione polinomiale (per esempio, a una funzione
continua che non sia derivabile in qualche punto). Questa successione & di
Cauchy in X in base all’osservazione 1.3.4, ma non & convergente in X.

Esercizio 1.3.1 Verificare che in ogni spazio normato l’eventuale limite di
una successione € unico.

Esercizio 1.3.2 Verificare che in ogni spazio normato X se (x,)nen con-
verge a xo € (Yn)neN converge a yp, allora (z, + yn)neNn converge a g + Yo
e, se A appartiene al campo K, (Az,)neN converge a Azg.

Esercizio 1.3.3 Con riferimento all’esempio 1.3.1, verificare che la succes-
sione (7, )nen converge a 0 in L1([0, 1]). Osservare che m ¢ identificabile con
la funzione identicamente nulla, nel senso che [m] = [0].
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Esercizio 1.3.4 Siano X, Y e Z tre spazi normati, A C X, BCY, f:
A—=Y,g:B — Z, con f(A) C B. Sia poi zp € A tale che f & continua
in zg e g & continua in f(xg). Provare che g o f ¢ continua in zg. (Sugg.:
applicare il teorema 1.3.3)

Esercizio 1.3.5 Verificare che C, prendendo come norma il valore assoluto,
¢ completo.

Esercizio 1.3.6 Sia A C X spazio normato. Provare che le due condizioni
seguenti sono equivalenti:

(I) A & chiuso;

(IT) sia [ € X tale che esiste una successione (a,)nen a valori in A
convergente a [. Allora [ € A.

Esercizio 1.3.7 Studiare la convergenza delle seguenti successioni (x)keN
nello spazio B(A,R) assegnato:
(a) A =0, +oo[; x1(t) = [2sinh(2kt) — e2F!]¢;
b) A =]0,2]; zy(t) = (5)F In(L);
¢) A =R; xp(t) = sin(§) — cos(5);
) sin(z) — cos(

)
)

f ;
g) A = R+7 fL'k(t) - 1—Hf:2t2’
h) A=R"; a(t) = o33

1.4 Spazi con prodotto interno, spazi di Hilbert
Cominciamo con la definizione di prodotto interno.

Definizione 1.4.1 Siano X wuno spazio vettoriale su K (al solito coinci-
dente con R o C), < .,. > un’applicazione da X x X a K (che associa
dunque a ogni coppia ordinata (x,y) di X x X un elemento < x,y > ap-
partenente a K ). Diremo che < .,. > ¢ un prodotto interno (o scalare)
i X se valgono le sequenti condizionsi:

(PI1)Vy € X v =<,y > ¢ lineare da X a K;

(P12) <y,x >=<zx,y > Vo,y € X;

(P13) < x,x > & un numero reale non negativo Vx € X;

(PL}) sex € X e <xz,x >=0, allora x = 0.
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Osservazione 1.4.1 (PI1) equivale a richiedere che VA1, Ay € K, V2!, 22,
y € X si abbia

<zt + X2 y>=N <zl y>+r<aty>.
Da (PI1) e (PI2) segue poi, VA1, A2 € K, Vo, 9!, 9y% € X,

<z, Myt + Ay? >=

<Myl + X2, z>= N <yl,z>+ <y?az>=
Z)\i1<x,y1>+)\72<:1:,y2>.

Si usa dire che Vx € X y —< z,y > ¢ antilineare da X a K. Nel caso
K = R, cio significa che un prodotto interno e lineare anche nel secondo
argomento.

Esempio 1.4.1 Siano X = R" e K = R. Se z = (z1,...,2,) e y =
(Y1, -+, Yn), poniamo
<X,y >i=21Y1 + - + Toln. (1.4.1)

E facile verificare che I'applicazione definita in (1.4.1) & un prodotto scalare
in R™ (che probabilmente sara gia noto al lettore!)

Esempio 1.4.2 Siano X = C" e K = C. Se z = (z1,...,2,) € y =
(ylv "'7yn), pOniamo

< T,y >i= XYL+ .o+ TpTn. (1.4.2)

L’applicazione definita in (1.4.2) & un prodotto scalare in C". Lasciamo la
facile verifica al lettore (vedi lesercizio 1.4.1).

Esempio 1.4.3 Siano A € M,, e f : A — C misurabile. Diremo che f
appartiene a £2(A) se

/ |f(2)[2dz < +oc.
A

Se a e b sono numeri reali non negativi, si ha
0 < (a—0b)?=a®+0b>— 2ab.

Ne segue la disuguaglianza
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—_

ab < =(a® 4+ b?). (1.4.3)

2
Siano allora f e g elementi di £2(A). Se x € A, si ha
f(2) +g(2)” < (|f(2)] + |g(2)])?

=1f@)]” + [g(@)* + 2/ (@)l]g(x)]
<2(|f @) + lg(@)*),
utilizzando (1.4.3). Percio

J 1@+ gla) o
A

< [ 20@F +lg@)da

A2
=2([ 17+ [ lote)P) < oo

Dunque f + g € £2(A). E facile anche vedere che, se A € C e f € L2(A),
anche A\f € £2(A). Ne deduciamo che £?(A) & uno spazio vettoriale su C
con le solite operazioni di somma e prodotto per uno scalare. E poi facile
verificare che, se f € £L2(A) e f ~ g nel senso della definizione 0.4.1, allora
anche g € L2(A) (vedi esercizio 1.4.2).

Definizione 1.4.2 Sia A € M,,. Poniamo
L*(A) :={[f]: f € L2(A)}.

Con somma e prodotto per uno scalare definiti in (0.4.2) e (0.4.3), L?(A) &
uno spazio vettoriale su C, come e facile verificare.

Siano ora f e g elementi di £2(A). Applicando ancora (1.4.3), abbiamo,
Vo € A,

N

|f(2)g(@)] = |f(@)llg(x)] < S (1f(2)]* + lg(2)]?).

Ne segue che fg ¢ sommabile su A. Siano allora [f] e [g] elementi di L?(A).
Poniamo

< [f], 9] >:= /A F(z)g(@)d. (1.4.4)
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Si verifica facilmente (applicando il teorema 0.4.1) che (1.4.4) non dipende
dalla scelta dei rappresentanti delle classe di equivalenza. Verifichiamo che
< .,.> & un prodotto scalare in L?(A).

Lasciamo al lettore la verifica di (PI1).

Verifichiamo (P12). Si ha

< gl

fl1>=
. /A 9(@)f@)dz = /A f(@)g(@)da

(applicando la formula (0.2.9)

=< [f]»[g] >

Verifichiamo (PI3). Se f € £L2(A),

<1 >= [ f@)Pda = o,

Verifichiamo infine (PI4). Dire che < [f],[f] >= 0 equivale a dire che
[4lf(@)Pdz = 0. Dal lemma 1.1.1 segue |f(x)|> =0 q. d. in A, e dunque
f(z) =0q. d. in A. Concludiamo che

Vediamo ora come su ogni spazio con prodotto interno si puo introdurre
in maniera naturale una norma.

Definizione 1.4.3 Sia X wuno spazio vettoriale su K su cui € fissato un
prodotto interno < .,. >. Poniamo, Vx € X,

|z == v<z,z>.

Chiameremo [’applicazione x — ||z|| norma associata al prodotto interno
<>

Osservazione 1.4.2 Osserviamo che la definizione 1.4.3 & ben posta in vir-
tu della condizione (PI3). Tra poco verificheremo che ||.|| ¢ effettivamente
una norma secondo la definizione 1.1.2.
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Per provare che ||.|| ¢ una norma utilizzeremo il seguente

Teorema 1.4.1 Sia X wuno spazio vettoriale su K col prodotto interno <
. >. Sia poi ||.|| come nella definizione 1.4.3. Allora Vx,y € X

| <z,y> | < |lz|lllyll-
(Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz)

Dimostrazione Siano « € K, che specificheremo nel seguito. Allora,
vt € R, utilizzando (PI1) — (PI3),

0 << z+tay,x+tay >

=<zz>+tla<yz>+a<zy>) +t?al® <yy>
= [|z]|* + 2tRe(ar < y,z >) + £*|af*[[y]%,

essendo
a<y,r>+ao<zr,y>=a<y,r>+a<y,r >

=2Re(a < y,z >).

Scegliamo

o |§§Z£| se <x,y>#0,
se <z,y>=0.
Osserviamo che in ogni caso |a| =1 e si ha
P(t) :=< x + tay, = + tay >= ||z|* + 2t| < z,y > | + t*||y|*Vt € R.

P & un polinomio di grado non superiore a due a coefficienti reali e P(¢) > 0
vVt € R. Cio implica che il suo discriminante & non positivo, vale a dire

| <a,y > —lzllly|* <0,
da cui segue subito la conclusione. O

Teorema 1.4.2 Siano X uno spazio vettoriale su K e < .,. > un prodotto
interno in X. Allora la norma associata a < .,.> (definizione 1.4.3) € una
norma nel senso della definizione 1.1.2.
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Dimostrazione Indichiamo al solito con ||.|| la norma associata a < .,. >.
Siano A € K e x € X. Allora

Az|| = V< Az, Az > =/ |A2 <,z > = |M]||z]|.
Se z e y sono elementi di X, si ha poi
o+ yl? =<z +y,z +y >= ||z + 2Re(< z,y >) + [ly|®
< l|® + 2| Re(< &,y >)| + |yl < lle|® + 2] < 2,y > |+ [ly[|?
<l + 2ll2lly ]l + lyl®
(per Cauchy-Schwarz)
= (]l + llwl)?,
da cui, prendendo le radici quadrate,
[z +yll < [[=]] + llyll-

Infine, se ||z|| = 0, allora < z,2 >=0,da cuiz =0. O

Esempio 1.4.4 Consideriamo l’esempio 1.4.1. Dato z = (x1,...,x,) € R,
otteniamo dal prodotto scalare la norma

lz|| = V<z,2>=\/2? + ... + 22,
che ¢ la ben nota norma euclidea.

Esempio 1.4.5 Consideriamo 'esempio 1.4.2. Dato = = (z1,...,z,) € C",
otteniamo dal prodotto scalare la norma

lell = v< @z > = \fler]? + o+ [zal2. (1.4.5)

Esempio 1.4.6 Consideriamo ’esempio 1.4.3. Dal prodotto scalare definito
in L?(A), otteniamo la norma

U1 =< 110> = [ 1 @)Pda. (146)

In questo caso la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz si traduce nella seguente
disuguaglianza integrale, valida per f e g in £2(A):

| /A f(w)g(:c)dwlé\/ /A f<x>|2dx\/ /A lg(x)?dz. (1.4.7)
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Concludiamo con la definizione di spazio di Hilbert.

Definizione 1.4.4 Sia X uno spazio normato con una norma ||.|| associata
a un certo prodotto interno < .,. >. Diremo che con tale norma X & uno
spazio di Hilbert se & completo secondo la definizione 1.3.3.

Abbiamo gia visto (teorema 1.3.5) che R™ con la norma euclidea & com-
pleto ed & percio uno spazio di Hilbert. Anche C" con la norma 1.4.5 &
completo (esercizio 1.4.3). Si potrebbe poi dimostrare il seguente

Teorema 1.4.3 Sia A € M,,. Allora lo spazio L*>(A) con la norma (1.4.6)
e completo ed & quindi uno spazio di Hilbert.

Esercizio 1.4.1 Verificare nei dettagli che 'applicazione (1.4.2) & un pro-
dotto interno in C™. (Sugg.: si cominci col far vedere che, se z e v sono
elementi di C, allora 20 = Zv. Si rammenti inoltre che 2z = |2|2.)

Esercizio 1.4.2 Verificare che, se f € L2(A) e f ~ g, allora g € L?(A).

Esercizio 1.4.3 Verificare che C" con la norma (1.4.5) & completo. (Sugg.:
osservare che con tale norma C” coincide con R?” munito della corrispon-
dente norma euclidea.)

1.5 Proiezioni ortogonali in uno spazio di Hilbert

Cominciamo con l’enunciare quello che & probabilmente il risultato piu im-
portante sugli spazi di Hilbert.

Ricordando l'interpretazione del prodotto scalare standard in R, diremo
che due elementi x e y in uno spazio con prodotto interno < .,. > sono
ortogonali se < x,y >= 0.

Teorema 1.5.1 Siano H uno spazio di Hilbert, A C H convesso e chiuso.
Sia poi x € H. Allora la funzione y — ||y — z|| ammette minimo in A. Tale
minimo € assunto in un unico punto Pax € A.

Osservazione 1.5.1 In sostanza il teorema 1.5.1 afferma che, se A & con-
vesso e chiuso, per ogni punto x € H esiste un unico punto Paz di A che
ha distanza minima da x. Nel caso in cui A sia un sottospazio chiuso di H,
Pax puo essere pensato come la proiezione ortogonale di x su A, in base al
risultato seguente.
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Teorema 1.5.2 Siano H wuno spazio di Hilbert, A un sottospazio chiuso
di H. Sia poi x € H. Allora, dato y € A, le condizioni sequenti sono
equivalenti:

(I) y = Pax;

(1) <x—y,z>=0Vz € A

Dimostrazione Verifichiamo che, se y = Pyz, allora < x —y,z >= 0
Vz € A. Siano z € Aet € R. Poiché y+tz € AVt € R, la funzione

{ P:R—R,
P(t) = [lz —y — tz|?
assume il minimo in ¢ = 0. Si ha
P(t) = ||z — y|* — 2tRe(< & — y, z >) + 2] 2]
Dunque P ¢ una funzione polinomiale. Deve essere P'(0) = 0, da cui
Re(<xz—y,z>)=0.

Se il campo K ¢ C, anche iz € A e dunque vale anche Re(< x —y,iz >) = 0;
ma allora

Im(<x—y,z2>)=Re(—i<z—y,z>)=Re(<x—y,iz>)=0.

Con cid abbiamo dimostrato che da (I) segue (I1).

Sia invece y € A tale che < x —y,z >=0Vz € A. Dato allora z € A, si
ha

|l = 2)1? = [I(z = y) + (y = 2)|I”

=z —yll> +2Re(< z —y,y — 2 >) + |y — 2> = |z =yl + [ly — =/

(perché y — z € A)
> |l -yl

Percio y = Pyx. O

Vogliamo ora fornire una formula esplicita per P4 nel caso in cui A sia
un sottospazio di dimensione finita di H.

Premettiamo la seguente

Definizione 1.5.1 Sia {z' : i € I}, con T arbitrario, insieme di indici un
sottoinsieme dello spazio di Hilbert H. Diremo che {x':i € I} & un sistema
ortonormale se, Vi,j € Z,

< .%'i,l'j >= 5ij

con d;; simbolo di Kronecker.
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Osservazione 1.5.2 In sostanza, nella definizione 1.5.1 chiediamo che i vet-
tori 2 siano a due a due ortogonali e abbiano norma unitaria.

Per esempio, la base canonica {e' : i € {1,...,n}} di R" & un sistema
ortonormale rispetto al prodotto scalare standard (vedi I’esempio 1.4.1). La
stessa cosa vale in C™ con il prodotto interno descritto nell’esempio 1.4.2.

Come vedremo, sara molto utile lavorare con una base ortonormale. A
tale proposito, premettiamo il seguente

Teorema 1.5.3 Sia A un sottospazio di dimensione finita dello spazio di
Hilbert H. Allora A possiede una base ortonormale.

Dimostrazione La dimostrazione che forniamo & costruttiva, nel senso
che fornisce un metodo (il cosi detto metodo di Gram-Schmidt) per
costruire una base ortonormale di A a partire da una base qualunque {f? :
1 <4 < n}, con n dimensione di A. Per semplicita , consideriamo il caso
n = 3, anche se il metodo ¢ del tutto generale e segue le linee del caso
particolare che trattiamo.

Sia {f!, f2, 3} una base di A. Poniamo

1. 1
[pal

(si osservi che f1 # 0). Si ha |le!|| = 1.
Cerchiamo un elemento €2 € A della forma

.

2 =cel + f2
che sia ortogonale a e'. Otteniamo
0=<e el >=ct < f2 el >.
Dobbiamo allora prendere
c=—< f2el>.

Si osservi che, qualunque sia ¢, €2 # 0, in quanto e' e f? sono linearmente
indipendenti. Poniamo ora
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E chiaro che e' ed e? sono ortogonali e di norma unitaria. Sono inoltre
entrambi combinazioni lineari di f! e f2.
Cerchiamo infine un elemento € € A della forma

e =cret +Pe?+ 3

che sia ortogonale a e! ed e%. Otteniamo

0=<eé el >=ci+ < f3, e >,

0=<eé e >=cot+ < f3,e2>.
Dobbiamo allora prendere

1 2

c=—<flel > o=—<f3e>.

Si ha che € # 0, in quanto f3 non dipende linearmente da e! ed €2, in
quanto non dipende linearmente da f! ed f2. Poniamo allora

1
3 3
e’ 1= ——¢
le?)
e {e!,e? €3} & la base ortonormale cercata. O

Esempio 1.5.1 Siano H = L?([-1,1]), A il sottospazio delle classi di equi-
valenza contenenti la restrizione a [—1, 1] di qualche funzione polinomiale di
grado non superiore a 2. E evidente che A ¢ uno spazio di dimensione finita
e una sua base & {[1], [t], [t?]}. Nel seguito, data f € £2([0, 1]), scriveremo f
al posto di [f], per semplicita di notazione. Sia fl(t) =1, (t € [~1,1]). Sia
ha )
171 = (] 12 =2
1

Poniamo allora el(t) := % (t € [-1,1]). Seguendo il metodo generale della

dimostrazione del teorema 1.5.3, poniamo
1

2 1 t
ci=—< f%e >=— —dt = 0.
f /_1\/5

Dunque,
Et)=t,te[-1,1].

1 2
jel = ([ eany =2,
-1 3

Si ha
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da cui

Poniamo infine

c1i=—< f3e

)

1 1 t2 _ ﬂ
SR [ P
Y 3

1
cgi=—< f3e?>= —/ t2(\/§t)dt =0.
-1

Abbiamo dunque

1
3 2
)y =1t>— .

Si vede poi che ||e3| = %\/% . Poniamo allora

{e!,e?,e3} ¢ una base ortonormale di A.

Vediamo ora una formula per P4 nel caso di A sottospazio di H di di-
mensione finita.

Teorema 1.5.4 Siano H uno spazio di Hilbert, A un suo sottospazio di
dimensione finita, {e', ...,e"} una base ortonormale di A. Allora A & chiuso.
Inoltre, per ogni x € H,

n
Pyx = Z <z el > e (1.5.1)
i=1

Dimostrazione 11 fatto che A sia chiuso ¢ lasciato al lettore (esercizio
1.5.2). Per quanto riguarda (1.5.1), poiché Pyx € A, ¢ della forma

Pax = cie! + ... + cpe®,
con ¢y, ..., ¢y elementi del campo K. Sia 1 < 5 < n. Dal teorema 1.5.2 segue
0=<ux— Zciez,ej >=<z,e > —¢j,
i=1

da cui la conclusione. O
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Esempio 1.5.2 Siano H = L?([0,1]) e A il sottospazio di H delle funzioni
polinomiali di grado non superiore a 2. Sia f(t) = sin(¢). f € un elemento
di H. Paf puo essere interpretato come l’elemento di A che approssima
meglio f, nel senso che [_; 4y [f(t) — P(t)|dt, con P polinomio di grado non
superiore a 2, ¢ minimo proprio per P = P4 f. Nell’esempio 1.5.1 abbiamo
determinato una base ortonormale {e', €2, 3} di A. Utilizzando i calcoli gia
fatti, otteniamo allora che

3
Paf(t)=>_ < fe'>€(t) =
i—1

— \}5 _11 Si\n/(;) ds + /_11 sin(s)\/gst\/gt

+ i —“A/z(8"=2)ds -/ z(t"— ) =
/_1 Sln(S) 2 2 (8 3) 5 2 2( 3)

= 3(sin(1) — cos(1))t.

Concludiamo con il seguente risultato.

Teorema 1.5.5 Sia (V,,)neN una successione di sottospazi chiusi dello spa-
zio di Hilbert H, tale che V,, C V11 Vn € N eV = U V., € denso in

neN
H. Dato n € N, indichiamo con P, la proiezione ortogonale su V,,. Allora,

Vx € H wale

lim Ppx =x.
n—-+o00

Dimostrazione Sia € > 0. Applicando il teorema 1.3.2, possiamo dire
che esiste vg € V tale che ||z —vg|| < e. Sia vy € V,,, con ng € N. Se n > no,
si avra allora, tenendo conto che vy € V,,

Iz = Pazl| < |z = wol| <e.

a

Esercizio 1.5.1 Dimostrare che, se A & un sottospazio chiuso di H, l'ope-
ratore Py : H — A ¢ lineare. (Sugg.: utilizzare il teorema 1.5.2)
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Esercizio 1.5.2 Dimostrare che, se A & un sottospazio di dimensione finita
di uno spazio di Hilbert H, allora A & chiuso. (Sugg.: sia {e!,...,e"} una
base ortonormale di A. Se z = z1e' + ... + z,e", allora

1
Izl = (21 + .. + |zal*)? = [[(21, oy z0)cm,

ove ||.|[c» € la norma in C™ introdotta nell’esempio 1.4.2. Si usi poi il risul-
tato dell’esercizio 1.4.3.

Esercizio 1.5.3 Costruire una base del sottospazio delle funzioni polino-
miali di grado non superiore a 3 che sia ortonormale rispetto al prodotto
scalare in L?([—1,1]).
Esercizio 1.5.4 Siano z!
rificare che

,-,x™ elementi di H a due a due ortogonali. Ve-

lz' + o 2”2 = a2

Questa formula puo essere considerata una generalizzazione del classico teo-
rema di Pitagora.

1.6 Serie di Fourier

Cominciamo col ricordare che, dato y € R, vale per definizione

e = cos(y) +isin(y).
Si osservi che si ha
i = cos(x) — isin(x) =
= cos(—z) + isin(—xz) = e,

Vale inoltre la fondamentale formula

e = ! @ty) Vx,y € R, (1.6.1)

da cui segue
(e")" = e VneN

Tenuto conto poi che e = 0, da (1.6.1) si vede che

()™l = ¢7i® vV € R.
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Osserviamo infine che

) o i i —ix
cos(z) = Re(e') = c —2ke = +26 (1.6.2)

) ei:v . 6% eiz _ e—im
i =1 ) = = 1.6.3
sin(z) = Im(e™) 5 oF (1.6.3)
(1.6.2) e (1.6.3) sono le ben note formule di Eulero. Siano ora m e n
numeri interi, con m # n. Si ha

| 7 ey =
= [T e=mzgy = [T cos((n —m)z)dz +i [T _sin((n —m)z)dr =
=0.
(1.6.4)

Invece,

/ L (1.6.5)
Da (1.6.4) e (1.6.5) si deduce che {f}% :n € Z} & un sistema ortonormale
in L*([-m,7]). Dato n € N, indichiamo con V;, il sottospazio di L*([—m,7])

etke

generato da {\/ﬂ : —n <k <n}. Se f € L*([~, 7)), la proiezione ortogo-
nale P, f di f suV,, e data da

P f(t) = % L : fs) 3 et ds (1.6.6)

k=—n

Tenendo conto della formula di somma dei termini di una progressione geo-
metrica, si ha, per ¢/t=s) £ 1,

n 2n i(2n+1)(t—s
Z ik(t—s) _ ,—in(t—s) Z ik(t=s) _ ,—in(t—s) 1— e ‘+ )(t—3)
R P 1 — ez(t—s)

(2n+1)(t—s))(1 _ e—i(t—s))
11— eili—9)|2

—in(t—s) (1 — ¢

=€

Si ha
11— €92 = [1 — cos(t — 5)]? + sin’(t — s)
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t—s

=2 — 2cos(t — 5) = 4sin’(

).

Inoltre

einlt=s) (1 _ (int1)(t=s)) (] _ ilt=s)y _
_ ginlt=s) | g—inlt=s) _ jiln+1)(t=s) _ ,—i(n+1)(t—s)
= 2[cos(n(t — s)) —cos((n + 1)(t — s))]
(per le formule di Eulero)

t—s

:4mmn+;@—gnm( )

(per le formule di prostaferesi). Concludiamo che, se €'(*~%) £ 1, si ha

n

Z pik(t—s) _ sin((n + §)(t — ))‘

t
ke—n SIH(T)

sin((n+1)(t—s))
. sin(t_Ts)

[—m,7]) in cui sin(*5*) si annulla, abbiamo ottenuto

Prolungando arbitrariamente nei punti (in numero finito in

Puf(t) =

1 /’T sin((n + 3)(t — 5))f(5)d5, (1.6.7)

2 sin(45%)
Poniamo V := U V.. Si potrebbe dimostrare che V' & denso in L?([—, 7.

neN
Applicando allora il teorema 1.5.5, otteniamo il seguente

Teorema 1.6.1 Sia f € L*([—n,n]. Allora la successione (Pnf)neN, con
P.f dato da (1.6.7), converge a f, per n — +oo, in L*([—m, 7).

Si usa anche scrivere

znt
_”‘Sd 1.6.
2 / Ut % (168)

n=—oo

nel senso che f = nligloo Z o |7 f(s)e™™ds in L*([—m,7]). Osservi-
=—n

amo che in generale non ¢’ nessuna convergenza puntuale. Si osservi, per
altro, che, poiché gli elementi di L?([—n,7]) sono classi di equivalenza di

funzioni e non funzioni, il valore di f(t), che dipende dal rappresentante,
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non ha senso. Ci si puo pero chiedere se, ad esempio, data f € C([—m, 7)),
valga puntualmente EIJ? P,f(t) = f(t), con P,f(t) definita in (1.6.7). Si
n oo

potrebbe dimostrare il seguente

Teorema 1.6.2 Sia f € C([—m,x]) tale che

(D) f(=m) = f(x);
(1I) esistono C' e o positivi tali che

|f(t) = f(s)] < C|t — 5| (1.6.9)

Vt, s € [—m, 7).
Allora la successione (P, f)neNn converge a f uniformemente in [—m,m|.

Osservazione 1.6.1 Applicando il teorema del valor medio, non ¢ difficile
verificare che, se Re(f) e Im(f) sono di classe C*, allora l'ipotesi (I1) del
teorema 1.6.2 ¢ soddisfatta, con @ = 1. In generale, si potrebbe verificare
che, se f € C([—m,n]) e vale (I), la conclusione del teorema 1.6.2 ¢ falsa.

Osservazione 1.6.2 Data f € L?([—, 7], chiameremo (1.6.8) sviluppo di
Fourier classico di f.

In generale se S := {e" : n € N} ¢ un sistema ortonormale nello spazio
di Hilbert H tale che lo spazio vettoriale generato da S ¢ denso in H, si ha
che, Vf € H,

n
Y k Kk
f= ngl—ir-lool;l < f,e¥ > e”. (1.6.10)
scriveremo
o0
f=Y <fe'>e (1.6.11)
n=1

e parleremo anche in questo caso di sviluppo di Fourier di f. Vedremo un
esempio significativo nella prossima sezione.

Esercizio 1.6.1 Verificare quanto asserito nella prima parte dell’osservazio-
ne 1.6.1.

Esercizio 1.6.2 Verificare che, se f = > 72, < f,e™ > €" ¢ uno sviluppo
di Fourier di f € H nel senso di (1.6.10), si ha



50 CAPITOLO 1. SPAZI NORMATI

)
A2 =1 < fre® > %
n=1

(identita di Bessel) (Sugg.: utilizzare i risultati degli esercizi 1.2.6 e 1.5.4. )

1.7 Un’applicazione degli sviluppi di Fourier all’
equazione del calore

Consideriamo ’andamento nel tempo della temperatura v di una sbarra
costituita di un materiale omogeneo. Conosciamo la temperatura all’istante
iniziale ¢ = 0 e un termostato mantiene la temperatura costante (per esempio
a livello 0) agli estremi della sbarra. Schematizziamo la sbarra mediante con
un intervallo [0,1] C, conl > 0. Set > 0 e x € [0,!], indichiamo con u(t, x) la
temperatura in = all’istante ¢ > 0. La fisica ci dice che u soddisfa la seguente
equazione differenziale:

Dyu(t,z) = K*D?u(t,z), (t,z) €]0, +oo[x][0,1], (1.7.1)

con k costante positiva che dipende dal materiale. Valgano inoltre

u(0,z) = f(z), x€][0,l] (1.7.2)

u(t,0) =wu(t,l) =0, t>0. (1.7.3)

Qui f & una funzione continua a valori reali di dominio [0, ], tale che f(0) =
f(1) = 0 (questa condizione assicura che (1.7.2) e (1.7.3) sono compatibili).

Per soluzione del sistema (1.7.1)-(1.7.2)-(1.7.3) intenderemo una funzione
u continua in [0, +00[x[0,[], dotata in |0, 4+o00[x[0,!] di derivate Dyu, Dyu,
D2y continue, soddisfacente le tre condizioni (1.7.1)-(1.7.2)-(1.7.3).

In questo caso semplice, applicheremo il cosi detto metodo della se-
parazione delle variabili: cercheremo prima soluzioni di (1.7.1) e (1.7.3)
che siano prodotto di una funzione di ¢ con una funzione di x. Costruiremo
poi una soluzione del problema mediante sviluppi in serie delle soluzioni
particolari trovate.

Cominciamo allora a realizzare il nostro programma, cercando le funzioni
della forma
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o(t,z) = T(H)X(x), t>0,z€][0,l], (1.7.4)

non identicamente nulle e soddisfacenti (1.7.1) e (1.7.3). Dovra allora essere

T )X (z) = K*T(t)X"(x), t>0,z€][0,]], (1.7.5)
X(0) = X(1) = 0. -
Sia tp > 0 tale che T'(ty) # 0. Allora deve valere
AX(z) = X"(x), z€][0,l],
{ X(0) = X0 ~ 0, (1.7.6)
T/(t
con \ = kQT(,(fg).
Nello stesso modo, se zg €]0,1[ e X (z9) # 0, si ha
]{32X”(:L‘0)
T'(t) = ——=T(t) = A>T (t). 1.7.7
(1) = T ) = MET() (17.7)

Ci interessano le soluzioni non identicamente nulle. Consideriamo allora il
problema (1.7.6). Non ¢ difficile verificare che possiede soluzioni non nulle
se e solo se \ & della forma

n?n?

A= —l—z,neN. (1.7.8)
In tal caso le soluzioni sono le funzioni X della forma

nmx

X(z) = Csin(T), (1.7.9)
con C' € R arbitrario. Per \ = —%, si ottengono le soluzioni di (1.7.7),
che sono le funzioni della forma
_(nwk)zt
T(t)=Ce @ (1.7.10)

con C' € R arbitrario. Otteniamo dunque per ogni n € N la funzione

7(n7rk)2t
vp(t,x) =e 2 sin(nlﬂ), (1.7.11)

che verifica (1.7.1) e (1.7.3). Cerchiamo allora una soluzione del sistema
(1.7.1)-(1.7.2)-(1.7.3) nella forma
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u(t,z) = Z cnn(t, ). (1.7.12)
n=1

Operando formalmente, si ottiene

f@)=u(0,2) =Y ¢ sin(@). (1.7.13)
n=1
Poniamo
en(x);::sin(f?}i). (1.7.14)

Indichiamo con < .,. > il prodotto scalare in L%([0,1]). Se m # n, si ha

l
< €n,€m >:/ sin(nlﬂ)sin(m?aj)d:ﬂ
0

1, [ (n —m)rx ! (n+m)rx
= 5[/0 cos(f)dl‘ —/0 Cos(f)dx] =0,

mentre

nmwx 2nmx

< €n, €n >:/Olsin2( l )dx:;{/ol[l—cos( 7 )dx} =

Se poniamo allora

nnx

en(z) = \/?sin(l), (1.7.15)

otteniamo che {e, : n € N} costituisce un sistema ortonormale in L?([0,1]).
Ebbene, si potrebbe dimostrare che lo spazio vettoriale generato da {e, :
n € N} & denso in L?([0,1]). Cid implica, in base all’osservazione 1.6.2, che
ogni elemento f € L2(]0,1]) puo essere rapprentato nella forma (1.6.11), con
la serie convergente in L2([0,1]). Sara allora naturale prendere in (1.7.12)

2 2 !
Cn = \[z < fren >= z/o sin(@)f(y)dy, (1.7.16)

da culi otteniamo
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2 N (nrk)? !
u(t,z) = 7 Z e E sin(m)/o sin(@)f(y)dy (1.7.17)
n=1

Osserviamo che, se t > 0, la serie nel secondo membro di (1.7.17) converge
assolutamente, in quanto, Vn € N,

_(nTrk)Qt . nmwxr ! . nﬂ-y
e sm(T)/Osm(T)f(y)dy\

_ (n‘rrk)2t

[
<e 2 Olf(y)!dy,

e la serie che ha quest’ultima espressione come termine n—esimo converge per
il criterio della radice. Si potrebbe, di piu , verificare che ¢ lecito derivare
rispetto a t e a x sotto il segno di serie in (1.7.17) e che la funzione cosi
definita:

_(nmk)%t .
250 e = sin(™2) fLsin(™) f(y)dy
ult, z) = se t >;}E§)€ [0, 1], (1.7.18)
set =0,z €[0,],

¢ una soluzione nel senso richiesto del sistema (1.7.1)-(1.7.2)-(1.7.3). Ci si
puo chiedere se ce ne sono altre.

Sia allora v una seconda soluzione dello stesso problema. Si vede allora
subito che z := u—wv risolve (1.7.1)-(1.7.2)-(1.7.3) con f = 0. In conclusione,
ci poniamo il seguente problema: sia z € C([0, 400[x[0,1]) dotata di derivate
Dyz, Dz, D2z continue in ]0, +00[x[0, ], tale che valgano

Dyiz(t,z) = K2D22(t,z),  V(t,z) €]0, +00[x[0,1], (1.7.19)
2(0,2) =0, Vx€][0,]] (1.7.20)
2(t,0) = 2z(t,1) =0, Vt>0. (1.7.21)

Possiamo dire che z & identicamente nulla?. A tale scopo, introduciamo la
funzione E : [0, +oo[— R, cosl definita:
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l
E(t) := / 2(t, x)%dx. (1.7.22)
0
Dalle ipotesi di regolarita fatte su z, si potrebbe verificare che E ¢ continua
in [0, 4+00[ e derivabile in ]0, +o00[ e che, per t > 0, si ha
!
E'(t) = 2/ z(t,x)Dyz(t, x)dz.
0
Ne segue allora che
!
E'(t) = 2/ 2(t,x)D22(t, x)dx =
0
(integrando per parti e usando (1.7.21))
l
_ —2/ (Dyz(t,z))2dz < 0.
0

Ne segue che E ¢ non crescente in [0, +o00[. Percio , Vt > 0,
0 < E(t) < E(0) = 0.

Concludiamo che E(t) = 0Vt > 0. Applicando il lemma 1.1.1, possiamo dire
che V¥t > 0 u(t,z) =0 q. d. in [0,[]. Usando allora il fatto che f & continua
(vedi esercizio 1.7.1), possiamo dire che z & identicamente nulla.

Possiamo condensare quello che abbiamo visto nel seguente

Teorema 1.7.1 Consideriamo il problema (1.7.1)-(1.7.2)-(1.7.3), con f €
C([0,1,R), f(0) = f(I) = 0. Allora tale problema possiede un’unica soluzio-
ne u continua e a valori reali in [0, +00[X[0,!] e dotata inoltre delle derivate
Dyu, Dyu, D2u continue in |0, 4+00[x[0,1]. Tale soluzione u ammette la
rappresentazione (1.7.17).

Esercizio 1.7.1 Sia f € C([0,1]), tale che f(z) =0 q. d. in [0,{]. Verificare
che f(x) =0Vz € [0,1].

Esercizio 1.7.2 Si consideri il problema (1.7.1)-(1.7.2), con la condizione

Dyu(t,0) = Dyu(t,1) =0, t>0 (1.7.23)

al posto di (1.7.3). Con ragionamenti analoghi a quelli impiegati per il
problema (1.7.1)-(1.7.2)-(1.7.3) si studi il problema (1.7.1)-(1.7.2)-(1.7.23).
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Si utilizzi il fatto che lo spazio vettoriale generato da {%} U {\/? cos(") :

n € N} & denso in L?([0,1]). In tal modo si dimostri almeno parzialmente il
seguente

Teorema 1.7.2 Consideriamo il problema (1.7.1)-(1.7.2)-(1.7.23), con f €
C([0,1],R). Allora tale problema possiede un’unica soluzione u continua e a
valori reali in [0,+00[x[0,1] e dotata inoltre delle derivate Dyu, Dyu, D3u
continue in |0, 4+00[x[0,1]. Tale soluzione u ammette la rappresentazione

22 L fy)dy + 52 e B cos(m)
u(t, z) = J3 cos (™) £ (3)dy) set> 0.zl
f(SC) Set:o,l‘E[O,l].

(1.7.24)
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Capitolo 2

Funzioni di una variabile
complessa

2.1 Funzioni olomorfe

Il valore assoluto e una norma su C, pensato come spazio vettoriale su se
stesso. Si ricordi che, come insieme, C = R? e si osservi che il valore assoluto
complesso coincide con la norma euclidea in R? stesso. Utilizzando allora
ben noti risultati della teoria delle funzioni di piu variabili reali, possiamo
dire che:

Lemma 2.1.1 Dati ACC, f: A—Cez€ A, fe& continua in z se e solo
Re(f) e Im(f) sono continue in z.
Se z € D(A), lin}f(v) =l equivale a
v—

lim Re(f(v)) = Re(l), imIm(f(v)) = Im(l).

vz vz

Vediamo ora la definizione di derivata complessa.

Definizione 2.1.1 Siano A C C, A aperto, f : A — C, 2° € A. Diremo
che f & derivabile in senso complesso in 20 se esiste in C

F0) = tim TEIED) _ TEED - )

2.1.1
z2—20 Z— 20 h—0 h ( )

Chiameremo f'(2°) derivata (complessa) di f in 2°.

57
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Definizione 2.1.2 Siano A C C, A aperto, f : A — C. Diremo che f
¢ olomorfa in A se & derivabile in senso complesso in ogni punto di A e
inoltre la funzione derivata z — f'(z) & continua su A.

Esempio 2.1.1 Sianon € N, f: C — C, f(z) = 2. Allora f ¢ olomorfa.
Infatti, Vz € C, si ha

)" — 27
tim G 22 e ) e B2t (4 h)2 24 2]
h—0 h h—0

=nz" L

Esempio 2.1.2 Sia f: C — C, f(z) = Re(z). Allora f non & derivabile in
senso complesso in alcun punto di C. Infatti, se z € C,

Re(z+ h) — Re(z)

h—0,heR h =1
mentre
lim Re(z + Zh) — Re(z) _0
h—0,heR ih

Valgono alcune proprieta gia viste a suo tempo per la derivata reale:

Teorema 2.1.1 Siano A C C aperto, f,g: A — C, 2° € A. Siano poi f e
g derivabili in senso complesso in 2°. Allora:

(I) f & continua in 2°;

(II) f + g & derivabile in 2° e

(f +9)(") = /(") + 4'(z%);
(IIT) fg & derivabile in 2° e
(f9)'(z°) = f'(z°)g(=") + f(z")g (=°);

(1V) se g(z) #0 Vz € A, g & derivabile in 20 e

(j)/(zo) _ J'(0)9(") - f(2N)g (%)
g 9(2%)?

Teorema 2.1.2 Siano A e B aperti in C, f: A— C, g: B — C tali che
f(A) C B, 2Y € A. Siano poi f derivabile in 2° e g derivabile in f(z°).

Allora g o f & derivabile in 20 e

(9o f)(2") =g (fF(O))F'(°).
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Il prossimo, importantissimo, risultato stabilisce il legame fondamentale
tra le parti reale e immaginaria di una funzione olomorfa.

Teorema 2.1.3 Siano A C C aperto, f: A — C. Allora sono equivalenti:
(1) f & olomorfa in A;
(II) siano u := Re(f), v := Im(f), pensate come funzioni da A aperto in
R? a R. Allora u e v appartengono a C1(A) e valgono le sequenti condizioni
(di Cauchy-Riemann):

Dyu = Dyv, (2.1.2)

Dyu = —Dyv. (2.1.3)

Dimostrazione Sia f : A — C olomorfa. Sia poi z € A. Se z = (z,y)
(z 4 4y in notazione algebrica), si ha

fz+h) = f(z)

/ o _
F(z) = h0heR h N
h—0,heR h h

Dal lemma 2.1.1 segue l'esistenza di Dyu(z,y) e di Dyv(z,y). Si ha inoltre

Doule,y) = Re(f'(2)), Dol y) = Im(f/(2)).  (2.14)
Si ha poi
'on f(z+ih) — f(2) _
f&) = ™ i =
— lm (v(x, y+h) —v(x,y) B Z,u(av,y + h) — u(z, y))
h—0,heR h h ’

Dal lemma 2.1.1 segue l'esistenza di Dyu(x,y) e di Dyv(z,y). Si ha inoltre

Dyu(a,y) = ~Tm(f'(2)), Dyole,y) = Re(f'(2).  (2.15)
Confrontando (2.1.4) con (2.1.5), si ottiene che (/) implica (I7).
Ammettiamo invece che valga (IT). Poniamo
a = Dyu(z) = Dyv(2),
B = Dyv(z) = —Dyu(z).
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Indichiamo poi con h = (hy,ha) = hy + ihg il generico elemento di C.
Consideriamo gli sviluppi di Taylor al primo ordine di w e v con punto
iniziale z: se z + h € A, si ha

u(z 4+ h) =u(x + hi1,y + he) = u(z) + ahy — Bha + r(h),
v(z+h) =v(x + hi1,y + h2) = v(z) + fh1 + aha + s(h),

o (h) (h)
. T . S
TN AR

Segue allora

flz+h) = f(z) _ulz+h)—u(z) +i(v(z+h) —v(z))

h h
ahy — Bhy +r(h) +i(Bh1 + ahy + s(h))
= ; =
(o +3B)(h1 +iha) + 7(h) +is(h)
N h
=a+if+ 7r(h) —;is(h).
. () is(h), _ ()] _ [s(h)
r is r s
\ . | < ] + ] — 0(h — 0)
segue allora Desistenza di f/(z) e I'identita
f'(z) = a+ip.
g

Osservazione 2.1.1 Sia f : A — C olomorfa, con A aperto connesso per
archi in C. Dalle condizioni di Cauchy Riemann segue immediatamente che
i due campi vettoriali

U(.Z',y) = (U(I’, y)? —U(.’L',y)) (216)

V(l’,y) = (U(xvy)7u($7y)) (217)
sono chiusi in A.
Viceversa, se U e V, definiti in (2.1.6) e (2.1.7), sono di classe C! e chiusi,
f :=u+iv & olomorfa.
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Concludiamo questa sezione con alcuni esempi importanti di funzioni
olomorfe.

Esempio 2.1.3 (Funzione esponenziale complessa) Sia z € C, z = = + iy,
con z e y reali. Poniamo

z

e” := e%e™ = e(cos(y) + isin(y)). (2.1.8)

Le seguenti fondamentali proprieta sono di facile verifica. Ne lasciamo la
dimostrazione al lettore (vedi 'esercizio 2.1.2).

(I) Vz,veC efe’ =e"t?
(IT) VYzeC |e#| = etk > 0, (2.1.9)
(IIT) VzeC  (e*)t=e2

Posto f : C — C, f(z) = e*, ¢ facile vedere che f ¢ olomorfa, in quanto

soddisfa le condizioni di Cauchy-Riemann. Infatti, se u := Re(f), v :=
Im(f), si ha, dato z = (z,y),

u(z,y) = e* cos(y),

v(z,y) = e sin(y),
da cui
Dyu(z,y) = e” cos(y) = Dyv(z,y),
Dyu(z,y) = —e®sin(y) = —Dyv(z,y).

Inoltre, si ha
f(2) = Dyu(z) + iDyv(z) = €* cos(y) + ie® sin(y) = f(2).

Esempio 2.1.4 (Funzioni logaritmo) Sia A un aperto connesso per archi in
C\ {0}. La necessita di escludere 0 viene dalla proprieta (I7) della funzione
esponenziale. Una funzione logaritmo & una funzione f : A — C continua,
tale che e/(¥) = 2 Vz € A. Si potrebbe dimostrare che, se f & una funzione
logaritmo, f & olomorfa e f'(z) = 1 V2 € A. Noi ci limitiamo a considerarne
una particolare.

Sia A:=C\ {z € R: z <0}. Poniamo
f:A— C,

f(2) = In(|z]) +iArg(2),
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ove Arg(z) e l'unico elemento di arg(z) maggiore di —7 e minore di 7.

Dall’esercizio 2.1.3 si ha e/(®) = 2 Vz € A. Se 6 := Arg(z), deve essere
allora cos(f) = sz(lz), sin(f) = h‘r;(lz), 0 €] — 7, n[. Consideriamo il caso

particolare Re(z) > 0. Allora 6 €] — 5, [ e vale

_sin(@)  Im(z)
tan(6) = cos(d)  Re(z)’

Se dunque z = x + iy, con = > 0, si ha

f(2) = In(y/22 +42) +iarctan(%).

Se dunque u := Re(f) e v := Im(f), si ha, per > 0,

Dgu(z,y) = 22+ 42 = Dyv(x,y),
Dyu(z,y) = y = —D,v(z,y),
2 + 12

da cui segue che f soddisfa le condizioni di Cauchy-Riemann, almeno in
{z € C: Re(z) > 0}. Inoltre,

f'(2) = Dyu(z) + iDyv(2) x Y 1 %

T2+ P4y wtiy

Esempio 2.1.5 Siano A C C\ {0} aperto e connesso per archi, g una
funzione logaritmo in A. Per a € R, poniamo

fa(z) = e@9(2),

Osserviamo che f, € una possibile versione di z%. Teniamo pero conto del
fatto che la sua definizione dipende dalla scelta della funzione logaritmo.

Per gli esempi 2.1.3 e 2.1.4 e il teorema 2.1.2, f, & olomorfa e si ha,
Vz € A,

falz) =
e e
z eg(z)

= afa-1(2).
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Si diceva che in generale f, dipende dalla scelta della funzione logaritmo g.
Supponiamo pero a € Z. Se g1 e go sono funzioni logaritmo su A, si ha che
91(2) — g2(2) = 2kmi Vz € A, per un certo k € Z. Ne segue che

eagl(z) _ ea(g1(z)fg2(z)) _ eram’ -1

)

eg1 2(=)

perché ka € Z. Quindi, nel caso di a € Z, f, non dipende dalla funzione
logaritmo scelta.

Esempio 2.1.6 Estendiamo le funzioni trigonometriche seno e coseno a C.
In base alle formule di Eulero, ¢ naturale porre, dato z € C:

et? _ o2

in(z) = < — 2.1.10

sin(z) = &7 (21.10)
iz —iz

sin(z) 1= % (2.1.11)

E immediato verificare che le funzioni sin e cos sono olomorfe su tutto C.
Per alcune delle loro proprieta si veda anche l’esercizio 2.1.5.

Esercizio 2.1.1 Siano A un aperto connesso per archi in C, f,g: A — C
olomorfe. Dimostrare che:

(I) se Re(f) & costante, allora f & costante;

(IT) se Im(f) e costante, allora f & costante;

(IIT) se f'(z) = ¢'(2) =0 Vz € A, allora f — g & costante.

(Sugg.: utilizzare le condizioni di Cauchy-Riemann e noti risultati sui
campi vettoriali)

Esercizio 2.1.2 Verificare la validita delle proprieta della funzione espo-
nenziale complessa enunciate nell’esempio 2.1.3.

Esercizio 2.1.3 Sia v € C\ {0}. Dimostrare che I’equazione

ef = (2.1.12)

ha infinite soluzioni in C. Si tratta di tutti e soli i numeri complessi della
forma

z = In(|v]) + 6, (2.1.13)

con 6 € arg(v), ove arg(v) ;== {# € R : e = ﬁ}
Osservare che e* =1 se e solo se z = 2kmi per qualche k € Z.
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Esercizio 2.1.4 Siano A un aperto connesso per archi contenuto in C\ {0},
f,9: A — C due funzioni logaritmo. Verificare che esiste k € Z tale che

f(2) = g(2) = 2kmi

Vz € A.(Sugg.: usare i risultati degli esercizi 2.1.1 (I1I) e 2.1.3.)

Esercizio 2.1.5 Verificare che Vz,v € C,

(1)

sin’(z) = cos(z), cos’(2) = —sin(z); (2.1.14)
(1)
sin®(2) 4 cos?(z) = 1; (2.1.15)
(II1)
sin(—z) = —sin(z), cos(—z) = cos(z); (2.1.16)
(V)
sin(v + z) = sin(v) cos(z) + cos(v) sin(z); (2.1.17)
(V)
cos(v + z) = cos(v) cos(z) — sin(v) sin(z); (2.1.18)

(VI) sin(z) = 0 se e solo se z = km per qualche k € Z;
(VII) cos(z) = 0 se e solo se z = k7 per qualche k € Z.

Esercizio 2.1.6 Determinare

(I) {z € C:sin(z) = 2};

(II) {z € C: cos(z) = 3}.

Il fatto che si trovino delle soluzioni implica che, al contrario di cio che
avviene in R, in C sin e cos non sono a valori in [—1, 1]!
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2.2 Integrali complessi

Molte proprieta importanti delle funzioni olomorfe sono espresse in termini
di integrali complessi. Raccogliamo qui i principali fatti su questi integrali
che utilizzeremo.

Definizione 2.2.1 Sia J = [a,b] un intervallo chiuso e limitato in R. Una
funzione « : [a,b] — C continua si chiama cammino continuo in C. Se
a & di classe C1 (vedi la successiva osservazione 2.2.1, diremo che a & un
cammino di classe C'. Diremo poi che o & un cammino C' a tratti se
& un cammino continuo ed esiste una scomposizione {a = ag < .... < a, = b}
di [a,b] tale che, per j =1,....k, a[q,_, q; ¢ di classe Ccl.

Se a & un cammino continuo la sua immagine si chiama sostegno del
cammino e sara indicato con la scrittura sost(a).

Se a : [a,b] = C & un cammino continuo tale che a(a) = a(b), si dice
che a & un cammino chiuso.

Osservazione 2.2.1 Con riferimento alla definizione 2.2.1, ricordiamo che
C = R2 Dunque, se a(t) := (a1(t), a(t)) (t € [a,b]), dire che « & di classe
C' equivale a dire che a; e as, che sono la sua parte reale e la sua parte
immaginaria, sono di classe C*. Inoltre, V¢ € [a, b], si ha

o (t) = (01 (1), 05(t)) = o (t) + iah(t). (2.2.1)

a(t+h)—a(t) '

Naturalmente, si definisce sempre o/(t) come lim 5

h—0
Esempio 2.2.1 Siano 2 € C, 7 >0, a: [0,27] = C, a(t) = 2" + ref. a
un cammino che ha per sostegno la circonferenza di centro 2% e raggio r. Si
ha a(t) = Re(2%) + rcos(t) + i(Im(2°) + rsin(t)). Percid a & di classe C?.
Inoltre, Vt € [0, 27,

o (t) = —rsin(t) + ir cos(t) = ire'.
Veniamo ora alla definizione degli integrali complessi.
Definizione 2.2.2 Siano « : [a,b] — C, un cammino di classe C', f :

a([a,b]) = C. Set — f(a(t))d/(t) & sommabile in [a,b], diremo che esiste
l'integrale complesso

/a [z = [ Jatal @
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Esempio 2.2.2 Siano 2° € C, 7 > 0, a : [0,27] — C, a(t) := 20 + re’. Sia
n € Z. Calcoliamo [, (z — 2°)"dz. Per definizione,

/a(z — 29"dz

. . 2T
= (20 + rett — 2O piettdt = 7“"“@'/ et gy
[0,27] 0

Se n # —1, si ha

2m 2 2
/ el Dt gy — / cos((n + 1)t)dt + Z/ sin((n + 1)t)dt =
0 0 0

sin((n+1)t) y—or . cos((n+1)t) _or
= [ Ji=0 [ Ji=g" = 0.
n+1 n+1
Se invece n = —1, si ha

2r 2
/ et gt = / 1dt = 27.
0 0

In conclusione,

/(z—zo)”dz:{ 0 se n#-1,

2mt se n = —1.

E conveniente estendere la definizione di integrale complesso al caso di
a O a tratti:

Definizione 2.2.3 Sia o : [a,b] — C un cammino C' a tratti, con a = ag <
ar < ... <ap=0beqpga] s Yay_y,a,] G classe Cl. Indichiamo con o’
(1 < j < k) la restrizione di o a [tj—1,t5]. Se f: a([a,b]) = C € tale che
sono definiti tutti gli integrali [ f(2)dz, ..., [ f(2)dz, si pone

/f(z)dz:/ f(z)dz—i—...—i—/ f(z)dz.
a al ak
Si potrebbe verificare che questa definizione ¢ indipendente dal modo in cui

st decompone [a, b].

Il seguente risultato & di facile verifica (vedi l’esercizio 2.2.1).
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Teorema 2.2.1 Siano « : [a,b] — C un cammino C1 a tratti, f, g : a([a,b])
— C tali che sono definiti [, f(z)dz e [, g(z)dz, v e s numeri complessi.
Allora:
(I) & definito [, [rf(z)+sg(z)]dz e coincide conr [, f(z)dz+s [, g(z)dz;
(Il) sia c €]a,b[. Indichiamo con o' e o le restrizioni di o a (rispetti-
vamente) [a,c] e [c,b]. Allora sono definiti [\ f(2)dz e [ f(2)dz e vale

/af(z)dz = /al f(z)dz—i—/a2 f(z)dz.

Vediamo ora come gli integrali complessi sono sensibili ai cambiamenti
di parametro. Cominciamo con una definizione:

Definizione 2.2.4 Siano « : [a,b] — C e f : [¢,d] — C due cammini
continui. Diremo che sono equivalenti se esiste u : [c,d] — [a,b], di classe
CY, con u/(t) # 0 Vt € [¢,d] e suriettiva su [a,b], tale che

B(t) = au(t)) Vt € [e,d].

Diremo poi che a e 3 sono positivamente equivalenti se u/(t) > 0
Vit € [e,d].

Osservazione 2.2.2 La definizione 2.2.4 & ben nota nell’ambito della teoria
delle curve. Si puo vedere che la relazione definita ¢ effettivamente di equi-
valenza. L’ipotesi che u/(t) # 0 Vt € [¢,d] implica che u/(t) > 0 Vt € [c, d],
oppure u'(t) < 0 Vt € [e,d] e quindi che u ¢ strettamente monotona. Nel
primo caso, il passaggio da « a 8 conserva il verso di percorrenza, nel secondo
lo inverte.

Teorema 2.2.2 Siano o e B cammini C' a tratti ed equivalenti. Sia f :
a([a, b]) = B([c, d]) = C (vedi lesercizio 2.2.2), tale che & definito [, f(z)dz.
Allora

(1) & definito anche [4 f(z)dz.

Sia poi u Uapplicazione da [c,d] ad [a,b] di classe C' descritta nella
definizione 2.2.4. Allora:

(II) se u'(t) > 0 VYt € [c,d], si ha

[ Sz = [ ree
(III) se u'(t) < 0 Vt € [c,d], si ha

/ﬁf(z)dz: —Af(z)dz.
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Dimostrazione Supponiamo, per semplicita , che « e 8 siano di classe
Cl.
Per il teorema di cambiamento di variabile per gli integrali (teorema

0.3.7) si ha
| 1z =

- /[a b fla(®)e (t)dt = (a(u(s)))e (u(s))|u'(s)|ds

[c,d]

Nel caso (II), I'ultimo integrale scritto coincide con

/[C 4 F(B(s) (u(s))u'(s)ds = f(B(s)B(s)ds =

[c,d]

:/Bf(z)dz.
Nel caso (I11)

fla(u(s)))e (u(s))[u'(s)|ds =
[c,d]

= [ FB o (s)ds =~ [ 1)

O
Ricordiamo che, se o € un cammino continuo, « : [a,b] — C, si definisce
la sua lunghezza [(«) come

k
o) := Sup{z la(ty) —a(tj—1)|ta =ty <t <. <ty <ty =>}.
j=1
(2.2.2)
E ben noto che, se a ¢ di classe C?, si ha

b
(o) = / o/ (1)|dt. (2.2.3)
a
E assai utile la seguente stima:

Teorema 2.2.3 Siano a : [a,b] — C C* a tratti, f : a([a,b]) — C limitata,
tale che ¢ definito [, f(z)dz. Allora

| / f(2)dz| < sup| f] - 1(a).
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Dimostrazione Limitandosi al caso di « di classe C1, si ha

| 1

=1 [ fla®)d (t)dt] < / |f(a(®)lle/ (t)|dt
] [a,b]

la,b

)

(per il teorema 0.2.5 (IV))

<suwplf|- [ lof(o)dt =

)

= sup | f| - ().

O

Ricordiamo ora che, se A & un aperto connesso per archi in R?, f: A —
R? un campo vettoriale e a : [a,b] — R? & un cammino di classe C' con
sostegno in A, e definito I'integrale curvilineo di seconda specie

/f dai= | J(o() o ()t (2.2.4)

ove - ¢ il prodotto scalare standard in R2.
Siano f(2) = (u(=), 0(2)) = u(2) +iv(z)  alt) = (a1(t), as(t)) = ar(t) +
iop(t). Allora, per quanto riguarda l'integrale complesso [, f(z)dz, si ha

| 1z =

= f(a(t))o/(t)dtZ/ [u(a(t)) + iv(a(t))][en (t) + ion(t)]dt =

[a,b] [a,b]

_/[ab}[u(oz(t))ai(t)—U(oa(t))a’z(t)]dt+i/ [w(eu(t)) ey () + ulalt))ab ()] dt

[a,b]

:/U‘da—ki/V-da,

con U(z) := (u(z), —v(2)) e V(2) := (v(2),u(z)). Ricordiamo (osservazione
2.1.1) che, se f & olomorfa, allora i campi vettoriali U e V' sono chiusi.

Introduciamo ora alcune importanti definizioni e risultati su cammini
chiusi e campi vettoriali.
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Definizione 2.2.5 Siano A un aperto in C, «, 8 : [a,b] — C due cammini
continui e chiusi con sostegno in A. Diremo che a e f son A—omotopi se
esiste F': [0,1] X [a,b] — A tale che:

(I) F & continua;

(1) F(0,t) = a(t), F(1,t) = B(t) Vt € [a,b];

(III) F(s,a) = F(s,b) Vs € [0,1].

Un’applicazione F con le proprieta (I) — (I11) si chiama un’ omotopia
tra o e (.

Osservazione 2.2.3 Dire che a e S sono A—omotopi significa dire che &
possibile deformare con continuita « sino a trasformarlo in 5 senza mai uscire
da A. La deformazione deve essere tale che, istante per istante, il cammino
resta sempre chiuso (quest’ultima richiesta & espressa rigorosamente dalla
proprieta (I17)).

Esempio 2.2.3 Siano 2° € C, 4:= C\ {2°}, 0 < ry <7y, o/ : [0,27] — C,

ad(t) == 2"+ rje (j € {0,1}). a® e a! sono A—omotopi. Basta porre:

F:[0,1] x [0,27] — A,
F(s,t) =2 + [ro + s(r1 — r0)]e®, (s,t) € [0,1] x [0, 27].

Esempio 2.2.4 Siano A := C, « : [a,b] - C un cammino chiuso, f :
[a,b] — C, tale che 3(t) = 2" V¢ € [a,b], con 2 € C. Diremo che 8 & un
cammino puntuale. « e 5 sono A omotopi. Per vederlo, basta considerare

F :[0,1] x [a,b0] — A,
F(s,t) = (1 —s)a(t) +s2° (s,t) €[0,1] x [a, b].

Dunque, ogni cammino chiuso & C—omotopo a un cammino puntuale. Se
A ¢ un aperto in C, diremo che A ¢ semplicemente connesso se ogni
cammino chiuso con sostegno in A & A—omotopo a un cammino puntuale.

Si potrebbe dimostrare il seguente importante teorema:

Teorema 2.2.4 Siano A un aperto connesso per archi in R?>, F : A —
R? un campo vettoriale chiuso, o e 8 cammini chiusi con sostegno in A e

A—omotopi. Allora
/F-da:/F-dB.

Il teorema 2.2.4 ha alcune importanti conseguenze per gli integrali di
funzioni olomorfe:
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Corollario 2.2.1 Siano A un aperto connesso per archi in C, o e 8 cam-
mini chiusi con sostegno in A e A—omotopi, f: A — C olomorfa. Allora

/af(z)dz:/ﬁf(z)dz.

Dimostrazione Per quanto visto,

/af(z)dz:/U-da—I—i/Vda,

con U e V campi vettoriali chiusi. Il risultato segue allora immediatamente
dal teorema 2.2.4. O

Corollario 2.2.2 Siano A un aperto semplicemente connesso in C, o un
cammino chiuso con sostegno in A, f: A — C olomorfa. Allora

/Oéf(z)dz =0.

Dimostrazione Basta applicare il precedente corollario 2.2.1, prendendo
come § un cammino puntuale.O

Concludiamo la sezione con una formula classica.

Nel seguito useremo la seguente notazione: per z° € C, r > 0, porremo

(2.2.5)

C, : [0,27] — C,
Cp(t) = 20+ rett t € [0, 27).

Teorema 2.2.5 (Formula integrale di Cauchy) Siano A un aperto in C,
€A r>0taleche{z€C:|z—2°<r}C A, f: A— C olomorfa. Sia
poi o un cammino chiuso di classe C' a tratti A\ {z°}— omotopo a Cy(zp).
Allora

(2) dz = 2mif(2Y).

oz — 20

Dimostrazione Poiché z — zf_(zz)o ¢ olomorfa in A\ {z"}, per il corollario

92.2.1, ( o
2) B fz
dz = /C,«(zo) ————dz.

o z—20 z—20

A sua volta, C(z%) & A\ {2°}—omotopo a C,(z°) per ogni p €]0,7]. Ne

segue che
/ f(z)o dz = lim/ f(z)o dz
Cr(z0) 2 — % P=0JC,(:0) 2 — %
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2 2

= lim f(2° + petidt = 2mif(2°) + lim [f(2° + pe't) — F(20))idt.
p—0 Jo p=0Jo

Dal teorema 2.2.3 otteniamo
[ gy = PO < ma 17+ pe) = F()f27 = 0(p > 0)
0 te€|0,2m

perché f & continua in z°. Di qui la conclusione. O

Osservazione 2.2.4 Due cammini A—omotopi hanno per definizione lo
stesso dominio. Utilizzando allora il teorema 2.2.2, puo essere utile genera-
lizzare leggermente il teorema 2.2.5, richiedendo soltanto che « sia positiva-
mente equivalente a un cammino chiuso C! a tratti A\ {z°}— omotopo a
C,(2"). Questa versione un po’ piil generale non richiede piii che o abbia
come dominio [0, 27].

Per esempio, sia (per fissare le idee) f : C — C olomorfa. Consideriamo
il cammino o C! a tratti seguente:

a:[0,4] — C,
14t —1) se  t€0,1],
o i+ (t—1)(-1—i) se te]l,2],
alt) = —14+(t—2)(—i+i) se te[23]
—i+ (t=3)(1+i) se te[3,4].

« percorre una volta in senso antiorario la frontiera del quadrato di vertici 1,
i, —1, —i. « & positivamente equivalente a 3 : [0,27] — C, B(s) = a(%). B
intuitivamente chiaro che g & a sua volta C\ {0} —omotopo a C1(0). Dunque

si ha
f2) .

2mi z

f(0) =

Utilizzando poi ancora i teoremi 2.2.2 e 2.2.1([ I), possiamo anche scrivere:

/af(z /fl—i—tz—l))( —1dt+/ S +¢( 1_i))(—1—i)dt

1+t(i—1) i+t(—1—1)
f(=1+1t(—=i+1)) f(=i+t(1+414)) .
+/ T (— +1dt+/ e gy (1+4)dt.

Esercizio 2.2.1 Dimostrare il teorema 2.2.1.

Esercizio 2.2.2 Verificare che cammini equivalenti hanno lo stesso soste-
gno.
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2.3 Funzioni analitiche

Premettiamo all’argomento principale di questa sezione alcuni risultati di
base sulle serie a coefficienti complessi, che estendono note proprieta gia
viste per le serie a coefficienti reali.

Sia (an)nen una successione di numeri complessi. Possiamo costruire a
partire da essa una nuova successione, detta successione delle somme parziali
o serie associata ad (ay)neN, ponendo, per n € N,

Spi=ai+ ... +ap. (2.3.1)

Indicheremo la serie con la notazione ) 2 a,. Se la successione (sp)neN
(vale a dire, la serie) ammette limite in C per n — +o0, diremo che la serie
& convergente e chiameremo il limite somma della serie.

Se an, = Ty + iyn, con x, e y, reali per ogni n € N, si ha per ogni n

n n n
Sn= g =Y Tp+iY Ui
k=1 k=1 k=1

Poiché la convergenza di una successione a termini complessi equivale alla
convergenza delle due successioni a termini reali delle parti reali e delle parti
immaginarie, la serie > ,°; a, € convergente in C se e solo se le due serie
Yo 1 Tn € Yoo Yn sono convergenti in R.

Alle serie a termini in C & estendibile la nozione di assoluta convergenza.

Definizione 2.3.1 Sia a, € C Vn € N. Allora si dice che la serie Y o an
¢ assolutamente convergente se la serie > o> |ay| € convergente in R.

Nel prossimo teorema presentiamo l’estensione a C di alcune ben note
proprieta delle serie a valori in R.

Teorema 2.3.1 Sia (an)neN una serie a valori in C, con a, = T, + iyp
(xy, € Yy reali) Vn € N. Allora
(1) se la serie Y .2 a, € convergente, necessariamente si ha lim a,
n—+oo
= 0}'
(II) se la serie > o a, € assolutamente convergente, & anche conver-
gente.

Dimostrazione (I) Se la serie Y > an € convergente, sono convergenti
anche Y 07 xy € > o2 1 yn. Applicando allora il risultato corrispondente per
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serie a termini reali, si ha lim z, = lim y, = 0. Dunque
n——+00 n—-+0o00

ngrfoo n = nggloo(xn + Zyn) =0

(II) Sia ha, ¥n € N,
2| = |Re(an)| < lanl, |yn| = [Im(an)| < |an].

Ricordando allora ben note proprieta delle serie a termini reali non nega-
tivi, possiamo dire che, se la serie > 2, a, ¢ assolutamente convergente,lo
sono anche Y 0% xp e > 02 yp. Dunque le serie Y 02z, € Y poq Ypn SONO
convergenti, da cui la conclusione. O

Veniamo ora alle definizioni di serie di potenze e di funzione analitica.

Definizione 2.3.2 Una serie di potenze ¢ una serie della forma

[e.9]

Z an(z — 20)",

n=0

dipendente dal parametro complesso z. Qui zy e a, (Yn € Ng) sono numeri
complessi fissati.

Definizione 2.3.3 Siano A un aperto in C e f : A — C. Diremo che f
¢ analitica in A se Vzg € A esistono r > 0 e una serie di potenze del tipo
o gn > (2 — 20)" tali che:
a) B(zo,7) ={2€C:|z—2| <r} CA;
b) la serie > 02 an(z — 20)" converge per ogni z € B(zo,7);
c)Vz € B(zo,7) st ha f(z) =Y vrgan(z — 20)™.

Vediamo ora alcune proprieta delle serie di potenze. Introduciamo pre-
liminarmente la nozione di raggio di convergenza.

Definizione 2.3.4 Sia Y o> an(z—20)" una serie di potenze. Il suo raggio
di convergenza ¢ il

[e.e]
supq{|z — zo| : Z an(z — zp)"e convergente}.
n=0
Osservazione 2.3.1 Ovviamente, il raggio di convergenza di una serie di
potenze & un elemento di [0, +o00]. In particolare, dire che vale +o0 equivale
a dire che Vr > 0 esiste z € C tale che |z —zg| > 7 e la serie Y o2 an(z—20)"
& convergente.
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La proprieta principale delle serie di potenze e espressa dal seguente

Teorema 2.3.2 (Lemma di Abel) Sia z1 € C tale che la serie Y - an(z1 —
20)" & convergente. Allora Yz € C tale che |z — zp| < |21 — 20| la serie
Y omep an(z — 20)™ € assolutamente convergente.

Dimostrazione Sia z € C tale che |z — 29| < |21 — 20| (si osservi che
Pesistenza di z implica |z; — 29| > 0). Per i teoremi 2.3.1(]) e 1.3.1 si ha che
esiste M > 0 tale che

\an]|zl—zo|"§M Vn € Ny.
Ne segue che

Z—Z z— 2
]an(z — ZO)n| = ‘anHZl _ Z0|n(g n< g n

Poiché |LZ1:ZZ()O|| < 1, la serie Y 0> g M (|Z:ZZ‘)O|‘)" ¢ convergente. Di qui segue
subito la conclusione. O

Dal lemma di Abel segue subito il seguente

Teorema 2.3.3 Sia p € [0,400] il raggio di convergenza della serie di
potenze Y o an(z — 2z9)". Allora:

(I) se p =0 la serie converge solo per z = zy;

(II) se 0 < p < 400, la serie converge assolutamente se |z — zp| < p, non
converge se |z — zo| > p;

(I1I1) se p = +0o0, la serie converge assolutamente per ogni z € C.

Dimostrazione Ci limitiamo al caso (11). Gli altri casi si possono trattare
analogamente, con qualche semplificazione.

Sia |z — 29| < p. Allora esiste z; € C tale che |z — 29| < |21 — 20] e la serie
Yoo an(z1 — z0)™ € convergente (altrimenti avremmo p < |z — zg|). Allora,
per il lemma di Abel, la serie > 02 an(z —20)™ ¢ assolutamente convergente.
Se invece |z — zg| > p, la conclusione segue dalla definizione di raggio di
convergenza. U

Per uso futuro enunciamo il seguente

Corollario 2.3.1 Sia Y 0> gan(z — 20)" una serie di potenze di raggio di
convergenza p € [0, +00] e sia z1 € C. Allora:
(1) se 302 an(z1—20)" & assolutamente convergente, si ha |21 —zo| < p;
(II) se Y 02 g an(z1 — 20)" non & assolutamente convergente, si ha |z3 —
zo| = p.
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Dimostrazione Vedi esercizio 2.3.1. O

Esempio 2.3.1 Consideriamo la serie di potenze Y o2 nlz". Se z € RT,
segue subito dal criterio del rapporto che la serie non converge. Dal corollario
2.3.1 si ha che il raggio di convergenza ¢ 0.

Esempio 2.3.2 Consideriamo la serie di potenze > .2, z". Se z € [0,1],
la serie ¢ convergente, mentre non ¢ convergente se z € [1,400]. Di con-
seguenza, il raggio di convergenza puo essere solo 1. Ragionando come nel
caso di 2z € R, si vede che, se |z| < 1, la somma della serie vale (1 — z)~!.

Esempio 2.3.3 Consideriamo la serie di potenze > o2 %T,L Dal criterio del
rapporto segue subito che la serie ¢ assolutamente convergente per ogni z €
C. Dunque, in questo caso il raggio di convergenza vale +oo.

Osservazione 2.3.2 Se il raggio di convergenza della serie di potenze Y ;2
an(z — zp)™ vale p €]0,4+00] e |z — 29| = p, il teorema 2.3.3 non ci dice se la
serie converge. Vediamo allora alcuni esempi.

Cominciamo con la serie considerata nell’esempio 2.3.2, con raggio di
convergenza 1. Se |z| = 1, si ha [z"| = 1 Vn € Ny. Di conseguenza, non &
soddisfatta la condizione lim 2™ = 0, necessaria per la convergenza (vedi

n——+o00
il teorema 2.3.1(1)).

Consideriamo invece la serie di potenze > o2 % Se z = 1, la serie non
converge. Di conseguenza, il raggio di convergenza p € non superiore a 1.
D’altra parte, se z € [0,1], la serie converge per il criterio del rapporto.
Concludiamo allora che il raggio di convergenza € ancora 1. Si osservi che,
per il criterio di Leibniz, la serie converge per z = —1. Di fatto, si potrebbe
dimostrare che si ha la convergenza per ogni z € C con valore assoluto uguale
alez#1.

Consideriamo invece la serie di potenze > o> ; Z—Z Il raggio di convergenza
¢ sempre 1 (lo si vede osservando che, se r € R™, si ha la convergenza se
r € [0,1], non si ha la convergenza se r > 1). In generale, se |z| = 1, si ha
22| = 4. Dunque, si ha la convergenza assoluta per ogni z € C tale che

Consideriamo la serie di potenze Y oo an(z — 2z0)". Derivando formal-

mente termine a termine si ottiene Y20 ; na,(z — 20)" !, o anche, ponendo
n—1=m, > _s(m+ 1)ami1(z — 20)™. Chiameremo la serie di potenze

o on+ 1)apt1(z — z0)" serie derivata. Ci chiediamo cosa si puo dire
sulla convergenza della serie derivata. Vale il seguente
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Teorema 2.3.4 La serie derivata di una serie di potenze ha lo stesso raggio
di convergenza della serie di partenza.

Dimostrazione parziale Consideriamo la serie di potenze Y o> an(z —
20)". Indichiamo con p il suo raggio di convergenza, con p’ il raggio di
convergenza della serie derivata. Ci limitiamo a far vedere che p < p/. Cio
¢ ovvio se p = 0. Supponiamo dunque p €]0,+oc]. Sia allora |z — zg| <
p. Facciamo vedere che la serie Y o2 o(n + 1)an+1(2z — 20)" € assolutamente
convergente. Fissiamo z; € C tale che |z — 29| < |21 — 20| < p. Allora
la serie > o2y an(z1 — 20)" € convergente. Ripetendo un ragionamento gia
svolto, otteniamo che esiste M > 0 tale che |a,(z1 — 20)"| < M Vn € Ny.
Segue allora che, Vn € Ny,

n+1l, z—=z
1 D (== 20)"| = langa (21 = 20| 22| =2 <
zZ— 20
—|(n+1 "
< |Zl_ZO|‘< )|21—z0|

La serie >0 \zTMzM(n + 1)| Z=22|" & convergente, tenendo conto del fatto

che |%\ < 1, come conseguenza del criterio del rapporto.
Dunque, la serie derivata ¢ assolutamente convergente ogni volta che |z —
20| < p. Ne segue che p < p/. Infatti, se valesse p’ < p, preso z tale
che p' < |z — 29| < p, si avrebbe che la serie derivata non converge in
corrispondenza di z, in contraddizione con quanto ora visto. O
Il teorema 2.3.4 rende plausibile il seguente risultato, che ci limitiamo a

enunciare.

Teorema 2.3.5 Sia > 02 an(z—20)" una serie di potenze di raggio di con-
vergenza p > 0. Poniamo f : B(z9,p) — C (f : C — C se p = +0),
f(z) =202 gan(z—20)". Allora f & olomorfa. Inoltre, per ogni z € B(zo, p)
(z € C se p=+400) si ha

f'(z) = Z nan(z — 2)" ! = Z(n + Dant1(z — 20)".
n=1 n=0

Corollario 2.3.2 Siano A C C aperto, f: A — C anilitica. Allora:
(1) f & olomorfa, possiede derivate complesse di ogni ordine e le derivate
sono tutte olomorfe;
(11) se, per un certor >0, f(z) =Y 0" gan(z — 20)" in B(zo,7), allora
£ ()

QAp = 0 Vn € N().
n:
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Dimostrazione La dimostrazione segue quasi immediatamente dal teo-
rema 2.3.5. Infatti, se, per un certo r > 0, f(2) = Y, >gan(z — 20)" in
B(zg,7), il raggio di convergenza di > o2 an(z — 20)" € almeno uguale a r.
Segue allora dal teorema 2.3.5 che f & olomorfa in B(zg,r) e vale

o0

= i nan(z —z)" ! = Z(n+ Dant1(z —20)"Vz € B(zp,7). (2.3.2)
= n=0

Applicando adesso ancora i teoremi 2.3.4 e 2.3.5 alla serie derivata, ricaviamo
che possiamo derivare f’ in B(zg,r) e ottenere che Vz € B(zp,r) si ha

oo o0
Z (n+1)nan 1 (z—20)" 1 = Z(n+2)(n+1)an+2(zfzo)” (2.3.3)
n=1 n=0

e cosi via.
Quanto a (II), si ha, innanzi tutto, ag = f(20) e, da (2.3.2) e (2.3.3),

f(z0) = a1, f"(20) = 2as.

Derivando ulteriormente, si ottiene (/1) in generale. O
Vale anche l'inverso del corollario 2.3.2:

Teorema 2.3.6 Siano A C C aperto, f : A — C olomorfa. Allora f &
analitica in A.

Dimostrazione parziale Siano zg € A e r > 0 tali che {z € C: |z — 2| <
r} € A. Sia poi z € C, tale che |z — 29| < r. Allora ¢ chiaro che C,(zp) ¢
A\ {z}—omotopo a C,(z) per p > 0 suflicientemente piccolo. Segue allora
dalla formula integrale di Cauchy che

1 f()
_ dv. 2.3.4
() 2m’/or(z()>vz v (2.3.4)
Se |'U—,20’:T,Siha
v—z_(v—zo)—(Z—ZO)_”_zﬁl_%_

= STEED) =S (0 - 20) Nz 20)

’U—Zonzo V— 20 ne=0
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ove abbiamo usato il fatto che [Z=22[ < 1. Sostituendo allora in (2.3.4),
e ammettendo (andrebbe dimostrato) che si possa portare la serie fuori
dall’integrale, otteniamo

f(2) =" an(z — 20)", (2.3.5)
n=0
con
— L _ —n—1
an = o - f(v)(v— 20) dv. (2.3.6)
a

Osservazione 2.3.3 Dal corollario 2.3.2 sappiamo gia che a, (definito in
%. Esaminando la dimostrazione del teorema 2.3.6

. . . (n) . .
si ricava anche che la serie di potenze Y .2, ngzo)(z — 2p)" ha raggio di

convergenza non inferiore a r per ogni r > 0 tale che {z € C: |z — 2| <
r} C A e che, per r cosi fatto, se |z — 29| < r, vale

(2.3.6) coincide con

> £(n) (4
f(z) = Z fn('o)(z —20)". (2.3.7)
n=0 ’

Osservazione 2.3.4 In base ai teoremi 2.3.2 e 2.3.6 le classi delle funzioni
analitiche e olomorfe coincidono. Poiché una funzione analitica ¢ dotata di
derivate di ogni ordine e queste derivate sono tutte analitiche, ricaviamo il
risultato ( a prima vista sorprendente) che ogni funzione olomorfa ¢ in realta
dotata di derivate complesse di ogni ordine e le derivate sono tutte olomorfe.
Questo fenomeno non ha alcuna corrispondenza nel caso delle funzioni di
una variabile reale. Sarebbe come dire che ogni funzione di classe C' &
automaticamente di classe C'*°!

Esempio 2.3.4 Sia f : C — C, f(z) = e*. Sappiamo dall’esempio 2.1.3
che f & olomorfa. Dunque, in base al teorema 2.3.6, f ¢ analitica in C.
Ricordiamo che f/(z) = f(z), Yz € C. Dunque f(z) = ¢* ¥n € Ny,
Vz € C. In particolare, f("(0) = 1 ¥n € Ny. Otteniamo percio , tenendo
conto che il dominio di f & C e applicando 1'osservazione 2.3.3, che

o0 n

z
=2

B vz e C. (2.3.8)

Dalle formule (2.1.10) e (2.1.11) segue poi che, per ogni z € C,
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et +e*” 1 X (i2)" + (—iz)"
She - ly Bre el

Se n € Ny,
(iz)" + (—iz)" = [1+ (=1)"]i"=".
Dunque, (iz)" + (—iz)™ = 0 se n & dispari. Se invece n = 2k, con k € N, si
ha
(iz)" + (—iz)" = 22K 2%F = 2(—1)F 22,

Segue che
2k

Lo (12)" + (—iz)" 1S z
5;0 nl h 5,;)2(_1>k(2k)!’

da cul la classica formula

00 )2k
cos(z Z Vz € C. (2.3.9)
k=0

Analogamente si prova che

00 (_1)2k+122k+1

sin(z) = 3 (2k + 1)!

k=0

Vz e C. (2.3.10)

Si veda in proposito I'esercizio 2.3.2.
Esercizio 2.3.1 Dimostrare il corollario 2.3.1.
Esercizio 2.3.2 Dimostrare la formula (2.3.10.

Esercizio 2.3.3 Dimostrare che

e ZEQk
cosh(z) = Z Vx € R.
k=0 ’

Esercizio 2.3.4 Dimostrare che

i 22k+1
sinh(z) = P Vz € R.
= 2k +1)!
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Esercizio 2.3.5 Sia log la funzione logaritmo considerata nell’esempio 2.1.4
di dominio C\{z € R : x < 0}. Dimostrare che, se |z—1| < 1 vale la formula

(-1

log(z) = Y _(-1)"~*
n=1

(Sugg: osservare che f(™(z) = (—1)”_1@ (n e N).

z

2.4 Singolarita isolate e sviluppi di Laurent

Le funzioni olomorfe ammettono uno sviluppo anche in qualche intorno di
una loro singolarita isolata. Per chiarire bene il risultato che ci interessa,
cominciamo col precisare che cosa intendiamo per singolarita isolata.

Definizione 2.4.1 Siano A un aperto di C, f: A — C olomorfa, zy € C.
Diremo che f ha una singolarita isolata in zy se zo € A, ma esiste r > 0

tale che B(zp,r) \ {20} C A.

Sia ora ay, € C per ogni n € Z. Se le due serie Y o7 g an € > 721 G_p SONO
convergenti poniamo

+o0 +oo +o00
Y oan=> an+ Y an. (2.4.1)
n=0 n=1

n=—oo

Il risultato che ci interessa ¢ il seguente:

Teorema 2.4.1 Siano A un aperto di C, f : A — C olomorfa, zg una
singolarita isolata di f. Allora esistono univocamente determinate due serie
di potenze Y oo an(z — 20)" € Y peyq a_pv™ tali che:

(I) ser >0 e B(zp,7) \ {20} C A, la serie 7> qan(z — 20)" ha raggio
di convergenza almeno uguale a r;

(II) 3°>° 1 a_pv™ ha raggio di convergenza +00;

(III) se r > 0 & tale che B(zp,7) \ {20} C A, Vz € B(zo,7) \ {20} si ha

+o0

f(z) = Z an(z — 20)". (2.4.2)

n=—oo

Dimostrazione parziale Siano r > 0 tale che B(zp,7) \ {20} € A e
z € B(zo,7) \ {#0}. Fissiamo 71 e ro positivi e tali che

1 <l|z—2zo| <re <.
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Per fissare le idee, supponiamo I'm(z) > Im(zp). Sia 0 < € < Arg(z) (vedi
I'esempio 2.1.4). Sia o un cammino C! a tratti che percorre una sola volta
in successione:

a) il segmento di estremi zg + e’ e zg + roe’s;

b) I'arco di circonferenza di raggio ro e centro zp di estremi zg + roe® e
zo + r2, muovendosi in senso antiorario sulla circonferenza stessa;

¢) il segmento di estremi zg + 72 € 29 + 71;

d) Tarco di circonferenza di raggio 71 e centro zo di estremi zp + 71 e
2o + €', muovendosi in senso orario sulla circonferenza stessa;

Chiaramente, questo arco ¢ A—omotopo a C,(z), per ogni r > 0 suffi-
cientemente piccolo. Allora, per la formula integrale di Cauchy,

1) = o [ TV

21t Jo v — 2

dv.

Mandando € a 0, i tratti a) e ¢) tendono ad annullarsi, il tratto b) tende a
coincidere con Cy,(zp), il tratto d) tende a coincidere con la circonferenza
di centro zp e raggio r; percorsa in senso orario. Queste argomentazioni
rendono plausibile, mandando € a 0, la formula

1 f) 1 f()
) =5 /C - /C -l (2.4.3)

Il primo integrale nel secondo membro di (2.4.3) puo essere trattato come
I'integrale (2.3.4): ponendo, per n € No,

1 —n—1
= — 20)"" Lo, 2.4.4
00 =5 J o SO ) (2.4.4)

si ha

1 f) ¢ n
—/C 7dv—nzz%an(z—zo) .

211 o (20) U — 2

Quanto al secondo integrale in (2.4.3), se |v — 29| = r1, si ha

I 1 o I
v—z (v—20)—(z—20) z—zol—%_
1 oo
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ove abbiamo usato il fatto che [{=22[ < 1. Sostituendo allora in (2.4.3),
e ammettendo (andrebbe dimostrato) che si possa portare la serie fuori
dall’integrale, otteniamo

1 f(?)) _ - —n
_ /C, dv = ngl a_p(z—29)"", (2.4.5)

2mi

L(z0) UV — 2
con
a—p = 1/ f)(v— 2)" tdv (2.4.6)
- 271 Cry (z0) 0 ’ o

per ogni n € N.
Non proseguiamo nei dettagli della dimostrazione. O

Osservazione 2.4.1 Con riferimento alla dimostrazione (parziale) del teo-
rema 2.4.1, possiamo dire (applicando il corollario 2.2.1) che, se R > 0 ¢ tale
che B(zp, R) \ {z0} C A, per ogni z € B(zp, R) \ {20} vale la formula

+oo
Z an(z — 20)", (2.4.7)
con
1 —n—1
an = —/ f(v)(v— zp) dv Vn € Z, (2.4.8)
271 J Oy (20)

ove 7 ¢ un elemento arbitrario di |0, R|[.
Lo sviluppo (2.4.7) prende il nome di sviluppo di Laurent di f intorno
al punto zg.

Passiamo ora alla classificazione dei punti singolari isolati delle funzioni
olomorfe:

Definizione 2.4.2 Siano A un aperto in C, f : A — C olomorfa, zg una
singolarita isolata di f. Sia (2.4.7) lo sviluppo di Laurent di f intorno a zp.
Diremo che:

a) zp & una singolarita eliminabile per f se a, =0Vn € Z, n < 0;

b) zo € una singolarita polare per f se {n € Z:n <0 e a, # 0} & non
vuoto e finito;

c) zp € una singolarita essenziale per f se {(n €Z:n <0 ea, #0} ¢
infinito.
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Nel caso b) si dice anche che zy € un polo per f. Diremo che il polo &
di ordine ng se ng & il massimo numero naturale n tale che a_, # 0. I poli
di ordine 1 sono anche detti poli semplici.

Osservazione 2.4.2 Nel caso a) esiste R > 0 tale che, se |z — 29| < R, si
ha f(z) = 320 an(z — 20)™. E percid chiaro che, se prolunghiamo f in 2o
ponendo f(zp) = ap, otteniamo una funzione olomorfa in AU {zp}. Di qui
la definizione di singolarita ”eliminabile”.

Osservazione 2.4.3 Se >.7°° _a,(z—z)" & lo sviluppo di Laurent di f in
corrispondenza della songolarita isolata zg, La serie di potenze Y .2 ; a_pv™
ha raggio di convergenza infinito. Di conseguenza, la serie > o2 a_p(z —
20) " converge per ogni z € C\ {29} e la sua somma fornisce una funzione

olomorfa su questo insieme.
Vediamo ora qualche esempio:

Esempio 2.4.1 Sia f : C\ {0} — C, f(z) = L. Per ogni z € C\ {0} si
ha

1 & 2 X -l o 2"
= — _— 1 g — JE—
M= 0 0= 5 =2 )
n=0 n=1 n=0
Quindi 0 & una singolarita eliminabile per f. La funzione
g:C— C,
ef—1
_ ) &5 se =z £ 0,
9(2) { 1 se z2z=0

¢ olomorfa in tutto C.

Esempio 2.4.2 Sia f: C\ {0} — C, f(z) = 2—; Per ogni z € C\ {0} si ha

OIS PR
YT T 2 et 2)

Si ha percio a, = 0sen < —2, ma a_o = a_; = 1. Percio 0 € un polo di
ordine 2 per f.

Esempio 2.4.3 Sia f : C\ {0} — C, f(z) = ex. Per ogni z € C \ {0} si ha

0o _—n 0 o
n=0 n=-—0o

Si ha percio a, = ﬁ per ogni n € Z, n < (0. Dunque 0 ¢ una singolarita

essenziale per f.
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2.5 1l teorema dei residui

In questa sezione presenteremo il cost detto teorema dei residui, strumento
fondamentale per il calcolo di integrali complessi, che ha molte applicazioni
a svariati integrali reali.

Cominciamo con la definizione di residuo:

Definizione 2.5.1 Siano A un aperto in C, f: A — C olomorfa, zy € C
una singolarita isolata per f. Chiameremo residuo di f in zg e indicheremo
con la scrittura Res(f, zo) il coefficiente a_y dello sviluppo di Laurent di f
m 2.

Presentiamo un semplice risultato di calcolo del residuo nel caso di una
singolarita polare.

Lemma 2.5.1 Siano A un aperto in C, f : A — C olomorfa, zyp € C
una singolarita isolata per f. Supponiamo che zy sia un polo di ordine non
superiore an (n € N). Allora

L i () (20 (2))

(n — 1)l =2

Res(f, z9) =

Dimostrazione parziale Ci limitiamo al caso n = 3. Allora esiste r > 0
tale che, se 0 < |z — zp| < r, si ha

f(z)=a_3(z— zo)_3 +a_o(z— ZO)_2 +a_1(z— Zo)_l +ap+ai(z—z0)+...,
da cui

(z—20)3f(2) = a_z+a_o(z—20)+a_1(z—20)* +ao(z—20)> +a1(z—20) + ...,

d
(£)2[(z — 20)%f](2) = 2a_1 + 6ag(z — 20) + 12a1(z — 20)* + ...,
e di qui la conclusione. O
All’esempio che segue premettiamo alcuni semplici risultati di utilita
pratica. Cominciamo con una versione complessa del teorema dell’ Hopi-

tal.

Lemma 2.5.2 Siano zp € C, r > 0, f,g : B(z0,7) \ {20} = C olomorfe e
tali che lim f(z) = li_>m g(z) =0, g(z) #0Vz € B(z0,7)\{20}. Supponiamo
z—20 z—20

inoltre che ¢'(z) # 0 Vz € B(zo0,7) \ {20} ed esista in C zlim L) - Allora
)

—20 g/(Z)
esiste lim /) e coincide con lim f,(z .
Z—20 g(2) z—2z0 9 (2)
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Dimostrazione parziale Si potrebbe verificare che i prolungamenti na-
turali di f e g a B(zp,7) sono funzioni olomorfe in B(zp,r). Supponiamo
(chiamando ancora, per semplicita , f e g questi prolungamenti) , che si

abbia ¢'(z0) # 0. Allora, Vz € B(zo,7), f(2) = Y02, %(2 —zp)" e
g(z) =50 M(z — 20)™. Poiché ¢'(zp) # 0, si ha

n=1 n!
) 1)
=% g'(2)  g'(20)

D’altra parte, per z # zg,

("“)(zo)

f(z)  (z=20) 2020 Tl),(z—zo)

9(z) (z—20) >0 M(z — 2p)"

n=0 " (n+1)!
Zoo %1()20)(2 —20)" f(z
o gD (z) - /(20) (2 = 20)
ne0 g (2 —20)" 90

Il lemma 2.5.1 richiede poi una stima dell’ordine di un polo. Presentiamo
un semplice risultato in questa direzione. Se f : A — C ¢ olomorfa (con A
aperto in C) e zp € A, diremo che f ha in zy uno zero di ordine m (m € Ny)
se f(k)(zo) = 0 per k € Ny, k < m, mentre f(m)(zo) # 0. Si osservi che, se
f(z0) # 0, allora f ha in zp uno zero di ordine 0.

Lemma 2.5.3 Siano A un aperto di C, f,g : A — C olomorfe, zg € A.
Supponiamo che zg sia uno zero di ordine m per f, di ordine n per g con
m e n elementi di Nog. Sia poi h : {z € A: g(z) # 0} - C h(z) = 58
Allora:

(1) se m > n, h ha in zy una singolarita eliminabile;

(II) se m < n, h ha in zy un polo di ordine n —m.

Dimostrazione Se r > 0 ¢ abbastanza piccolo, si ha, per |z — zg| < 7,

= f ¥ (=) k_
f()—k_m 2 (o )t =
o0 fr+m)
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o (k) (
ox) =3 S oo
k=n :

r+n )

oo
Z—ZO Zg

r+n (z—20)" := (2 — 20)"1(2).

Le funzioni k e [ sono olomorfe in {z € C: |z—zg| <}, k(z0) = f(m) ZO) #0e
l(z0) = % # 0. Diminuendo (eventualmente) 7, si pud supporre [(z) # 0

: k : 00 k
se |z — 29| < r. La funzione § ammette un certo sviluppo Y 32 cx(z — 20)

in B(zg,r) con ¢y # 0. Dunque, se 0 < |z — 29| < r, si ha

oo 0
h(z) = (Z — Zo)m—n Z Ck(z — ZO Z Ck o — ZO k+m—n _
k=0 k=0
oo

ijern(Z - Zo)],
da cuil la conclusione. O

Esempio 2.5.1 Siano A := {z € C :sin(z) # 0}, f : A — C, f(z) =
%. Utilizzando il risultato dell’esercizio 2.1.5(VI), si ha subito che 0
¢ una singolarita isolata per f. Determiniamo Res(f,0). Il lemma 2.5.1
richiede una stima per eccesso dell’ordine del polo. La funzione z — sin?(z)
ha in 0 uno zero di ordine 2, mentre la funzione z — €¢* — 1 ha in 0 uno zero
semplice (vale a dire, di ordine 1).

Dunque, in virtu del lemma 2.5.3, f ha in 0 un polo di ordine 1 (o

semplice). Allora, per il lemma 2.5.1, si ha

. . -1
Res(,0) = lim =f(2) = lim (HQ())

Per calcolare quest’ultimo limite, proviamo ad applicare il lemma 2.5.2.

Derivando a numeratore e a denominatore, si ottiene e ldbzer he ¢ oan-
2sin(z) cos(z)’
cora della forma indeterminata % Derivando ancora una volta, ottenlamo
2e*+ze?
o2 (2) —si2(3) che tende a 1 per z — 0. Si ha allora Res(f,0) =

Al risultato principale premettiamo la nozione di indice di un cammino
chiuso rispetto a un punto.
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Definizione 2.5.2 Siano o un cammino chiuso C' a tratti e zo € C, con
zo non appartenente al sostegno di o. Chiamiamo indice di o rispetto a zg
e indichiamo con la scrittura ind(a, zo) il numero complesso

1
ind(a, zp) == %/(z — 20) dz. (2.5.1)

Si potrebbero dimostrare le seguenti proprieta dell’indice:

Teorema 2.5.1 Sia o un cammino chiuso C' a tratti. Allora

(I) Vz € C\ sost(a) ind(c, 20) € Z;

(II) se A C C\ sost(a) e A & connesso per archi, allora ind(a, z) € il
medesimo per ogni elemento z di A;

(II1) se A C C\ sost(a) e A & connesso per archi e non limitato, allora

ind(a,z) =0Vz € A.

Osservazione 2.5.1 Nella pratica, ind(«, zp) indica quante volte o ”gira
intorno ” a zp, contando 1 ogni giro in senso antiorario, —1 ogni giro in
senso orario.

Esempio 2.5.2 Siano n € N e a : [0,27] — C, a(t) = ™. Allora
sost(a) = {z € C: |z| = 1}. Sia zp € C, con |z9| # 1. In base al teo-
rema 2.5.1(/1I) applicato ad A := {z € C : |z| > 1}, si ha in tal caso
ind(a, z9) = 0. Sia invece |zp| < 1. Allora, applicando il teorema 2.5.1(11)
ad A:={z € C: |z| < 1}, possiamo dire che

1
ind(a, zp) = ind(a,0) = 2—/ P =
i Ja

1 2m - nt
= — e "™ine™dt = n.
27 Jo
In effetti, o gira n volte in senso antiorario intorno a zg.
Consideriamo invece  : [0,27] — C, 5(t) = ¢!2m=1) — =it che gira una
volta in senso orario intorno a (ad esempio) 0. Allora si ha

1
ind(B,0) = 277@'/52_1(12 =

it —it
= g Zdi_—l
i € ( Z)e

Ci servira anche il seguente
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Lemma 2.5.4 Siano A un aperto in C, f : A — C olomorfa, o un cammino
di classe C' a tratti con sostegno in A. Supponiamo che esista F : A — C
olomorfa tale che F'(z) = f(z) Vz € A. Allora

/af(z)dz =0.

Dimostrazione parziale Supponiamo che « sia di classe C'. Allora, se
a:[a,b] = C,

/af(z)dz = /abf(a(t))o/(t)dt _

(applicando il teorema fondamentale del calcolo integrale)

perché a(a) = a(b). O
Veniamo ora al risultato principale di questa sezione, che fornisce (come
si vedra ) un importante strumento di calcolo per gli integrali:

Teorema 2.5.2 (dei residui) Siano A un aperto semplicemente connesso in
C, z1,...,2n elementi di A, f: A\ {z1,...,z2n} — C olomorfa, a un cammino
chiuso Ct a tratti con sostegno in A\ {z1,...,2n}. Allora

1 = .
%/Qf(z)dz = ;R%(f’ zi)ind(o, z;). (2.5.2)

Dimostrazione parziale Consideriamo, per ¢ = 1,...,n, lo sviluppo di
Laurent di f in corrispondenza di z;. Se questo sviluppo & 37 a; (2 —
z;)", poniamo

-1 +o00
Si(2) == > ain(z—z)" =D ai_n(z—2)"
n=-—00 n=1
Abbiamo gia osservato (vedi l'osservazione 2.4.3) che S; € olomorfa in C\
{zi}. Consideriamo ora la funzione z — f(z)—S1(z) —...— S, (2), olomorfa in
A\{z1,..., zn}. Osserviamo che ciascuno dei punti z1, ..., 2z, € una singolarita
eliminabile per questa funzione. Per vederlo, prendiamo (ad esempio) i = 1.

Allora f(2) — S1(2) = 3% ain(z — 2;)"™ per z abbastanza prossimo a 21,
mentre Sy, ..., S, sono regolari in z;. Allora, applicando il corollario 2.2.2,
si ha

1
%/af(z)d«z:
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211

_ L /a(f(z) S 81(2) — o — Sn(2))dz 4 —— /a(Sl(z) bt Su(2))dz

21

_ ?/Gy(sl(z) 4ot Sn(2))dz.

+oo

1 —n
%Lsi(z)dz = 2—7”/0{2 ai,—n(z — 2z;) "dz

n=1

+oo
= Z Qi —n / (z —z;) "dz
n=1 @
(non giustifichiamo quest’ultimo passaggio). Consideriamo adesso, per n €
N, lintegrale [ (z —z;)""dz. Se n # 1, si ha
(2 —2) " = F'(2),

con F(z) = (1 —n)"1(z — z)!™™. Applicando allora il lemma 2.5.2, conclu-
diamo che, se n # 1, [ (2 — 2;) "dz = 0. Si ha percio che

1 1 i

i ) Si(z)dz = 57 i1 /Q(z —z) dz =
= Res(f, z)ind(a, z;).

|

Esempio 2.5.3 Sia a = C5(2¢). Vogliamo calcolare

1
_dz. 2.5.3
/a 24822 -9 i ( )

Gli zeri complessi del polinomio P(z) := z* — 822 — 9 sono 3, —3, i ¢ —i.
Poniamo allora f : C\ {3,-3,i,—i} — C, f(2) = r—g2—5- f ¢ olomorfa e,
applicando il teorema dei residui, possiamo scrivere che 'integrale in (2.5.3)
coincide con

2mi[Res(f, 3)ind(«, 3) + Res(f, —3)ind(a, —3)+

+Res(f,i)ind(c, i) + Res(f, —i)ind(a, —i)).

Osserviamo ora che [3 —2i| = | -3 —2i| =13 >2e|—i—2i] =3 > 2.
Dunque, per il teorema 2.5.1(111), si ha

ind(Cy(2i),3) = ind(Cy(2i), —3) = ind(Cy(2i), —i) = 0.
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Tenendo poi conto dell’osservazione 2.5.1, possiamo scrivere anche
ind(C2(2i),i) = 1.

Dunque l'integrale in (2.5.3) coincide con 2mwiRes(f,i). Per calcolare Res(f,
i), osserviamo che P’(i) = —20i # 0, per cui P ha in ¢ uno zero semplice (o
di molteplicita 1).
Segue dal lemma 2.5.3 che f ha un polo semplice in i. Dunque
1 1

Res(f.0) = lm(z =0(=) = T35, = 5

™

Percio I'integrale in (2.5.3) vale 2migy; = — -

Esempio 2.5.4 Utilizziamo il teorema dei residui per calcolare

1
—dx. 2.5.4
/1rwc4+1x (2:54)

Osserviamo, innanzi tutto, che la funzione integranda e continua e quindi
misurabile in R. E inoltre sempre positiva. Dunque l'integrale esiste nel
senso della definizione 0.2.4. Possiamo inoltre applicare il teorema di Beppo
Levi per ottenere che (2.5.4) coincide con

n 1
lim _
n—+oo J_, x4 41

n 1 n
/ da::/X(x)d:c,
e | rRxt+1

ove abbiamo indicato con y,, la funzione caratteristica dell’intervallo [—n, n].
Infatti, per ognin € N e Vax € R,

dz.

Infatti,

Xn(7) _ Xnt1(2)
zt+1 7 2441

I Xn($) o 1
im = .
notoozt+1  zt41

Consideriamo adesso un cammino chiuso C' a tratti o, ottenuto percorrendo

in senso antiorario prima I'intervallo [—n, n|, poi la semicirconferenza {ne :
1 (2k+1)T

t € [0,7]}. La funzione z — 7 ¢ olomorfain C\{e" 4 :0<k <3,k €



92 FUNZIONI DI UNA VARIABILE COMPLESSA

. . X . (2k+1)m .
Z}. Se n > 1, nessuno dei numeri complessi della forma e'~ 4 — appartiene

al sostegno di a,. E chiaro anche che

an(an’ elg) = ind(an, 62%) = 1;

mentre 5 7
-5 s
ind(om, €1 ) =ind(ap,e" 1) = 0.

Segue allora dal teorema dei residui che

1 - 3
/ e 1dz = 2mi[Res(f,e'*) + Res(f, 6237)],

con f(z) = %%—H Non ¢ difficile verificare che f ha in e’ un polo di ordine

1. Applicando allora i lemmi 2.5.1 e 2.5.2 possiamo scrivere

Res(f,ei%) = lim S

aed 2+ 1

Nello stesso modo

— e’ 4
i2Fy
Res(f,e"+) lim o
z—e' 4
-9
. 1 e T
— lim —
. 3
JRNRE 0 4

Dunque

D’altra parte,

/n L 4 +/ L g
= x ——dz
nrt+1l croyzt+1"7

C(0):[0,7m] — C,
CH(0)(t) = ne't.

con

(2.5.5)



2.5 IL TEOREMA DEI RESIDUI 93

Se |z| =n e n > 1, si ha, applicando il risultato dell’esercizio 1.1.2,
241 > (]2 =1 =nt =1 >0,

per cui
1
<
FEN S

se |z| =n > 1. Applicando allora il teorema 2.2.3, abbiamo

dz| <
| ciro) 24 +1 z‘_n4—1

— 0(n — 400).
Riepilogando, abbiamo, per n > 2,

/" 1 d +/ 1 d m
——dx ——dz = —,
nat+l oo 2t +1 V2

da cui, passando al limite per n — o0,

/ 1 d T
= —.
Rt +1 V2

Esempio 2.5.5 Vogliamo calcolare

‘,L,CY
/R+ o, (2.5.6)

con o € R.
Qualunque sia «, se poniamo f: Rt — R, f(z) = %, f & misurabile
perché continua e non negativa. Dunque l'integrale & comunque definito. Si

tratta di vedere, innanzi tutto, per quali valori di & € un numero reale. Si
ha

/R+ f(z)dx = /}071] f(z)dx + /}1’+Oo[f(x)da:. (2.5.7)

La funzione g(z) := 2 & sommabile su ]0,1] se e solo se 3 > —1. Se
0<x<1,siha

flz) <z <2f(x).

Dunque il primo integrale in (2.5.7) ¢ finito se e solo se & > —1. Inoltre, la
funzione g(z) := 2% & sommabile su [1, 400 se e solo se B < —1. Se z > 1,
si ha

fla) <a?
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1

227 = fx)(1+ —2) < 2f(@).

Dunque il secondo integrale in (2.5.7) e finito se e solo se & — 2 < —1, cioe
a < 1. Concludiamo che l'integrale in (2.5.6) ¢ finito se e solo se

—-l<a<l. (2.5.8)

D’ora in poi supporremo che la condizione (2.5.8) sia soddisfatta.

Consideriamo adesso, per un cero n € N, un cammino chiuso C! a tratti
oy, ottenuto percorrendo una volta in senso antiorario l'intervallo [%, n, la
semicirconferenza {z € C : |z| = n,Im(z) > 0}, l'intervallo [—n, —1], la
semicirconferenza {z € C : |z| = 1, Im(z) > 0}. Estendiamo la funzione
f a una funzione olomorfa in un opportuno aperto in C. A tale scopo
consideriamo la funzione logaritmo log definita su A := C\ {iy: y € R,y <
0} nel seguente modo:

3
log(2) = In(|2|) + 6,0 € arg(z)N] — g 7”[. (2.5.9)
Poniamo poi, per ogni 8 € R (ricordando 'esempio 2.1.5)
2P = Plog(z) (2.5.10)

Consideriamo ora la funzione

{g:A\{z’}—>C,

9(2) = 5=

g & olomorfa e la sua restrizione a R* & f. Applicando allora il teorema dei
residui, avremo, per n > 2,

/ g(z)dz = 2miRes(g,1).

Si vede facilmente che g ha in ¢ un polo semplice. Dunque, applicando ancora
il lemma 2.5.2 e ricordando ’esempio 2.1.5, si ha

Res(g,i) = lim(z — i)g(2)

z—1

2% 4 (z — i)zt & elog(®)
— lim — Lo
2—i 2z 27 21
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da cui

D’altra parte,

/ang(Z)dz =

nooxp® e ~n  x® z¢
= 7dac—i—/ 7dz+/ ——dx —/ ——dz
1 1+ 22 cir(0) 1+ 22 I A ct(o) 1+ 22

n

Sex <0, si ha

% = ealog(z) _ ea(ln(—x)-ﬁ-iw) _ (_m)aeionr7

da cui

Inoltre, se |z| = R, si ha
22| = |eoclog(Z)’ — elte(alog(z)) — paln(R) _ pa
Se R > 1, si ha poi
[L+2% =12 = (D) > [|2° - 1| = R — 1,
mentre, se R < 1,
22 = 1= (=23) 2 |1 — | - 22 = 1 - B2

Applicando allora il teorema 2.2.3, otteniamo

o [}

dz| <
‘c;(0)1+22 A=

[ 0(n — +00)

—an" ' = 0(n = +00),

95
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tenendo conto di (2.5.8). Concludiamo, mandando n a 400, che

a
Z 1ot

(l—l—ew”r)/R_F 1+x2da::7re 2,

da cui

/ x® d me'*? 0
T = —— = .
R+ 1+ 22 L+em  2cos(%)
Vediamo infine un ultimo esempio che sara utile nelle prossime sezioni.

Esempio 2.5.6 Dato £ € R, calcoliamo

/ e i gy (2.5.11)
R

Osserviamo, innanzi tutto, che

‘e—;v2—iacf| — e—x2

Si ha e = o(x~2) per x — +oo. Dunque, esiste M € R7 tale che, se
|z| > M, si ha e " < 2~2. Percio ,

2 M 2 2
/ e Tdx < / e dr+ 7 4%dr < +00.
R -M {|z|>M}

Dunque, in base al risultato dell’esercizio 0.2.4, la funzione integranda in
(2.5.5) & sommabile per ogni ¢ € R. Cominciamo allora col considerare il
caso ¢ = 0. Poniamo, per comodita ,

I::/ e~ de.
R

Applicando il teorema 0.3.7 con T : Rt x]0,27[— R2, T(p,0) = (pcos(8), p
sin(#)) e il teorema di Tonelli, si ha

/ e~y dxdy = / e’ pdpdf
R? R+ x]0,27]

—

C
:27r/ e_prdp:27r lim / e_p2pdp
R+ c—+00 Jg
2

1
=27 lim —(1—¢e %) =m.
c—+00
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Ma, ancora per il teorema di Tonelli,

/ efﬁz*dem’dy =12
R2

Poiché I > 0, deve essere I = /m. Consideriamo ora il caso £ # 0. Osservi-
amo, innanzi tutto, che

; 2 2
x2+ix§:(w2+2$§—%)+%
_ i€, &
_(x+5) +o

Ne segue che

/e_xQ_ixgda::e_f/ e~ (5 g
R R

Supponiamo adesso (per fissare le idee) £ > 0. Consideriamo, dato n € N, un

cammino a, C! a tratti e orientato in senso orario che abbia come sostegno
la frontiera del rettangolo di vertici —n + € on+ %, n, —n. In base al

2
corollario 2.2.2, si ha

/ e~ dz = 0.
Qn

D’altra parte,

n i n 3 . 3 .
:/ e*(H?g)de—/ e*x2daj—/ e*(”“y)zidy—i-/ 67(7"+1y)2idy
—-n -n 0 0

Se y € [0,¢], si ha

Ne segue che
3 .
]/ e*(”+1y)2idy| < gt 0(n — +00).
0
Con un ragionamento simile, si vede che vale anche

lim ‘ e_(_”'Hy)Qidy = 0.
n—+o0 Jo

Mandando allora n a 400, otteniamo

0= / e_($+%)2dm — /7,
R
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da cui

/ e @+5) gy = V.
R

Con considerazioni analoghe, si vede che questa formula vale anche per £ < 0.
Possiamo allora concludere che per ogni £ € R lintegrale in (2.5.11) vale

2
\/7?67%.

Esercizio 2.5.1 Calcolare i residui delle funzioni seguenti nel punto zy spec-
ificato:

(1) 222, 2 = 0;

1

(I) (2 — 2)"tez, 29 = 2;

(1) 555 =0

(IV) ﬁ, 2o =1, con 2% = fo(2) e 27 = f5(z) (vedi I'esempio 2.1.5),
prendendo come funzione logaritmo g(z) = In(|z|) + iArg(z) per Re(z) > 0,
ove Arg(z) ¢ 'argomento principale di z;

(V) #53(2), zZ0 — 0

.
2

Esercizio 2.5.2 Calcolare
(I) 027r ! dx;

) cos(x)+2
™ 1 .
(1I) 02cos(x)1+mdx’
(III) 0 cos2(:v)+1dx;

2 cos(x)
(V) Jo" cos@)ssin@rade-

(Sugg.: usare le formule di Eulero e ricondurre gli integrali dati a integrali
complessi su C;(0)).

Esercizio 2.5.3 Calcolare
(I) fR x2+%x+2dm;
1) g @dm;

Esercizio 2.5.4 Calcolare, dato a €] — 1, 1],

z%In(z)
/R+ e, (2.5.12)
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Cominciare col far vedere che la funzione integranda ¢ sommabile su R¥,
usando il fatto che In(z) = o(z°) per x — +o00 e In(z) = o(z™€) per z — 0
per ogni € > 0.

Eser01z10 2.5.5 Calcolare, verificandone preliminarmente ’esistenza,

In(z)
fR+ Z‘4+1 d.’E

In?(z
(II) Jre o, il)dx

(I) fp+ s5dr (—1 < o < 3).

2.6 Funzioni olomorfe e funzioni armoniche

Cominciamo con l'introdurre, in R", (n € IN) 'operatore di Laplace A:

n 82 82
Z = oaZ (2.6.1)

L’operatore differenziale A riveste una notevole importanza nell’ambito della
fisica-matematica.

Definizione 2.6.1 Siano A un aperto in R" u € C?(A). Diremo che u ¢
armonica in A se

Au(x) =0 Vo e A.

Osservazione 2.6.1 Esempi di funzioni armoniche sono le funzioni polino-
miali di grado non superiore a 1. Altri esempi sono le funzioni v : R? — R,
u(z,y) = e®cos(y) e v : R? = R, v(z,y) = 22 — 32, come si verifica facil-

mente.

Ne caso n = 2, le funzioni armoniche sono strettamente legate alle fun-
zioni olomorfe:

Teorema 2.6.1 Siano A un aperto in C, f A — C olomorfa, u: A — R,
u(z) = u(x,y) = Re(f(z)). Allora uw & armonica in A.

Viceversa, siano A un aperto semplicemente connesso in R? (che iden-
tifichiamo con C), u : A — R armonica. Allora esiste f : A — C olomorfa
tale che u = Re(f).

Dimostrazione Siano f : A — C olomorfa, u = Re(f). Ricordiamo (vedi
Posservazione 2.3.4) che u ¢ di classe C*°, in quanto f ha derivate complesse
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di ogni ordine tutte olomorfe. Verifichiamo che Au(z,y) = 0 V(z,y) € A.
Sia v := Im(f). Allora, applicando le condizioni di Cauchy-Riemann e il
teorema di Schwarz, si ha, V(z,y) € A,

9%u 9%u
A = s
u(@,y) = 55, y) + 52 (z,9)

9%v 9%

Siano ora A un aperto semplicemente connesso in R? e v : A — R armonica.
Vogliamo costruire f : A — C olomorfa tale che u = Re(f). A tele scopo,in
base al teorema 2.1.3, basta determinare v € C''(A) tale che

ou  Ov ou ov

ge_ 9 gh_ % 2.6.2

ox Oy’ Oy Ox (2:6.2)
e porre

f:A—C,

f(z) =u(z) +iv(z), ze€ A

Consideriamo il campo vettoriale F': A — R?,

Flo) = (-5 @.0). 5 (@,0)

Poiché u € armonica, F' ¢ chiuso e quindi esatto, essendo A semplicemente
connesso. Dunque, esiste v € C1(A) tale soddisfacente (2.6.2). Con cio , il
risultato € completamente provato. O

Osservazione 2.6.2 Abbiamo gia osservato che la parte reale e la parte
immaginaria di una funzione olomorfa sono di classe C*°. Ora, tenuto conto
del fatto che le palle aperte sono insiemi semplicemente connessi,in base
al teorema 2.6.1, data u : A — R armonica in A aperto di R?, possiamo
costruire in ogni palla aperta contenuta in A una funzione olomorfa f in
tale palla, la cui parte reale ¢ u. Possiamo percio concludere che, almeno nel
caso n = 2, le funzioni armoniche sono di classe C°°. Di fatto, si potrebbe
dimostrare che cio € vero in generale.

Osservazione 2.6.3 Se f : A — C ¢ olomorfa, (A aperto in C), poiché
Im(f) = Re(—if), anche Im(f) & armonica in A.
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2.7 Principio del massimo e problema di Dirichlet
per ’equazione di Laplace nella circonferenza
unitaria di R?

In questa sezione presenteremo alcuni risultati relativi al problema di Dirich-
let per I’equazione di Laplace. Questo problema puo essere formulato come
segue: siano A un aperto in R" (n € N), g : Fr(A) — R continua. Cerchi-
amo le eventuali funzioni v : A — R, continue in A e di classe C? in A, tali
che

{ Au(z) =0, Vx €A, (2.7.1)

Cominciamo con un primo importante risultato, il cosi detto principio
del massimo.

Teorema 2.7.1 (Principio del massimo) Siano A un aperto limitato in R,
u € C(A) N C?(A) a valori reali, tale che

Au(x) >0 Vr e A. (2.7.2)
Allora
maxu = max u. (2.7.3)
A Fr(A)

Dimostrazione Osserviamo, innanzi tutto, che, poiché A & limitato, A
e Fr(A) sono chiusi e limitati (vedi, per questo, gli esercizi 2.7.1 e 2.7.2).

Dunque, per il teorema di Weierstrass, maxu e max u esistono. Essendo
A Fr(4)

Fr(A) C A, possiamo immediatamente dire che

max u < maxu. (2.7.4)
Fr(A) A

Si tratta ora di rovesciare la disuguaglianza (2.7.4). A tale scopo, cominci-
amo col considerare il caso meno generale

Au(z) >0 Vr € A. (2.7.5)

Faremo vedere che, in questo caso, u non possiede punti di massimo in A, da
cui segue che i suoi punti di massimo sono necessariamente in F'r(A) e percio
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vale (2.7.3). Ragioniamo per assurdo, supponendo che valga (2.7.5) e che
esista 2 € A, punto di massimo per u. Consideriamo la forma quadratica

" 2 9%
Qh) ="
i=1j=1

Gasixj
Ricordiamo che @ ¢ semidefinita negativa. Ne segue che, se k € {1,....,n} e
eF & il k—esimo elemento della base canonica di R,

2
0> Q(ek) = g;%(:co).

(2°)hih;,  h=(h1,...,h,) € R™. (2.7.6)

Dunque Au(z") < 0, in contraddizione con (2.7.5).

Consideriamo ora il caso generale (2.7.2). Fissiamo v € C?(R™), a valori
reali, tale che Av(z) > 0 Vo € R™. Una possibile scelta ¢ (ad esempio),
v:R" = R, v(xy,...,0,) = 27, che verifica Av(z) = 2 Vo € R™. Dato
€ > 0, poniamo

Ue = U + €v. (2.7.7)
Si ha
Aue(x) = Au(z) + eAv(z) >0 Vo e A

Dunque, utilizzando il caso particolare gia trattato, abbiamo

max e = IMax Ue.
A Fr(A)

Questa identita implica che, qualunque sia = € A, si ha

u(z) + ev(x) < Il;rfl’a%(u + ev). (2.7.8)

Se 2’ € Fr(A), vale

u(z’) + ev(2') < max u + € max v,
Fr(A) Fr(A)

che implica, qualunque sia x € A,

u(z) + ev(xr) < max u + € max v. (2.7.9)
Fr(A) Fr(A)
Passando al limite per ¢ — 01 in (2.7.9), otteniamo allora che, qualunque
sia x € A, si ha

< . 2.71
u(x) < gy}?ﬁ()u (2.7.10)

Da cio segue la tesi. O
Dal teorema 2.7.1 segue facilmente il seguente risultato di unicita :
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Corollario 2.7.1 Siano A un aperto limitato in R", ug,u; € C(A)NC?(A)
a valori reali, tali che Aug(x) = Auy(z) Vo € A, uo(2') = wy Va!
Fr(A). Allora ug(z) = uy(z) Vo € A.

Dimostrazione Poniamo u : A — R, u(x) = uo(z) — ui(z). Allora
u € C(A)NC2(A), & avalori reali, Au(r) = 0Vr € A, u(z') = 0Va' € Fr(A).
Per il principio del massimo, si ha

u(z) <0 Vz € A. (2.7.11)

D’altra parte, vale anche A(—u)(z) = 0 Vo € A, —u(a’) = 0 Va2’ € Fr(A).
Dunque, ancora per il principio del massimo, si ha —u(z) < 0 Vz € A, cio¢ ,

u(z) >0 Vz € A. (2.7.12)

Da (2.7.11) e (2.7.12) otteniamo la conclusione. O
Consideriamo adesso il problema (2.7.1) nel caso A = {z € C : |z] <
1} ={(x,y) e R? : 22 + 9% < 1}

Teorema 2.7.2 Siano A = {z € C : |z| < 1}, g € C(Fr(A);R). Allora
esiste un’unica u € C(A;R) N C%(A) per cui vale (2.7.1).

Dimostrazione parziale L’unicita segue dal corollario 2.7.1.

Per quanto riguarda l’esistenza, costruiremo euristicamente una certa
soluzione del problema. Non verificheremo in tutti i dettagli che la funzione
costruita ¢ effettivamente soluzione.

Supponiamo allora che esista una soluzione u con le proprieta volute. In
base al teorema 2.6.1, esiste una funzione olomorfa f : A — C, tale che
u = Re(f). Applicando il teorema 2.3.6 e l'osservazione 2.3.3, possiamo
allora dire che, per ogni z € C, con |z| < 1, si ha

oo
flz) = Z anz"”, (2.7.13)
n=0
o
con il raggio di convergenza della serie di potenze Zanz" almeno uguale a
n=0

1. Dunque, se r € [0,1] e § €] — 7, 7|, si ha

u(re?) = Re(f(re'?))
= Re(3°0° o apret™?) (2.7.14)
Yoo o anr™ cos(nB) + >0 byr™ sin(nd),
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ove avviamo posto
ap, := Re(ay,), n € Ny, (2.7.15)
by = —Im(ay), n € N. (2.7.16)

Si tratta adesso di determinare i coefficienti (ap )nen, € (bn)nen. Ragionando
formalmente, per r = 1, si ottiene:

g(e?) = u(cos(0), sin(6))
= Yo @n cos(nf) + -0 1 by sin(nd) (2.7.17)
= ag+ Y00, tnsibneind 4 §700 | Antibn o—ind,

L’ultimo termine in (2.7.17) & lo sviluppo in serie di Fourier di § — g(e®).
Dunque
Lo it
= — dt 2.7.18
W= or /_7r g(e")dt, ( )

e, per ogni n € N,
1 [/~ )
an + b, = f/ e™g(e)dt,
T J—7

da cui

1 /7 ;
an = —/ cos(nt)g(e™)dt, (2.7.19)
2 J_x
1 /7 ,
by, = 2—/ sin(nt)g(e™)dt, (2.7.20)
T J—m

Da (2.7.14), (2.7.18), (2.7.19), (2.7.20), otteniamo allora, per r € [0,1] e

0 €] — m, 7|, portando la serie all’interno dell’integrale,

ulre®) = 3 [T{3 + oty 1"lcos(nb) cos(nt) + sin(n6) sin(nt)lg(e)dt
= %ffﬂ[% +Z;L.O:1 rh COS(n(@ _ t)) g(eit)dt
(2.7.21)
Per r € [0,1], s € R, si ha
20 reos(ns) = 14 Re{302, rneins}
= 3+ rRe{l(_jW}
1 cos(s)—r
2 T T T2 cos(e) 17
— 1—r2
N 2(1-2r cos(s)+r2) "
Abbiamo percio ottenuto la seguente formula classica:
; 1—7r2 7 1 '
30 "
N dt. 2.7.22
u(re') 21 /_7r 1—2rcos(6 —t) + ng(e ) ( )
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Ora, si potrebbe effettivamente dimostrare che la funzione u : A — R, tale
che

_r2 ;
u(T@ie) — 127: ffﬂ 1—2rcos%0—t)+r2~g(elt)dt se 0<r<l,
g(e) se r=1

appartiene a C(A;R) N C?(A) ed & armonica in A. Qui noi ci limitiamo a
verificare che si ha

71113% u(r,0) = g(1,0). (2.7.23)
A tale scopo, osserviamo preliminarmente che, per ogni r € [0, 1], si ha
1—r2 1
ds = 1. 2.7.24
21 /,7T 1 —2rcos(s) +r? § ( )

Infatti, ammettendo di poter scambiare la serie con l'integrale, si ha

1—r? /ﬂ 1
ds
2 J_r 1 —2rcos(s) +r?

_ 1 /7;(; + Z ™ cos(ns))ds

mJ- n=1

1 & T
=—(m r" cos(ns))ds
Lm0 [ cosns))ds)

=1.
Inoltre,
Lo >0 re[0,1],5 €] — 7]
r s€|l—m,m
27(1 — 27 cos(s) +12) Y Y
essendo
1—2rcos(s) +r2>1—2r +72 = (1—7r)%
Dunque,
_p2 e y
u(r,0) ~ g(LO] = 1552 J7, tgrekarere (9(e) — g(1,0))d]

(2.7.25)

—p2 ;
127: jﬂ' 1-2r cols(t)—i-r2 |g(61t) B g(l’ O)‘dt

IN

Fissiamo € € RT. Poiché g & continua, esiste d €]0, 5[, tale che, se [t| < 4, si
ha
it €
l9(e”) = 9(1,0)] < 5.
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Da (2.7.25) segue allora
1-r2 0
‘U(T’, O) _9(17())‘ < % 27: f—5 1—2rcols(t)+r2dt

2 0
‘*’2}%}?})@ 1271- (ffﬂ' 1—2rcols(t)+r2dt (2'7‘26)

+ féﬂ 1-2r cols(t)-‘,-r2 dt).

Si ha

1—r% 9 1 1—r? (7 1
/ dt < / dt =1.
2 J_s 1 —2rcos(t) +r? 21 J_x 1 —2rcos(t) + r?
Inoltre, se |t| > 6, si ha cos(t) < cos(d) < 1. Ne segue che
1 —2rcos(t) + 12 > 1 — 2rcos(d) + 2
Con metodi elementari, si verifica che

min(1 — 27 cos(8) + %) = sin®(§) > 0.

[0,1]
Percio
1 — 2 -0 1 T 1
2 ma || (/ dt+/ dt)
Fr(A)” 2 J_z 1 —2rcos(t) + r? 5 1—2rcos(t) + r?
1—r2 1
= 2max |g| ! / dt
Fr(A) 7 Js 1—2rcos(t) +r?

<9 | ’1 —r2 =4
max |g| —— —5—,

= sin?(6)

che tende a 0 per r — 1.
Ne concludiamo che esiste r(€) € [0, 1], tale che, se r(e) < r < 1, si ha

9 | |1—r2(/—5 1 b+ 7r 1 dt) . ¢
max h
Fr(A) I or —x 1 —2rcos(t) +r? 5 1—2rcos(t) 4 r? 2’

e quindi, se r(e) < r < 1,
lu(r,0) — g(1,0)] < % + ; =€
Od

Esercizio 2.7.1 Sia A C R" , A limitato. Provare che A e Fr(A) sono
limitati.

Esercizio 2.7.2 Sia A C R". Provare che Fr(A) ¢ un chiuso.
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2.8 Trasformazioni conformi e problema di Dirich-
let per ’equazione di Laplace in R?

Vogliamo ora estendere il teorema 2.7.2 ad aperti piu generali. Per farlo,
utilizzeremo certi ”cambiamenti di variabile”, noti nella letteratura come
”trasformazioni conformi”.

Definizione 2.8.1 Siano A e B aperti un C. Una trasformazione con-
forme da B ad A & una funzione ¢ : B — A tale che:

(a) ¢ & una biiezione tra B e A;

(b) ¢ & olomorfa;

(c) ¢'(z) # 0 Vz € B.

Diremo che B é conformemente equivalente ad A se esiste una trasfor-
mazione conforme da B ad A.

Vale il seguente risultato, che non dimostriamo:

Teorema 2.8.1 Siano A e B aperti un C, ¢ una trasformazione conforme
da B ad A. Allora la trasformazione inversa ¢~' & una trasformazione con-

forme da A a B.

Osservazione 2.8.1 L’unico punto non ovvio nella dimostrazione del teo-
rema 2.8.1 & che ¢! & olomorfa. Supposto che valga questo fatto, la derivata
di ¢! si ricava facilmente: basta osservare che ¢~ 1(¢(z)) = 2z Vz € B. Ap-
plicando allora la regola di derivazione di funzioni composte, si ottiene

(@71 (8(2))¢'(z) = 1 Vz € B,

da cui
1

oY ((2) = —— Vz € B, 2.8.1
(670 = i (28.1)
che & un’estensione naturale della formula di derivazione di una funzione
inversa vista in Analisi A.

Osservazione 2.8.2 Il termine ”trasformazione conforme” vuole segnalare
il fatto che queste applicazioni ”conservano gli angoli tra le curve”. Per
attribuire un significato preciso a questa affermazione, consideriamo due
cammini di classe C! a e 3, con dominio [—4,6] (§ > 0), a sostegno in R2.
Supponiamo che «(0) = 3(0) e che i vettori ¢/(0) e 5'(0) siano entrambi non
nulli. Allora possiamo definire come ”angolo tra a e 8 in corrispondenza di
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t = 0” Pangolo di misura 6 € [0, 7] compreso tra i vettori tangenti o/(0) e
£'(0). Ricordando 'interpretazione geometrica del prodotto scalare in R2,

si ha
a/(0) - B'(0) )
1o’ (0)I[118 ()]
ove abbiamo indicato con ||.|| la norma euclidea in R?, coincidente con il

valore assoluto nei complessi. Osserviamo che, se z = (21, 22) € v = (v1,v2)
sono elementi di R?, se indichiamo con zv il loro prodotto in C, si ha

0 = arccos(

z v = 2101 + 29Uy = Re(27).

Dunque,

Re(a’(o)ﬁ’(o)))
[/(0)[|8'(0)] ~

Siano adesso B un aperto in C contente i sostegni di e fe¢p: B = A

una trasformazione conforme, con A aperto in C. Consideriamo i cammini

poa e gof3el’angolo § conpreso tra essi in corrispondenza di ¢t = 0. Poiché

(¢ 0a)'(0) = ¢'((0))a(0) e
(¢08)(0) = ¢'(8(0))8'(0) = ¢'((0))'(0),

0 = arccos(

si ha
o Re(¢' (a(0))e’ (0)¢' (2(0)) 5’ (0))
0 = arccos( |¢/(C};(O()|2|(a;;0)(||,)3)/(0)‘ )
"(0)8’(0
arccos(Lroyaoy )

Esempio 2.8.1 Siano B:={z € C: |z| <1}, ¢: B = C, ¢(z) = {=. ¢ ¢
olomorfa e, per ogni z € B,

'y 2
¢(2)—m750

Sia v € C. Consideriamo ’equazione

(z) = v, z € B. (2.8.2)
) . . 5 . . 1
Se v # —1, l'equazione (2.8.2) ha in C l'unica soluzione z = ;7. Tale
soluzione appartiene a B se e solo se
lv—1] < |v+1],

equivalente a Re(v) > 0. Dunque ¢ ¢ una trasformazione conforme tra B e
{v e C: Re(v) > 0}.
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Osservazione 2.8.3 Non ¢ difficile verificare che la relazione di conforme
equivalenza ¢ di equivalenza tra gli aperti di C (esercizio 2.8.1).

A questo punto ci possiamo chiedere se, dati due aperti in C, essi sono
conformemente equivalenti. Un primo famoso risultato ¢ il seguente classico
teorema, dovuto a Riemann:

Teorema 2.8.2 Sia A un aperto non vuoto in C. Allora A & conforme-
mente equivalente a {z € C : |z| < 1} se e solo se & semplicemente connesso
e non coincide con tutto C.

Per una dimostrazione, vedi W. Rudin ” Analisi reale e complessa”, (Bo-
ringhieri), capitolo 14.

Il teorema 2.8.2 ci dice che, se A ¢ un aperto semplicemente connesso
e non coincide con tutto C, esiste una trasformazione conforme ¢ da A a
{z € C: |z| < 1}, ma non ci dice nulla su un’eventuale estensione continua
di ¢ a A. Introducimao allora due definizioni:

Definizione 2.8.2 Siano E C C ¢ FF C C. Un omeomorfismo da E a
F é una funzione ¢ : E — F, iniettiva e suriettiva, continua, con l’inversa
¢~ continua.

Se esiste un omeomorfismo da E a F diremo che E ¢ omeomorfo a F.

Osservazione 2.8.4 E facile vedere che la relazione ” essere omeomorfo a” e
di equivalenza tra i sottoinsiemi di C. (esercizio 2.8.1). E inoltre immediato
verificare che le trasformazioni conformi sono omeomorfismi.

Definizione 2.8.3 Siano A un aperto in C, § € Fr(A). Diremo che ( &
un punto semplice di Fr(A) se gode della proprieta sequente: comunque
si prenda una successione (o) a valori in A e convergente a 3, & sempre
possibile costruire un cammino continuo v : [0,1] — C e una successione
(tn)nen, con 0 < t1 < to < ..., t, — 1, tali che v(t,) = a, Yn € N,
7([0,1]) € A e y(1) = 5.

Osservazione 2.8.5 E facile verificare che, se A ¢ un aperto convesso in C,
ogni punto di F'r(A) & semplice per Fr(A) (vedi l'esercizio 2.8.3)). Vediamo
invece un esempio di un punto di frontiera non semplice.
Sia
A={zeC:|z|<1}\{zeR:2€[0,1]}.
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Poniamo 5 =1/2 e, per n € N,

n -

1/2+1i/n sen e dispari,
1/2—1i/n  sen & pari.

Siano v : [0,1]— C continua e (t,),eN una successione soddisfacente 0 <
t < to < ..y tp, — 1, tali che y(t,) = an, Vn € N, 4([0,1[) € A. Allora,
necessariamente, qualunque sia n € N, esiste 7, compreso tra t,, € t,41, per
cui si ha

Y1 () < 0. (2.8.3)
Da cid segue che non puo valere }irrp(t) = . Infatti, se cosi fosse, es-
—

isterebbe § > 0, tale che per ogni t € [0, 1] soddisfacente t > 1 — 4, si
avrebbe |y(t) — 1/2| < 1/2, che implica ~;(¢t) > 0. Poiché la successione
(tn)nen tende a 1, qualunque sia d, per n abbastanza grande, dovrebbe
valere 7, > 1 — 6, e quindi 7;(7,) > 0, in contraddizione con (2.8.3).

Siamo ora in grado di enunciare il seguente risultato (per una dimostra-
zione, vedi Rudin ”Analisi reale e complessa”, teorema 14.19):

Teorema 2.8.3 Siano A un aperto di C limitato, semplicemente connesso,
1 cut punti di frontiera sono tutti semplici, ¢ una trasformazione conforme
tra A e {z € C:|z| <1}. Allora ¢ & estendibile a un omeomorfismo tra A e
{z € C:|z| <1}, la cui restrizione a Fr(A) ¢ un omeomorfismo tra Fr(A)
e{zeC:|z| =1}.

Torniamo ora al problema di Dirichlet per I’equazione di Laplace. 1l
seguente lemma rende conto del nostro interesse nei confronti delle trasfor-
mazioni conformi:

Lemma 2.8.1 Siano B e A aperti in C, u € C?*(A;R), ¢ : B — C olo-
morfa, con ¢(B) C A. Allora, per ogni z € A,

Aluo ¢)(2) = Au(d(2))|¢' (=)
In particolare, se u € armonica, anche u o ¢ € armonica.

Dimostrazione La dimostrazione ¢ un esercizio di derivazione. Indichi-
amo con ¢1 e ¢o le componenti di ¢. Allora, per ogni z € B, si ha

M99 (2) = Dyu(6(N) T (=) + Dau(p(2) 22 (2),
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) = Dhu(d()FHER + 2Diauo(:) G2z >ﬂ<z>
+D3u(9(2)) 52 (=) + Diu(9(2))
+Dau(9(2) 52 (2):

Analogamente, si ha
Fledl(z) = Diu(é(2)%(z 2)” + 2D1au(9(2) Bt ()52 (2)
+D3u <<>>%§2<z>2+g1u<¢<z>>%ﬁl 2) (2.8.5)
+Dau(6(2)) 5% (2).

Dalle condizioni di Cauchy Riemann, otteniamo

6(]51 3¢1 8¢1 8¢2 ot 2
091, Opa Op1, Opa, |
%(z)a(z)—ka—y(z)a—y(z) =0,

Oby o OP2 9 OP1, 9 01 9 4 1o
P (P + R = TR+ P = 1
Inoltre, ¢1 e ¢2 sono armoniche per il teorema 2.6.1 e l'osservazione 2.6.3.
Allora, sommando (2.8.4) e (2.8.5), si ottiene la conclusione. O
Possiamo ora enunciare e dimostrare il seguente

Teorema 2.8.4 Sia A un aperto limitato, semplicemente connesso in R?, i
cui punti di frontiera sono tutti semplici, nel senso della definizione 2.8.3.
Sia poi g € C(Fr(A),R). Allora il problema di Dirichlet per ’equazione di
Laplace (2.7.1) possiede un’unica soluzione u € C(A;R) N C%(A).

Dimostrazione L’unicita segue dal corollario 2.7.1.

Proviamo lesistenza. Indichiamo con B {z € C : |z| < 1}. Per il
teorema 2.8.3, esiste una trasformazione conforme ¢ tra A e B, estendibile
a un omeomorfismo tra A e B, che continuiamo a indicare con ¢. Sia h :
Fr(B) — R, h(z) = g(¢=1(2)), z € Fr(B). h € C(Fr(B),R), in quanto

composizione di funzioni continue. Consideriamo il problema

{ Av(z) =0, z € B,
v(2') = h(Z), 2 € Fr(B).

Per il teorema 2.7.2, questo problema ha un’unica soluzione v € C(B,R) N
C?(B). Poniamo u : A — R, u(2) = v(¢(z)). Allora u € C(A,R) N C?(A).
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Per il lemma 2.8.1, u ¢ armonica in A. Inoltre, se z € Fr(A), poiché ¢(z) €
Fr(B), si ha
u(z) = v(¢(2)) = h(¢(2)) = g(2).

La dimostrazione € completa. O

Osservazione 2.8.6 Tranne casi molto semplici (vedi, ad esempio, gli e-
sercizi 2.8.4 e 2.8.5) non si ¢ in grado di scrivere un’espressione esplicita
di una trasformazione conforme tra B := {z € C : |z] < 1} e A, aperto
semplicemente connesso diverso da C. Un caso particolarmente importante,
dal punto di vista applicativo, ¢ quello di A poligono limitato. Utilizzando
il risultato dell’esercizio 2.8.4, si puo sostituire B con il semispazio {z € C :
Im(z) > 0}. In tale caso trasformazioni conformi tra {z € C: Im(z) > 0}
e A possono essere ottenute come soluzioni di certe equazioni differenziali
ordinarie nei complessi dette formule di Schwarz-Christoffel. Cio consente di
ricavare numericamente delle espressioni approssimate di tali trasformazioni.
Per una discussione su tale argomento, vedi (ad esempio) T. W. Gamelin
”Complex Analysis” (Springer) cap. XI.

Esercizio 2.8.1 1) Verificare che la relazione ”essere omeomorfo” e di equi-
valenza tra i sottoinsiemi di C.

2) Verificare che la relazione di conforme equivalenza ¢ di equivalenza tra
gli aperti di C.

Esercizio 2.8.2 Siano F e F sottoinsiemi omeomorfi di C. Verificare che:
1) se E & chiuso e limitato, F' & chiuso e limitato;
2) se E e connesso per archi, F' & connesso per archi;
3) se E & semplicemente connesso, F' ¢ semplicemente connesso.
Verificare (costruendo un esempio) che, se E ¢ limitato, F' non € neces-
sariamente limitato.

Esercizio 2.8.3 Verificare che, se A ¢ un aperto convesso in C, ogni punto
di Fr(A) ¢ semplice per F'r(A).

(Sugg.: siano § € Fr(A) e (an)nen una successione a valori in A, con-
vergente a (3. Porre, per n € N, t, =1 —2""e,set € [l —27" 1 —27""1]

Qpi1 — an(

v(t) = an, + t—ty).

tn+1 - tn
Osservare che nell’intervallo [t,, t,+1], 7 descrive il segmento di estremi o,

e ap41. Verificare, usando il fatto che lim a,, = 3, che si ha lim~y(t) = 5.)
n—+400 t—1



UN METODO DI DISCRETIZZAZIONE ECC. 113

Esercizio 2.8.4 Costruire, a partire dall’esempio 2.8.1, una trasformazione
conforme tra {z € C : |z] < 1} e {z € C : Im(z) > 0}. Scrivere anche
Pespressione della trasformazione inversa. (Sugg.: costruire preliminarmente
una trasformazione conforme tra {z € C: Re(z) > 0} e {z € C: Im(z) >

0})

Esercizio 2.8.5 Siano z9 € C e r > 0. Allora la funzione ¢(z) := =2 ¢
una trasformazione conforme tra {z € C: |z — 2| <r} e {z € C: |z| < 1}.
Utilizzare questo fatto per scrivere un’espressione esplicita per la soluzione
u del problema di Dirichlet

Au(z) =0, |z—=z| <,
u(z) =g(z), |z— 2| =r,

conge C{zeC:|z—z|=r},R).

2.9 Un metodo di discretizzazione alle differenze
finite per il problema di Dirichlet

In questa sezione presenteremo un metodo alle differenze finite per approssi-
mare la soluzione del problema di Dirichlet per 'equazione di Laplace.
Cominciamo con l'introdurre una discretizzazione della derivata seconda
in dimensione uno. Sia u: I — R, di classe C?, con I intervallo con interno
non vuoto in R. Siano poi z € I e h € R tali che z & h € I. Poniamo

u(z + h) — 2u(z) + u(x — h) .

dpu(x) := 72

(2.9.1)

dpu(z) & un’approssimazione di u”(z) nel senso seguente:

Lemma 2.9.1 Sia v : I — R, di classe C?, con I intervallo con interno
non vuoto in R. Siano poi x € I e, per h € RT tale che x £ h € I, sia d,(x)
Uespressione definita in (2.9.1). Allora

. o
}lll_%éhu(x) =u"(x).

Dimostrazione La dimostrazione & una semplice applicazione della for-
mula di Taylor: si ha

u(r + k) = u(x) + o' (x)k + u”é:v)k2 +r(k),
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con 7(k) = o(k?) per k — 0. Dunque,

h) 4+ r(—=h)

Spu(x) = u"(z) + l 02 —u"(x)  (h—0).

O

Il lemma 2.9.1 ci dice che 'errore commesso sostituendo u” () con dpu(x)
tende a 0 per h — 0. Per il seguito, & conveniente disporre di una stima
quantitativa di tale errore. A questo scopo, € conveniente introdurre alcune
notevoli classi di funzioni.

Definizione 2.9.1 Siano A un aperto in R", m € N, a €]0,1[, u: A — R.
Diremo che u € C*(A) se esiste L > 0 tale che, Vx,y € A,

lu(z) — u(y)| < Lljz —y|* (2.9.2)

In tale caso, diremo che u ¢ holderiana di esponente a.
Se (2.9.2) & soddisfatta con o =1, si dice anche che u ¢ lipschitziana.
Indicheremo con Lip(A) la classe delle funzioni lipschitziane di dominio A.
Diremo che u € C™T%(A) se u € C™(A) e le derivate di ordine m di u

appartengono a C*(A).

Lemma 2.9.2 Sia u: I — R, di classe C*T, con I intervallo con interno
non vuoto in R e a €]0, 1[. Siano poix € I e, per h € R™ tale che x+h € I,
sia Op(x) Uespressione definita in (2.9.1). Supponiamo che valga

u”(2) —u"(y)| < Lz — y|*,
per un certo L > 0. Allora
|0pu(x) —u”(z)| < Lh®.
Dimostrazione Applicando piu volte il teorema fondamentale del calcolo

integrale, si ha
u(x + h) — 2u(x) + u(x — h)

= [u(z + h) — u(@)] = [u(z) — u(z - h)]

- /:+h vy - / Wiy = /:M[“'(y) —u/(y — h)]dy

o—h
= /:Jrh(/y?ih u"(2)dz)dy
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— ()R + / ™ /y ih(u”(z) o (2))d=)dy.

Dunque,
[Opu(z) — u”(2)]

z+h

=7 [T @) = )
z+h Yy

<07 [T ) = @y

z+h Y
< thz/ (/ |z — x|*dz)dy.
T —h
Serx<y<z+hey—h<z<y,siha
r—h<y—h<z<y<uwz+h,
per cui |z — x| < h. Ne segue che

[Opu(x) — u” ()]

-2 oth v «
< Lh / (/ h*dz)dy
T y—h

= Lh“.

Od

Introduciamo ora una discretizzazione dell’operatore di Laplace, sug-
gerita naturalmente da (2.9.1).

Siano B C R? h >0, z = (x,y) € B tale che i punti z + he! = (x £+ h,y)
e z+ he? = (x,y £ h) appartengano tutti a B. Sia poi U : B — R. Poniamo

AhU(Z) — U(achh,y)72U}(lazc,y)+U(x7h,y) 003
L Uyt 30 UGy h) (2.9.3)
R2 :
Introduciamo anche altre notazioni: sia A C R?, aperto. Poniamo
Ay = {hj:j = (j1,72) € Z* hj € A}, (2.9.4)
vi={z€Ay:zEhe!l € Ay, z £ he? € Ay}, (2.9.5)

8Ah = Ah \ Az (296)
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4.00in by 2.46in (fi2.2 scaled 0600)

Figura 2.1

(Si veda, per un esempio, la Figura 2.1, con A4 := {(z,y € R? : 2% +¢? < 4}
e h = 1/2. T punti segnati in grassetto sono gli elementi di dAj, gli altri
sono gli elementi di A7). Si puo verificare ed e intuitivamente chiaro che, se
2 € QAy, esiste 2/ € Fr(A), tale che ||z — 2'|| < h. Possiamo dunque pensare
a 0Aj, come a una discretizzazione di Fr(A).

Introduciamo ora il seguente problema discreto:

Uz) = G(z),  VzedAy (2.9.7)

{ AU(2) = F(z), Vze A3,
Qui F': A} — R e G : 9,bA — R sono funzioni assegnate. Naturalmente, le
eventuali soluzioni di (??) avranno come dominio Aj. Osserviamo che, se A
¢ limitato, Aj, & finito per ogni h € R™. Nel seguito supporremo sempre che
h sia abbastanza piccolo, in modo che Ay, # (). Se Ay, ¢ costituito da Ny, > 1
elementi, (??) & un sistema lineare di N equazioni in N}, incognite.
Nel seguito, useremo la notazione seguente: dato A C R2, indicheremo
con d4 il suo diametro, definito come segue:

da = sup{|lz —v|| : z,v € A}. (2.9.8)

Teorema 2.9.1 Sia A un aperto limitato in R? e sia h > 0, tale che A, # 0.
Allora:
(1) (principio del massimo) se U : A, — R soddisfa (7?) e F(z) > 0
Vz € A}, allora
max U = max G; (2.9.9)

Ay, DA},

(II) se U risolve (?7?), si ha

max |U] < (d3/4) max [F| + rpax |G;

(III) per ogni F : A7 — R e per ogni G : 0A;, — R il problema (7?) ha
un’unica soluzione U.

Dimostrazione (I) La conclusione ¢ ovvia se A5, = (). Supponiamo ora
Ap #0 e F(z) >0Vz e Ap. Allora ¢ chiaro che nessun punto di massimo
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di U puo stare in Aj. Infatti, si verifica immediatamente da (?7) che, se z e
un punto di massimo per U e z € A7, si ha ApU(z) < 0. Vale percio ancora
(?7).
Consideriamo ora il caso generale. Fissiamo (zg,y0) € A. Poniamo
32 N2 s
V:R? =R, V(zy = %. E immediato verificare che si ha
ARV (z) =1Vz € R Allora, per e > 0 e z € A, si ha

Ap(U+€eV)(2) = ApU(2) +€ > 0.
Ne segue che, per ogni z € Ay, si ha

U(z) + €V (z) <max(G+€V) <maxG + emax V.
0Ap 0Ap A
Al limite per € — 0T otteniamo (I).
(II) Poniamo
M = max |F|.
A
Sia V' la funzione introdotta nella dimostrazione di (I). Osserviamo che, per
z € A7, si ha
Ap(£U + MV)(2) =xF(2)+ M > 0.

Dal principio del massimo, segue, per ogni z € Ay,
+U(z)
<2U(2)+ MV(z) < Iél;‘ix(:l:G +MV)
h

< max(+G) + M max V/
0Ay A

< 2
< max |G|+ M(da/4),

da cui (I7).

(IIT) Poiché si tratta di un sistema lineare di N}, equazioni in N}, inco-
gnite, l'esistenza e 'unicita di una soluzione & equivalente alla sola unicita ,
che & a sua volta equivalente al fatto che, se F' e GG sono identicamente nulle,
il problema ha solo la soluzione identicamente nulla. Cio segue immediata-
mente da (I7). O

Teorema 2.9.2 Siano A un aperto limitato di R?*, u € C(A) N C?(A)
soluzione del problema (2.7.1), con g € C(Fr(A),R). Supponiamo che
(I) esista Ly > 0 tale che |u(z) — u(v)| < L]z — v|, per ogni z, v in A;
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(1I) esistano Lo > 0, a €]0, 1[, tali che, per ogni z,v € A,
|D2u(z) — Diu(v)| < Loz — vl
\Dzu(z) - DZu(v)\ < Lo|z — v|]®.

Sia h € R, tale che Ay, # 0. Per ogni z € OAp, scegliamo 2z’ € Fr(A) tale
che ||z — 2'|| < h e poniamo

Sia up, la soluzione del problema

Apup(z) =0, Vze Ap,
{ up(z) = G(2), Vz € dAp. (2.9.10)

Allora,
max lup, —u| < (d%/2)Lah® + Lyih.
h

Dimostrazione Per ogni z € Aj si ha
Ap(up —u)(2) = Au(z) — Apu(z).
Dal teorema ?7? (1I) segue allora
II}&X lup, — ul
< (d%4/4) HX}%X |Au — Apu| + max |G — ul.
Dal lemma 2.9.2 otteniamo, per ogni z = (x,y) € AS,

|Au(z) = Anu(z)]

u(z +h,y) — 2u(z,y) + u(z — hy) |
h2

< ’D%U(.T, y) -

+|D§u(m,y) _ulmy+h) - 2u(h$2,y) +u(z,y — h) |
< 2Loh*.
Sia invece z € 0A;,. Si ha
1G(2) — u(2)]

= l9(z") = u(2)| = Ju(z') — u(2)|
S L1|Z, — Z| S Llh

Con cio il risultato & provato. O
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Osservazione 2.9.1 La stima di Iriax|uh — u| ottenuta col teorema 77?7 ¢
h

subordinata alla validita delle condizioni (I) e (II). Si potrebbe dimostrare
che queste condizioni sono soddisfatte (per certe costanti positive L; e L)
sotto opportune ipotesi di regolarita dell’aperto A e del dato g su Fr(A).
Concludiamo con un risultato preciso in tal senso.

Definizione 2.9.2 Sia A un aperto limitato in R?. Diremo che A & regolare
di classe C** (o €]0,1[) se esistono B aperto in R?* e ® € C?**%(B) tali
che:

(I) AC B;

(II) A={z € B: ®(z) < 0};

(III) V®(z) # 0 per ogni z € B tale che g(z) = 0.

Osservazione 2.9.2 Con riferimento alla definizione ?77,si puo verificare
che Fr(A) = {z € B: ®(z) = 0}. La condizione (III) implica (applicando
il teorema di Dini) che Fr(A) ¢ genuinamente un oggetto unidimensionale.

Siamo ora in grado di enunciare (senza dimostrazione) il seguente

Teorema 2.9.3 Sia no A un aperto limitato e regolare di classe C*t* (0 <
a < 1) inR2, g una funzione a valori reali, di classe C*T< in qualche aperto
Q contenente Fr(A). Allora il problema (2.7.1) ha una soluzione (unica per
il corollario 2.7.1) u. Tale soluzione u appartiene a C*T*(A) e verifica le
condizioni (I) e (II) del teorema 7?7, con certe costanti Ly e Lo stimabili in
termini di A e di g.

Esercizio 2.9.1 Sia A un aperto in R". Verificare quanto segue:
(I) ¥a €]0,1] C*(A) C C(A, R);
(IT) se A & limitato e 0 < o < 8 < 1,

Lip(A) C CP(A) C C*(A) C BC(4;R);

(IIT) se A & convesso, u € C1(A) e le derivate prime di A sono limitate,
allora u € Lip(A) (Sugg.: utilizzare il teorema del valor medio);

(IV)verificare, pit1 in generale, che, se u € C*(A), allora u & lipschitziana
su ogni palla la cui chiusura & contenuta in A.

Esercizio 2.9.2 Siano0 < a < 3 <1, f: RT = R, f(z) = 2% Dimostrare
che u € C*(R*)\C#(RT). (Sugg.: verificare preliminarmente che, se 2 > 1,
allora z%—1 < (z—1)?, facendo vedere che z — z*—1—(x—1)“ & decrescente
su [1,400()
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Esercizio 2.9.3 Siano A un aperto connesso per archi in R"”, L € RT,
a>1, f: A— R tale che

|f(2) = f(v)] < Lllz = v||%,Vz,v € A.

Verificare che f ¢ costante. (Sugg.: far vedere che Vz € A, Vj € {1,...,n},
Djf(z) = 0)



Capitolo 3

La trasformata di Fourier

3.1 La trasformata di Fourier in L!(R")

Ricordiamo (vedi I'esempio 1.1.5) che L'(R") & lo spazio vettoriale delle
classi di equivalenza di funzioni sommabili. Tale spazio e di Banach se
munito della norma (1.1.9). Nel seguito, per semplicita di notazione, data
f € LY(R™), scriveremo f in luogo di [f] e penseremo agli elementi di L!(R™)
come funzioni sommabili, identificando tra loro due funzioni che coincidono
quasi dappertutto. Naturalmente, caso per caso, i vari risultati presentati
dovranno essere invarianti rispetto alla relazione di equivalenza.

Introduciamo ora la definizione di trasformata di Fourier di f €
LY(R™).

Definizione 3.1.1 Sia f € L'(R"™). Chiameremo trasformata di Fourier di

A

f e indicheremo con la notazione f o Ff la funzione

f:R" = C,
{ f(f) = [mn eI<TE> f(x)dw, (3.1.1)

con < .,.> prodotto scalare "standard” in R™ (vedi ’esempio 1.4.1).

Osservazione 3.1.1 Per ogni ¢ € R" si ha |e7"<%¢> f(z)| = |f(z)|. Ne
segue che l'integrale in (?7) ¢ ben definito.

Definizione 3.1.2 Sia A C R"™. Indichiamo con BC(A) lo spazio vettoriale
delle funzioni f : A — C continue e limitate. Introduciamo in BC(A) la
norma ||.||s definita come seque:

121
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[flloo := sup{[f(a)| : a € A}. (3.1.2)

Osservazione 3.1.2 Sipuo verificare in maniera simile a BC(A, R) che con
la norma ||.||cc BC(A) € uno spazio di Banach (vedi 'esercizio ?7).

Teorema 3.1.1 [di Riemann-Lebesgue) Per ogni f € LY(R™) la trasfor-
mata di Fourier f appartiene a BC(R™). Si ha inoltre

A~

lim  f(£) =0, (3.1.3)
l€lI—-+o0

nel senso che Ve > 0 esiste 6(¢) > 0 tale che, se £ € R™ e ||€|| > d(e), vale

1) <e

Dimostrazione parziale Dal teorema 0.2.5(IV") segue

FO1< [ 1@lde = £ (3.0.4)

Quindi f e limitata. Per dimostrare che e continua, possiamo applicare il
teorema 1.3.4.
Sia (£¥)ren una successione in R™ tale che . lir_{l ¢F = ¢9 ¢ R™. Per ogni
—+00
k € N si ha
e f(2)] = | (@) vz € R".

Possiamo allora applicare il teorema della convergenza dominata, per con-
cludere che

lim f(¢F) = lim e*i<x’5k>f(a:)d:c :/ e*i<x’§0>f(x)dm = f(€%).
RTL

k—+o00 k—+o0 JRn

Percio f e continua.
Non dimostriamo che vale (?77). O

Corollario 3.1.1 Indichiamo con F [’applicazione

{ F: LY(R") — BC(RM), (3.1.5)

Ff=1f.
Allora F & lineare e continua tra L'(R™) e BC(R").
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Dimostrazione Lasciamo al lettore la banale verifica della linearita (e-
sercizio ??). Facciamo vedere che F & continua. Sia (fx)ren una succes-
sione in L!'(R™) tale che klim fx = f in L*(R™). Dobbiamo verificare che

—+00

lim Ffi = Ff in BOR").
——+00
Da (?7) segue che | Fglloo < |lg]l1 Vg € LY(R™). Cid implica che

IFf—Ffelloo = 1Ff = fi)lloo < |If = frllt =0

per k — +oo. O
Esempio 3.1.1 Una conseguenza dell’esempio 2.5.6 & che, se f(z) = e,
allora

Esempio 3.1.2 Sia f : R - R, f(z) = ﬁ
trasformata di Fourier. Si tratta di calcolare

e—ixf

al variare di £ € R. Osserviamo preliminarmente che, se z € C,

f € LY(R). Calcoliamone la

|€—iz§| _ eglm(z)‘

Dunque, se £ > 0, si ha [e™%¢| < 1 se Im(z) <0, se £ <0, si ha |[e™¢| <1
se Im(z) > 0. Supponiamo £ > 0. Dato n € N, n > 2, consideriamo
un cammino chiuso «,, orientato in senso orario che percorra una volta, in

successione, [—n,n] e la semicinconferenza {z € C : |z| = n,Im(z) < 0}.
e—iz§

Poiché la funzione f(z) := 1722

¢ olomorfa in C\ {7, —i}, si ha
/ f(2)dz = 2miRes(f, —i)Ind(ay, —i) = —2miRes(f, —1).

E facile verificare che —i & un polo semplice per f. Dunque

e~ %8 e¢
Res(f,—i) = lim (z +14)f(z) = lim

z——1 2——iz — 1 2

Dunque

/an f(2)dz = me~¢.
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D’altra parte,

n efm{

/an f(z)dz = . 1+x2da:—/c:(0)f(z)dz,

con

- (0)(t) = ret", (8.1.7)

r

{ C(0) : [m,27] — C,

per r > 0. Dal solito teorema 2.2.3 e dalle osservazioni precedenti, otteniamo

f(2)dz| <

1
17m—>0 (n — +00).

| C9(0) n? —

Dunque, al limite per n — +o00, otteniamo

efi:ré
— ¢
/R e dr = me
se & > 0.

Il caso & < 0 puo essere trattato integrando su un cammino che percorra
in successione e in senso antiorario [—n,n| e la semicinconferenza {z € C :
|z| = n, Im(z) > 0}, per sfruttare la limitatezza di e=*¢ su {z € C : I'm(z) >
0}. Lasciamo al lettore il completamento del calcolo. Ci limitiamo a dire
che vale la seguente formula:

e—imf
/R o 1d.’E = e I¢l V¢ € R. (3.1.8)

Esempio 3.1.3 Sia f : R — R, f(z) = x+(z)e™*, ove x4+ ¢ la funzione
caratteristica di RT. Si tratta di calcolare

/ e 1+ gy (3.1.9)
R+
al variare di £ € R. Applicando il teorema 0.3.4, si ottiene
—c(1+i
/ e~ 2(+€) 1 —  lim Ce—fc(1+i€)d$ — lim 1_670(@
R+ c—+o00 Jg c—400 1+

Da |e~ (1) | = ¢=¢ — 0 per ¢ — 400 otteniamo

f&) =/ V€ € R.
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Se £ > 1, si ha

1

'f@'_m_i ! 12&.
1/1+?2

Poiché f[1,+oo[ ﬁgdf = +o0, f non & sommabile.

Questo esempio prova che, data f € L'(R"™), non vale necessariamente
f e LYR").

Vediamo ora alcuni risultati di interazione della trasformata di Fourier
con la derivata. A questi premettiamo la seguente convenzione: data f €
L'(R"), diremo che f & continua se esiste g continua tale che g ~ f. Ciod
significa che la classe di equivalenza [f] contiene una funzione continua, ne-
cessariamente unica (si rammenti I'esercizio 1.7.1 per il caso unidimensio-
nale). Convenzioni analoghe varranno quando scriveremo che f & di classe

C1, ecc

Proposition 3.1.1 Sia f € L'(R"™) e di classe C'. Supponiamo che, per
un certo j € {1,...,n}, D;f € LY(R"). Allora V¢ € R™

F(D;f)(€) = i& f (&)

Dimostrazione parziale Dimostriamo il risultato nel caso n = 1, suppo-
nendo inoltre che valga lim f(z) =
r—+o00

Integrando per parti, si ha V¢ € R,

&) = [ e @de = tim [ e @) =
R

n—+oo J_p

= lim (e ™ f(n) — ™ f(— +l§/ —i f(x)da) = i€ f ().

n—-4o0o

a

Proposition 3.1.2 Sia f € LY(R™), tale che, per un certo j € {1,...,n},
z;f € LYR™). Allora f ammette derivata parziale D;f(€) in ogni punto
& € R"; inoltre, V€ € R™,

D; (&) = —iF (z; £)(&).
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Idea della dimostrazione Derivando formalmente rispetto a ¢;, si ha

Dif(©) = [ <0 (i) fla)da.

Od
Introduciamo ora alcune notazioni estremamente utili.
Chiameremo multiindice un elemento di Ng, con Ny := {0} UN. Se

a:= (a1, ....,ap) e B:=(B1,..., Bn), poniamo

a+B:= (a1 4+ B,y an + Bn). (3.1.10)

Scriveremo

a<p (3.1.11)

per indicare che a; < 85 Vj € {1,...,n} e
la] == a1 + ... + a. (3.1.12)

Chiameremo || peso del multiindice a.
Se z = (x1,...,x) € C" e @ = (a1, ..., ) € un multiindice, poniamo

= aftaln, (3.1.13)

n

con la convenzione che 0° := 1. Ad esempio, se = = (0,2i) e a = (0,3),
avremo
% = (20)® = —8i.

Infine, se A & un aperto di R", f € C™(A), per un certo m € N e
|a| < m, poniamo
DO f := DD f, (3.1.14)

ove Dj indica la derivata parziale rispetto alla j—esima variabile. Ricordiamo
che, come conseguenza del teorema di Schwarz, le derivazioni rispetto alle
singole variabili in (??) possono essere scambiate di ordine senza modificare
il risultato finale. Ad esempio, per n = 3, se a = (1,2,0), si ha

D%f = D, D3f.
Si osservi che se € un secondo multiindice tale che |a + S| < m, vale

DY(DPf) = DotAy. (3.1.15)

Vediamo ora una generalizzazione delle proposizioni 77 e 77.
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Corollario 3.1.2 (1) Sia f € L'(R") e di classe C™ (m € N). Supponiamo
che, per ogni multiindice o, con || < m, D*f € LY(R"). Allora V¢ € R™

F(Df)(E) = (@) f(£)-

(II) Sia f € L*(R™), tale che, per un certo m € N, ||z||™f € L*(R"),
con ||.|| norma euclidea. Allora f € C™(R™); inoltre, per ogni multiindice o
tale che |a| < m si ha (—ix)*f € LY(R") e V¢ € R,

D f(€) = F((=ix)* £)(&)-

Dimostrazione 1l risultato segue applicando piu volte le proposizioni 77
e??.

Per quanto riguarda il punto (II), si osservi che, se || < m, allora
(—iz)*f € LYR™). Infatti, Vo € R™, Vj € {1,...,n}, |z;] < |z||, da cui

|(=iz)*f(2)] < ||z f(2)]. Se ||z < 1, si ha [lz]*l[f(z)| < |f(2)]- Se
||| > 1, vale ||z|/l®| f(x)] < ||lz||™|f()|. Dunque, in ogni caso

(=) f ()| < (L4 [J]|™)]f ()]

a

Osservazione 3.1.3 In base al teorema di Riemann-Lebesgue, sotto le ipo-
tesi del corollario ??(I1), se |a| < m, si ha che D*f € BC(R"™) e soddisfa
la condizione (77).

Concludiamo questa sezione con la fondamentale formula di inver-
sione.

Teorema 3.1.2 Sia f € L'(R") tale che f € L'(R™). Allora

f(z) = L /ei<x’5>f(£)d§: L f(—m) qd. in R™

n (2m)"
(3.1.16)

Dimostrazione parziale Dimostriamo il risultato nell’ipotesi ulteriore che
f € BC(R").
Dal teorema della convergenza dominata, si ha

g o ¢ €1 =
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: 1 i<x,& 7% P
Jim o [ e feag

1
= lim

= e oo
k—+oo (2m)7 n

Poiché

’62<x,§> HQH —1<y, é>f( )‘ = €_w‘f(y)‘

e, applicando il teorema di Tonelli

fo € Elrwideay = ([ ey [ty < +oc

dal teorema di Fubini segue

(Qi)n [ esmes BE( e py)y)ds

=g o U e a0 rwy

Per il teorema di Fubini, si ha

/ z<z Y,E>— Hé” df H/ z(:):J y;i)€ fkdgj

— H/ ot =y )Wht—t gp _ (lm)% — Ele—yl® yl?

i

applicando il risultato dell’esempio 2.5.6. Dunque

1<T— —M
ST AE) f(y)dy =

n

()t [T g = [ o - Py

Passiamo adesso al limite, mandando k a +oo. Poiché f & continua, si ha
che, Vz € R",

Jim e 120 £ (g — %):e—zn?m)'
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Inoltre, qualunque sia & € N e qualunque sia la scelta di z e z in R, si ha
*||2H2f 2z < — —|l=11?
e T g(z) :=sup|fle .
’ ( \/E)‘ = ( ) 3 ’ ‘

Poiché g ¢ sommabile, possiamo (in base al teorema della convergenza do-
minata), passare al limite sotto il segno di integrale e concludere che

1
(2m)"

| <o fedg=nt [ I Pdzf(a) -
n Rn
= f(z).
Con cio la dimostrazione ¢ conclusa. O
Corollario 3.1.3 L’applicazione F, definita in (?7), & iniettiva.

Dimostrazione Poiché F ¢ lineare, basta far vedere che il suo nucleo ¢
costituito dallo zero dello spazio vettoriale L'(R™), che & [0]. Cid segue
immediatamente dalla formula di inversione (??). O

Il seguente risultato sara utile nelle sezioni successive:

Teorema 3.1.3 Siano f e g elementi di L'(R"). Allora

F©9©ds = [ fglayda. (3.1.17)
R R”

Dimostrazione Innanzi tutto, gli integrali in (?7) sono definiti. Infatti,
per esempio, f € limitata. Dunque, V¢ € R",

[F©9E)] < 1| flloolg(©)I-

Inoltre, poiché (z,£) — e <> f(2)g(£) ¢ sommabile su R™ x R, per il
teorema di Fubini si ha

| Fosds =
Lo e p@ymg@ds = [ e plag(€)drds =
n JRn R"xR"

= [ @[ e g@deds
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Esercizio 3.1.1 Verificare che lo spazio normato BC(A) della definizione
?? € uno spazio di Banach.

Esercizio 3.1.2 Verificare che F & lineare da L*(R™) a BC(R™").

Esercizio 3.1.3 Siano X e Y due spazi normati sullo stesso campo,con
norme (rispettivamente) ||.||x e ||.]|y. Sia poi T': X — Y lineare e tale che
esiste L > 0 per cui si ha

ITz|ly < L||z||x Vo € X. (3.1.18)

Dimostrare che T' ¢ continua.

Esercizio 3.1.4 Siano X e Y due spazi normati sullo stesso campo,con
norme (rispettivamente) ||.||x e ||.|ly. Siapoi T : X — Y lineare. Dimostrare
che T' & continua se e solo se & continua in 0.

Esercizio 3.1.5 Sia f € L'(R"). Dimostrare quanto segue, applicando il
teorema di cambiamento di variabile:

(I) sia A : R® — R" lineare e invertibile; allora fo A € L'(R") e
V¢ € R™, vale )
(A=)

|det(A)|

ove abbiamo indicato con BT la trasposta della matrice B;

(I1) se f(—z) = —f(z) q. d. in R™, allora f(—¢) = —f(€) V€ € R™;

(II1) se f(—z) = f(z) q. d. in R", allora f(—¢) = f(£) V¢ € R™;

(IV) se 2° € R" e g(z) = f(z - 2%) q. d. in R", allora g € L'(R") e
g({) e—z<a:0,£>f(€) vg c R".

F(foA)§) =

Esercizio 3.1.6 Calcolare le trasformate di Fourier delle seguenti funzioni:

(ID) f(z) = 2i1)2,
(D) f(z) = =5 i
(IV) f(2) = =iz
( Y

V) flz,y) = m

Esercizio 3.1.7 Sia f € L'(R") e g(x) = f(z) q. d. . Verificare che,
vE € R,

9(6) = f(=¢).
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3.2 La classe D(12)

Apriamo ora una parentesi, per introdurre una classe di funzioni che svolgera
un ruolo ausiliario assai rilevante.

Cominciamo allora con lo specificare che, se €2 ¢ un aperto in R”, in-
dicheremo con C*°(€2) la classe delle funzioni da 2 a valori complessi e dotate
di tutte le derivate di ogni ordine continue su (2.

Definizione 3.2.1 Sia Q2 un aperto in R™. Sia f € C*°(Q). Scriveremo che
f € D(Q) se esiste K C ) chiuso e limitato, tale che f(z) =0 sex € Q\ K.

E facile verificare che, se f € D(2), ogni derivata D®f € D(Q), per ogni
multiindice a.. Si vede, inoltre, che, se f e g sono elementi di D(2), anche
f+g € D(Q). Cid segue dal fatto che, se K e L sono sottoinsiemi chiusi
e limitati di 2, se f e nulla al di fuori di K e g e nulla al di fuori di L,
allora f + g € nulla al di fuori di K U L. Si potrebbe dimostrare che K U L
& ancora chiuso e limitato. E infine chiaro che, se f € D(Q) e a € C, allora
af € D(Q). Dunque D(2) costituisce uno spazio vettoriale di funzioni, con
le solite operazioni di somma e prodotto per uno scalare.

La costruzione di esempi espliciti di elementi di D(€2) non ¢ del tutto
ovvia. A tale fine, cominciamo con il seguente

Lemma 3.2.1 Sia g : R — R, definita come segue:

(3.2.1)

T se x>0,
0 se x<0.

Allora g € C*°(R).

Dimostrazione parziale Si vede subito che g ¢ continua, in quanto lim

z—0t
e v = lim e ¥ =0. Siha poi ¢'(x) =0sex <0e D_g(0) =0. Se x > 0,
Yy—r+o0
vale ¢'(z) = e~=2~2, mentre
D4g(0) = lim M = lim e zz = lim e Yy =0.
z—0t+t T z—0t y—+o00

Dunque g & derivabile in ogni punto di R. g ¢ di classe C', in quanto

. / . 1 _9
lim ¢'(z) = lim e =2 “=0.
x—0t z—0t
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Il ragionamento si puo iterare, §fruttando il fatto che, per ogni n € N, per
z > 0, g™ (z) ¢ della forma e~z P,(1), ove P, ¢ una funzione polinomiale.
O

Esempio 3.2.1 Costruiamo un primo esempio di elemento non identica-
mente nullo di D(R). Sia € > 0. Poniamo

{ fe(af)e :ZI;(; ic?), (3.2.2)

ove g ¢ la funzione definita in (?7?). f. e di classe C°° come composizione
di funzioni di classe C™ e fe(x) > 0 se © €] — €,¢[, mentre fc(z) = 0 se
|z| > e. Con riferimento alla definizione ??, possiamo prendere K = [—¢,€].
Chiaramente, f, & sommabile e [g fe(z)dz € RT. Ponendo

_ f(=)
Pe() := T L)y (3.2.3)

otteniamo un esempio di elemento di D(R) nullo al di fuori di [—¢, €] e con
integrale uguale a 1.

Esempio 3.2.2 Siano a, b, ¢, d numeri reali, con a < ¢ < d < b. Sia poi
€ > 0, tale che a < ¢—2¢ e d+2¢ < b. Consideriamo la funzione f :]a,b[— R,

d+e

f(z) = ) be(y — x)dy,

c—

con ¢, definita in (?7?). Si puo verificare che & lecito derivare sotto il segno di
integrale e che f € C*(]a,b[). Osserviamo ora che, se x € ¢, d], poiche ¢, €
nulla al di fuori di [—e, €], si ha che ¢(y — ) & nulla al di fuori di [c—¢€,d+¢€].
Dunque

d+e

f(z) = ) ¢e(y—w)dy=/R¢e(y—:v)dy=/Rcbe(y)dy:1.

-
Se invece z < ¢ — 2¢, ¢(y —x) =0 Vy € [c — €,d + €]. Dunque, in tal caso,
f(z) = 0. Analogamente si vede che f(z) =0 se z > d + 2e.

Riepilogando, f € D(]a,b[), in quanto ¢ identicamente nulla al di fuori
di [¢ — 2¢,d + 2¢] e vale 1 identicamente in [c, d].
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E chiaro che D(Q) C L'(Q) N L2(Q), in quanto, se f € D(Q) e f & nulla
al di fuori di K chiuso e limitato, vale

[ 1 @)da < max | 7|La(K) < +oc
Q K

perché ogni insieme limitato e misurabile ha misura di Lebesgue finita (vedi
Pesercizio ?77). Da ultimo ¢ utile sapere che D(§2) & denso in LP(Q2), per
p e {1,2}:

Teorema 3.2.1 Sia Q un aperto in R™. Allora D(Q) e denso negli spazi
LY(2) e L3(9).

Esercizio 3.2.1 Verificare che ogni sottoinsieme limitato e misurabile A di
R" ha misura finita. (Sugg.: verificare preliminarmente che esiste L > 0 tale
che AC[-L,L]")

Esercizio 3.2.2 Siano, per n € N e j € {1,...,n}, a; < ¢; < dj < b;.
Costruire f € D([[}_;]a;, b;[ identicamente uguale a 1 su []}_[c;, d;].

3.3 La trasformata di Fourier in L?(R")

Abbiamo visto nella sezione 77 che la trasformata di Fourier pud essere
definita immediatamente tramite un integrale nello spazio L' (R™). Tuttavia,
in tale spazio essa non gode di proprieta ottimali. Abbiamo visto, cosl , che
non ¢ a valori in L'(R™) (vedi I’'esempio ?7), mentre la formula di inversione
(teorema ?7?) vale sotto ipotesi un po’ macchinose. Vogliamo allora definire
la trasformata di Fourier in L?(R™). Se, da una parte, la definizione & un
po’ piu complicata, dall’altra in questo nuovo ambito la trasformata gode di
proprieta assai migliori.
Cominciamo col seguente

Lemma 3.3.1 Siano f,g € D(R"). Allora:
(1) f € L'(R™);
(1)

_ 1 L ‘
L, e = oo | f@iEa (33.1)

(formula di Parseval);

(III) f € L2(R") e
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1fllz = ) [If ]2, (3.3.2)

ove indichiamo con ||.||2 la norma in L*(R™).
Dimostrazione Poniamo
Af:=D?f+4 ..+ D>f.

(ricordiamo che A & l'operatore di Laplace, vedi la sezione 2.6). Per ogni
m € N A™f € D(R"). In base al corollario ?? (I), si ha, per £ € R",

FA™F)(€) = (=1)"le]* f(€).
Cio implica che Vm € N esiste C(m) > 0 tale che
F(©)] < Clm)llelI =™

V¢ € R™\{0}. Da cid segue che f & sommabilein {& € R" : ||| > 1}. Poiché
¢ chiaramente sommabile in {£ € R™ : ||£]| < 1}, possiamo concludere che f
¢ sommabile e vale quindi la formula di inversione (??). Abbiamo allora

= [ e g@)da = 50)

Segue allora dal teorema 7?7 che

g o P = o [ e

Abbiamo percio provato la formula di Parseval (77?).
Il punto (/1) segue immediatamente da (I7), prendendo g = f. O
Siamo ora in grado di provare il seguente
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Lemma 3.3.2 Sia f € L}(R"). Consideriamo una successione (fi)ren in
D(R"™) tale che klim fr = f in L>(R™). Allora la successione (fi)reN € con-
—00

vergente in L?(R™) e il limite non dipende dalla successione scelta (purché,

ovviamente, convergente a f).

Dimostrazione In base al teorema ?7, esiste una successione (fi)reN
in D(R™) tale che klim fr = f in L?*(R"™). Consideriamo la successione
—00

( fk)keN. Poiché L?(R") & completo, per verificare che & convergente, bastera
verificare che ¢ di Cauchy. Sia allora € > 0; poiché (fi)ren € di Cauchy,
esiste n(e) € N tale che, se j e k sono interi maggiori di n(e), vale || fj— fi|2 <

ﬁ. Segue allora dal lemma ?? (II1) che

I1fk = fillz = IF(fx — fi)ll2 < e

Verifichiamo ora che il limite della successione ( fk)keN non dipende
dalla scelta di (fi)ren. Sia (gx)ren un’altra successione in D(R™) tale che
klim gr = f in L?(R™). Indichiamo provvisoriamente con I3 e Iy i limiti
—00

rispettivamente delle successioni ( fk)keN e (gk)ken- Dalla continuita della
norma (esercizio 1.2.6) segue che

1y —lall2 = lim || fr — gill2
k—oo

= lim IF(fr. — gi)ll2 = (2m)2 lim || f, — gll2 = (27)2 || f — fll2 = 0.
00 k—o0

Dunque I; =15. O
Possiamo ora definire la trasformata di Fourier di f € L?(R"):

Definizione 3.3.1 Sia f € L>(R"). Poniamo
Ff=f:= lim Ff,
k—o00
ove (fr)ren © un’arbitraria successione in D(R™) convergente a f in L*(R™).

Nel prossimo teorema elenchiamo le principali proprieta della trasfor-
mata di Fourier in L?(R™).

Teorema 3.3.1 (I) L’applicazione F : f — Ff di cui alla definizione 7?7 &
lineare da L*(R") in sé;
(II) per f e g in L*(R™) vale la formula di Parseval (7?);
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(III) Vf € L*(R™) vale lidentita (77?);

(IV) F & continua da L*(R™) in sé;

(V) F & una biiezione di L?>(R™) in sé; 'applicazione inversa F ' veri-
fica la formula

FLfE) = F(=¢) g.d.. (3.3.3)

d

Dimostrazione parziale Lasciamo al lettore la dimostrazione di (I) (si
tenga conto del risultato dell’esercizio 1.3.3).

(I1) segue facilmente dal risultato dell’esercizio ?7. Infatti, se f e g sono
elementi di L?(R™), esistono due successioni (fi)reN € (gk)ren a valori in
D(R") tali che si ha lim fi, = fe lim gx =g in L?(R"). Allora

k——+o0 k——+o0

f(@)g(x)dr =< f,g >=
Rn

= Mm < fi, g, >= lim - fi(@)gr(z)dz =

= dim [ ()@ =

k—+o0 (271')"

li L . Fies G >
= im ——- =
koo (21)7% 7P Ik

= G o, FlOEE

(I1I) segue immediatamente da (I7).

(IV') segue da (I11) e dal risultato dell’esercizio ?7?.

Proviamo (V). Per far vedere che F ¢ iniettiva, basta provare che il suo
nucleo & costituito esclusivamente dallo zero di L?(R™). Cio segue imme-
diatamente da (I1I). Per quanto riguarda la suriettivita , sia f € L?(R")
e (fr)ren la solita successione in D(R"™) tale che kll)gloofk = fin L*(R").

Dalla formula di inversione (77?), si ha

1

<o fu)de =

1

= g o T il
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da cui f = }'(ﬁfk(—)) Dalla continuita di F segue subito che f =
}'(ﬁf(—)) Percid F ¢ una biiezione. Inoltre, Vk € N si ha F~1f; =

ﬁfk(—.), per cui si ottiene (??) passando al limite in L?(R"™) per k —
+o00. O

Osservazione 3.3.1 Se f € L}(R")NL?(R"), disponiamo di due definizioni
della trasformata di Fourier per f: la 7?7 e la ?7. Non sarebbe difficile
verificare che in questo caso portano allo stesso risultato.

Esempio 3.3.1 Dall’esempio ??, se f(z) = x4 (x)e %, si ha f(&) = g(&) =
ﬁlig- E facile verificare che f e g appartengono a L*(R). Vale § = f.

Dal teorema 77 sappiamo che

1~
= —f(— d.
@)= o f-a) g
Dunque §(z) coincide quasi dappertutto con

(2m)"e® se x <0,

(2m)" f(—x) = { 0 se x>0.

Esercizio 3.3.1 Sia H uno spazio di Hilbert, con prodotto scalare < .,. >.

Siano poi (zn)neN € (Yn)neN successioni in H tali che lim z, =z, lim
n—+o00 n—+o0o

Yn = y. Provare che vale lim < zp,,y, >=<z,y >.

n—-+00

Esercizio 3.3.2 Completare la dimostrazione del teorema ?77.

3.4 Derivate deboli, convoluzione e trasformata
di Fourier

Cominciamo con qualche risultato e definizione preliminare.

Definizione 3.4.1 Siano  un aperto in R"™, f : Q — C misurabile. Di-
remo che [f] € Li,.(2) (o che [f] ¢ localmente sommabile in ), se per

ogni H C Q, con H chiuso e limitato, fiy € sommabile su H.

Osservazione 3.4.1 Riguardo alla definizione 77, come al solito parleremo
di” f localmente sommabile”, invece che di ”[f] localmente sommabile”. Non
¢ difficile verificare che questa definizione ¢ invariante per modificazioni di f
su insiemi di misura nulla.
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Osservazione 3.4.2 E quasi ovvio che L'(Q) C L} (). Non & poi diffi-
cile verificare che, se f € L*(Q), allora f € L} .(Q). Infatti, dalla solita
disuguaglianza (1.4.3) si ha

F@I =@ 1< 3@+ Veeq

Percio , se H C 2, con H chiuso e limitato, si ha
1 2
[ i@l < 5 [ 8P+ s
H H

< 5[ 1f@)Pde + Lo(H)) < +oc.

E facile anche vedere che, se f € C(), allora [f] € L} (Q) (qui & il caso di
distinguere f da [f]). Infatti, se H C €2, con H chiuso e limitato, si ha

/ |f(2)|dz < max |f|L,(H) < +ooc.
H H

Vediamo ora (senza dimostrazione) un risultato estremamente utile.

Teorema 3.4.1 Siano  un aperto di R", f e g localmente sommabili in
Q. Allora sono equivalenti:

(a) f=y;

(b) Yv € D() si ha

/Qf(x)v(ﬂi)dOCZ/Qg(:c)v(:c)dx.

Dopo questi preparativi, siamo pronti per dare la definizione di derivata
debole.

Definizione 3.4.2 Siano Q un aperto in R", f € L}, () a un multiindice.
Chiameremo a—derivata debole di f una funzione localmente sommabile

g tale che Yv € D(Q) vale

/Q g(@)v(@)dz = (=1) /Q f(z) D%u(x)dz. (3.4.1)

Osservazione 3.4.3 Una conseguenza immediata del teorema ?7? & che, se
f ammette derivata debole a—derivata debole, questa ¢ univocamente de-
terminata q. d. . La indicheremo con 0°f.
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La definizione 7?7 ¢ motivata dal seguente

Teorema 3.4.2 Siano ) aperto in R" e f € C™(Q2). Allora, se « € N e
la] < m, f ammette derivata debole 0%f e 0“f(x) = D*f(x) q. d

Dimostrazione parziale Si tratta di far vedere che vale

/D"‘f(x) (z)dz = (— |a‘/f )D%v(
Q
Vv € D(Q). Verifichiamo il risultato nel solo caso n = 1, Q =la,b|, con
—o<a<b< 40, ea=1.
Sia v € D(€2). Allora esistono ¢ e d reali, tali che a < ¢ < d < be

v(x) = 0sex ¢ [c,d]. Siosserviche valgono necessariamente v(c) = v(d) =0
ev'(x) =0se x &[c,d]. Allora

| F@pia)de = / fo
— [fa)u(@)=t - / Fla) (v)da
—/Qf(a:)v’ x)dx

Vediamo ora un esempio di esistenza della derivata debole senza che
esista in tutti i punti la corrispondente derivata classica.

a

Esempio 3.4.1 Sia f : R — R, f(z) = |z|. f non ¢ derivabile in senso
classico in 0. Verifichiamo che tuttavia ammette derivata (prima) debole
Jf. Tale derivata coincide quasi dappertutto con la funzione ”segno” (sgn).
Infatti, sia v € D(R). Sia v(x) # 0 per z & [c,d], per certi ¢ e d reali.
Possiamo supporre ¢ < 0 < d. Allora

/R\:U|U / |z|v' (x
= /CO 2 (z)dr — /Od 2 (z)dx

d
= @2~ [ e ool + [ o) =
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= —/ v(x)dﬁ-k/ v(z)dr =
[c,0] 10,d]

= /ngn(m)v(m)da;.

Veniamo ora all’interazione tra derivate deboli e trasformata di Fourier.
Tenuto conto del corollario ?7(7), il seguente risultato diventa piuttosto
naturale:

Teorema 3.4.3 Siano f € L>(R™) e a € NB. Allora, se f possiede derivata
debole 0% f e tale derivata appartiene a L?*(R™), si ha F(0%u) = (i&)*Ff.

Viceversa, supponiamo che (zf)af € L2(R"™). Allora f ammette derivata
debole 0°f. Inoltre, 0 f € L2(R") e 8*f = FH((i€)*f).

Dimostrazione Proviamo solo la seconda parte.
Poniamo g := F~1((i€)*f). Sia poi v € D(R"). Utilizzando la formula
di Parseval e il risultato dell’esercizio 77, otteniamo

- <271r>n / (i) f(&)o(—€)d¢ =
_ (—1)|a\ (271T)n . f(ﬁ)(—zﬁ)a@(—ﬁ)df _
1

W - FE)F (DY) (—§)dE,

utilizzando il corollario ??(I). Ancora per il risultato dell’esercizio 77 e la
formula di Parseval, quest’ulimo integrale coincide con

(~1)F [ f(a)Du()da,
-

da cul la conclusione. O
Passiamo ora alla nozione di convoluzione.

Definizione 3.4.3 Siano f e g elementi di L} (R"™). Diremo che f e g

loc
sono convolubili se per quasi ogni x € R™ la funzione y — f(x —y)g(y) &

sommabile in R™.
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In tal caso, chiamiamo convoluzione di f e g e indichiamo col simbolo
f*g, la funzione

fxg:R"— C,
Jrn F(x = y)g(y)dy (3.4.2)
(f*xg)(x)= sey — f(x —y)g(y) & sommabile, o
0 altrimenti.

Vale il seguente risultato:

Teorema 3.4.4 (I) Siano f e g elementi di L*(R™). Allora sono convolubili
e la convoluzione f x g appartiene a L*(R™). Inoltre

1F* glle < 111 llglls- (3.4.3)

(II) Siano f € L'R"™) e g € L*R"™). Allora sono convolubili e la
convoluzione f x g appartiene a L*>(R™). Inoltre

1S+ gll2 < £ l1allgll2- (3.4.4)
(III) In ciascuno dei casi (I) e (II) vale la formula

F(f*g)=FfFg. (3.4.5)
Dimostrazione parziale Siano f e g in L'(R™). Dando per scontato

che sono convolubili e che la convoluzione e misurabile, si ha, applicando il
teorema di Tonelli,

[ @< [ ([ 5@ =plgw)idy)d =

= [l 1#@=plde)ay= [ g [ 1f(:)ldz)dy =

R”
= [I7 1+ llgllx-

Inoltre, per ogni £ € R,

Fra)§) = [ e ([ fa—oldyde =

= / Xt / TSIV fa — y)e TSV g (y)dy)da =
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= / A / €TSS f(a — y)da)e” U g (y)dy =

= [ e e gy =

FF(&)Fg(§).

Tralasciamo il caso g € L2(R"). O

Esercizio 3.4.1 Siano 2 un aperto in R"™ e a e § multiindici. Supponiamo
che esistano in L} () le derivate deboli 9%f e 9°(9“f). Verificare che f

ammette la derivata debole 0P f e vale

8a+ﬂf — 3,3(804‘]@)'

Esercizio 3.4.2 Dimostrare che I’operazione di convoluzione in L!(R") go-
de delle proprieta commutativa e associativa. Queste proprieta consentono,
date f1,...,fm in L'(R™), di considerare la convoluzione fi * ... * fn, ove
l'ordine con cui le operazioni sono svolte non ha rilevanza per il risultato
finale.

Sugg: usare il fatto che la trasformata di Fourier della convoluzione é il
prodotto delle trasformate di Fourier e I'iniettivita di F.

3.5 Alcune applicazioni della trasformata di
Fourier a problemi di equazioni differenziali
La trasformata di Fourier e utile per lo studio di molti problemi nei campi

(ad esempio) delle derivate parziali e della probabilita . Qui presentiamo
alcune semplici applicazioni a equazioni a derivate parziali.

Esempio 3.5.1 (Equazione di Helmoltz in R") Sia A € C. Consideri-
amo il problema

(A= A)u(z) = f(x), z € R", (3.5.1)
ove indichiamo con A D'operatore di Laplace
A:=> D}=Di+..+D}. (3.5.2)
j=1

Considereremo il caso A € RT. Introduciamo alcune notevoli classi di (classi
di equivalenza di) funzioni:
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Definizione 3.5.1 Sia m € N. Indichiamo con H™(R"™) l'insieme degli
elementi f in L*(R™) dotati di derivata debole O®f appartenente a L*(R™)
per ogni multiindice « tale che |af < m.

Queste classi di funzioni sono un caso particolare dei cosi detti ”spazi di
Sobolev”, che tanta importanza hanno assunto nell’analisi moderna.
Vale il seguente

Teorema 3.5.1 Sia A\ € R*. Allora per ogni f € L?>(R") il problema (?7)
possiede un’unica soluzione u nella classe H*(R™). La u risolve il problema

nel senso che
Au — Z 832u = f,
j=1

ove abbiamo indicato con 8J2-u la corrispondente derivata debole di .

Dimostrazione Per il teorema ?7?, se esiste una soluzione v in H?(R"),
deve valere

A+ [IEI?)F () = F(f),

da cui

u=F A+ P TIFS)). (3.5.3)

Osserviamo che la u definita in (??) & un elemento di L?(R™). Infatti,

O+ 1) F ()(6) s

(2m)”
)\2

<X [ IFD©PdE = S5 [ 1 @)Pde < oo
per il teorema ?7?(III).
Inoltre u € H?(R"). Per vederlo, basta applicare il teorema ??. Infatti,
sia a € N, con |a| < 2. Allora
. (i)
(1) Fu(&) = -~z F [ (6)-
A+ €117

La funzione £ — %]—7(5) appartiene a L?(R"), in quanto

(i)

’TH&H?}—JI(O‘ <

Jlg]|'!

el (35.4)
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Il primo fattore nel secondo membro di (??) ¢ limitato come funzione di &,
in quanto || < 2. Percio

e[’
RS C
N+ |’£H2\ff(§)| < CIFf(E)I,

per un certo C' positivo.
Dunque, se |a| < 2, u ha derivata debole in L?(R") e appartiene quindi
a H?(R").

Esempio 3.5.2 (Problema di Cauchy per 1’equazione del calore o
equazione di diffusione ) Cerchiamo una funzione u delle variabili (¢, x),
cont >0, z € R", soddisfacente le seguenti condizioni:

{ Dtu(t,x) = Amu(tvx)a t> 07 reR ’ (355)

u(0,z) = f(z), x € R™

ove abbiamo indicato con A, l'operatore di Laplace rispetto alle variabili

T = (T1y .y Tp).
Eseguiamo i calcoli formalmente, ponendo

U(t,€) ::/ e <TE>y(t, ) de,

n

pert > 0 e & € R™ Applichiamo, sostanzialmente, in maniera formale
la trasformata rispetto alle varibili « a w(t,.) per ogni ¢ > 0. Scambiando
questa trasformata con la derivata temporale D,, otteniamo

DU(t.€) = —[¢|PU(t,€), t >0, R,
{ U(0,€) = (), ¢eR". (3.5.6)
da cui
U(t,&) = e IEI° f(g), t>0,¢ e R™ (3.5.7)

Continuando a procedere formalmente, ricordiamo che, in base al teorema
??(III), il prodotto ¢ la trasformata di Fourier della convoluzione. Calcol-
iamo allora I'antitrasformata di & — e*t”5”2, per t > 0. Si ha, per z € R",

1
(2m)"

/ ¢i<mE> ot gg —

1 ; T35

i : 1 L 2
= eibie i de; = —— / e Vi e idn; =
Gy H/R 9= Gt L K
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1 (B

= ——x€ 4t
(4mt)2
applicando il risultato dell’esempio 2.5.6.

Abbiamo allora ottenuto la seguente soluzione ”formale” del problema
(?7):

_ llz—y|?

u(t,x):{ ¥ Jree” 3 Sy se £>0, (3.5.8)
f(x) se t=0.

Enunciamo adesso un risultato preciso. Premettiamo la definizione di solu-
zione classica:

Definizione 3.5.2 Sia f € C(R"). Per soluzione classica di (??7) inten-
diamo una funzione u di dominio [0, +oo[xR" continua, dotata in |0, +oo[xR™
delle derivate Dyu, e DSu per |a| < 2, continue in |0, +o0o[xR™.

Vale il seguente

Teorema 3.5.2 Sia f € BC(R"™). Allora il problema (??) possiede un’unica
soluzione u classica tale che u(t,.) & limitata in R™ Vt > 0.
Tale soluzione u ammette la rappresentazione (77).

Ci limitiamo a osservare che, se f € BC(R"), la funzione in (??) ¢ ben

definita, in quanto per ogni ¢ > 0 e per ogni z € R la funzione y —
R
4t

e f(y) & sommabile in R™.

Esempio 3.5.3 (Problema di Cauchy per ’equazione delle onde in
dimensione spaziale 1 ) Cerchiamo una funzione u delle variabili (¢,z),
con t > 0, x € R, soddisfacente le seguenti condizioni:

D?u(t,r) = D2u(t,z), t>0,r € R,
u(0,z) = f(x), z € R, (3.5.9)
Du(0,z) = g(x), z € R.

Eseguiamo i calcoli formalmente, ponendo, al solito,

U(t,€) ::/ ey (t, x)dx,
R

per t > 0 e £ € R. Applichiamo formalmente la trasformata rispetto alla
varibile z a wu(t,.) per ogni t > 0. Scambiando questa trasformata con la
derivata temporale D?, otteniamo
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(U(t€) =-UtE), t>0,6€R
( ¢ = f(), ¢ €R, (3.5.10)
tU(0,€) = 3(%), {eR,

da cui, almeno per £ # 0,

U(t,€) = cos(te) f(€) + Sinfg)

Vogliamo adesso antitrasformare. Procedendo sempre formalmente, si ha

(). (3.5.11)

oz [l e costt) o)

1(1

i(z+t)€ ¢ - i(z—t)€ £
2271’/ ’ /(€ d£+ / J(©)de) =

_f@+ﬂ+f@—ﬂ

= 5 )

Quanto al secondo addendo nel secondo membro di (??), ¢ facile verificare
che, se a > 0 e x, ¢ la funzione caratteristica di [—a, a], si ha, per £ # 0,

. sin(a&
Xa (5 ) =2 ( )
£
Dunque, almeno formalmente, ’antitrasformata di Fourier di ““T(t%(.g ) e
1 1 -+t
axg)@) =5 | gy)dy

In conclusione, abbiamo ottenuto

u(t,z) = 1EFY ;T fle=t) | % :t 9(y)dy. (3.5.12)

La formula (??) ¢ nota come formula di D’Alembert.
Procediamo ora in maniera simile a quanto fatto nel caso dell’equazione
del calore.

Definizione 3.5.3 Siano f,g € C(R"™). Per soluzione classica di (7?)
intendiamo una funzione u in C ([0, +00[xR™) , dotata in |0, +o0o[xR™ delle
derivate continue Dyu,D?u e D%u per |a| < 2, con Dyu prolungabile con
continuita a [0, +oo[xR".
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Vale il seguente

Teorema 3.5.3 Siano f € C*(R"), g € CY(R™). Allora il problema (?7)
possiede un’unica soluzione u classica.
Tale soluzione u ammette la rappresentazione (77).

Osservazione 3.5.1 Al contrario di cio che accade per I'equazione del ca-
lore (vedi il teorema ?7), per l'equazione delle onde vale un risultato di
esistenza e unicita senza alcuna ipotesi di limitatezza o di crescenza per i
dati del problema.

Esercizio 3.5.1 Scrivere esplicitamente sotto forma di integrale la soluzione
del problema (?7) nel caso unidimensionale. Osservare che la soluzione non
¢ unica se si ammettono soluzioni non appartenenti a L%(R).

Esercizio 3.5.2 Studiare I’equazione del calore non omogenea

{ Dyu(t, ) = Agult,z) + f(t,x), t>0,2z€R", (3.5.13)

u(0,2) = ug(z), reR™

Ricavare, applicando formalmente la trasformata di Fourier rispetto alle vari-
abili spaziali z, la soluzione

u(t,x) =
_lle—yll? _lle—yll?

m Jrne & wo(y)dy + fg m([Rn e =) f(s,y)dy)ds.
(3.5.14)
Si potrebbe dimostrare che, se ug € BC(R"), f € BC([0,+oo[xR"™) e am-
mette derivata Dy f € BC([0,4+o00[xR"™), allora (??) ¢ 'unica soluzione clas-
sica di (??) (nel senso della definizione ?7?) tale che per ogni t > 0 u(t,.) &
limitata in R".

Esercizio 3.5.3 Verificare che, se f € C?(R") e g € C}(R"), allora (??) &
effettivamente soluzione classica di (?7?).
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Capitolo 4

Elementi di calcolo delle
probabilita

4.1 Spazi di probabilita

Nello studio di vari fenomeni in ambito naturale, scientifico, fisico, sociale,
ecc. si presentano spesso delle situazioni in cui non si € in grado di predire
esattamente (in maniera deterministica) come si sviluppera una certa situ-
azione. In molti casi di tale genere si parla allora di fenomeni di tipo aleatorio
o probabilistico.

Nella creazione di modelli matematici in questo ambito, si ¢ dimostrato
conveniente il metodo seguente: si considera l'insieme € di tutti i possi-
bili risultati di un certo esperimento (qui la parola ”esperimento” va in-
tesa in un senso molto lato). Si associa poi a ogni elemento di una certa
classe di situazioni concrete un opportuno sottoinsieme di €2. Si individua
cosl una famiglia A di sottoinsiemi di 2. A ciascun elemento A di questa
famiglia si attribuisce poi un numero reale P(A) compreso tra 0 e 1, chia-
mato ”probabilta di A”, che indica in che misura ci si puo aspettare il verifi-
carsi della situazione concreta corrispondente ad A. Naturalmente, le singole
situazioni che si possono presentare sono correlate tra loro. Cio si ripercuote
nella richiesta che la misura di probabilitd P soddisfi alcune proprieta di
carattere generale.

Inoltre, le operazioni insiemistiche standard nella classe A ammettono
delle interpretazioni naturali a livello di situazioni concrete. Ad esempio,
Iintersezione in A rappresentera il contemporaneo verificarsi dei casi con-
creti corrispondenti, mentre 'unione costituira un modello del verificarsi di

149
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almeno uno dei casi in questione.
Vediamo ora qualche esempio.

Esempio 4.1.1 Supponiamo di voler costruire un modello dell’esperimento
costituito dal lancio di un dado con le facce numerate da 1 a 6 e perfettamente
equilibrato. L’insieme di tutti i possibili risultati e

Q:={1,2,3,4,5,6}.

Allora si puo , ad esempio, identificare la situazione concreta il risultato
¢ un numero pari” con l'insieme A := {2,4,6} e il caso ”il risultato ¢ non
superiore a 4” con B = {1,2,3,4}. AU B = {1,2,3,4,6} corrispondera a
”il risultato € un numero pari o non superiore a 4”7, mentre AN B = {2,4}
rappresentera il risultato € un numero pari non superiore a 4”.

Esempio 4.1.2 Supponiamo di avere a disposizione un certo dispositivo
(per esempio elettronico) e di voler considerare il primo istante in cui il dispo-
sitivo si guasta a partire dalla sua accensione. Se indichiamo con 0 'istante
di accensione, potremo rappresentare il risultato con un numero reale non
negativo, che indichera l'istante in cui il dispositivo si guasta espresso in
un’opportuna unita di misura temporale. Prendiamo allora come insieme )
di tutti i possibili risultati sperimentali I'intervallo [0, +0o]. L’insieme [1, 2]
rappresentera allora il fatto che 'apparecchio si guasta in qualche istante tra
le?2.

Si accennava in precedenza al fatto che le principali operazioni insiemi-
stiche ammettono un’interpretazione naturale a livello di situazioni concrete.
Allora, se indichiamo con A la classe dei sottoinsiemi di € di cui vogliamo
definire una probabilita , richiederemo che A sia chiusa rispetto a tali opera-
zioni. L’ipotesi che si fa in generale & che A costituisca una oc—algebra. Sara
comodo nel seguito porre, dato A C €2, con €2 ”insieme ambiente” fissato dal
contesto, porre

A=\ A (4.1.1)
Chiameremo A¢ complementare di A in .
Definizione 4.1.1 Sia Q un insieme. Indichiamo con P(2) l'insieme po-

tenza di ), vale a dire, insieme dei sottoinsiemi di Q. Sia A C P(Q).
Diremo che A & una o—algebra se soddisfa le sequenti condizioni:
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(1) Q € A;
(II) se A, € AVn € N, allora U A, € A;

neN
(III) se A € A, allora A° € A.

Dalla definizione segue il fatto che una o—algebra ¢ chiusa rispetto alle
principali operazioni insiemistiche:

Teorema 4.1.1 Sia A una o—algebra nell’insieme Q. Allora:

(1) 0 e A;

(II) sene€ N e A; € A peri=1,...n, allora UAi e A;
=1
(111) se T = N oppure T = {1,...,n} per qualche n e N e A; € AVie€ T,
allora ﬂAi € A;
€L
(IV) se A e B sono elementi di A, lo & anche A\ B.

Dimostrazione parziale (I) Basta osservare che () = Q€ e utilizzare (I) e
(I1I) nella definizione ?7?.

(I1) segue da (II) della definizione ?? e da (I) osservando che, se poni-
amo A; := () per ogni i € N con 7 > n, si ha

n

U= | A.

i=1 iEN
Omettiamo la dimostrazione di (I11) (vedi l'esercizio ?77).
(IV') segue dal fatto che

A\B=AnNB"

e dal punto (III). O

Consideriamo adesso il numero P(A) che dovrebbe esprimere la ”proba-
bilita ” del verificarsi della situazione concreta corrispondente ad A € A. P
¢ chiaramente una funzione da A a [0, 1]. Chiederemo che P sia una misura
di probabilita , nel senso seguente:

Definizione 4.1.2 Siano Q un insieme non vuoto e A una o—algebra in Q.
Una misura di probabilita su A é una funzione P : A — [0,1] tale che:
(1) P(Q2) = 1;
(II) se A, € AVn € N e gli A, sono a due a due disgiunti per valori
distinti di n, allora

PO A = S P(AL).
n=1

neN
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Anche qui dalla definizione si possono ricavare ulteriori proprieta delle
misure di probabilita :

Teorema 4.1.2 Siano ) un insieme non vuoto, A una o—algebra in Q), P
una misura di probabilita in A. Allora:

(I) P(0) =0;

(II) sen € N, A; € Aperi=1,..,n e gli A; sono a due a due disgiunti,
allora

(1I1) se A e B sono elementi di A e A C B, si ha
P(B\ A) = P(B) — P(A).

Dimostrazione (I) Applicando la proprieta (/1) della definizione ?? con
A, =0 Vn € N, si ottiene subito che da P(0) > 0 segue P(f)) = +oc. Cid &
incompatibile con la definizione di misura di probabilita .

(II) segue subito da (I) e da (II) della definizione ??, osservando (come

gia fatto) che, se poniamo A; = () per i > n, si ha U A = UAi'
iEN i=1
(I1I)Siha B=AU(B\A)e AN (B\ A) = (. Segue allora da (II) che
P(B) = P(A) + P(B\ A),

da cui la conclusione. O

Osservazione 4.1.1 Dal (/I]) del teorema ?? segue che, se A C B, allora
P(A) < P(B).

Possiamo ora dare la definizione di spazio di probabilita :

Definizione 4.1.3 Uno spazio di probabilita ¢ una terna (2, A, P),
ove ) & un insieme non vuoto, A & una o—algebra in Q, P & una misura di
probabilita, di dominio A.

Passiamo adesso ad alcuni esempi concreti.
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Esempio 4.1.3 (Spazi di probabilita finiti Sia  un insieme con un
numero finito (n € N) di elementi. Siano questi {wi,...,w,}. Prendiamo
come o-algebra la totalita P(2) dei sottoinsiemi di §2. Vogliamo definire una
misura di probabilita su P(£2). Cominciamo allora a considerare gli insiemi
{w1}, ...,{wn} con un solo elemento. Se attribuiamo a {w;} (1 < j < n) la
probabilita p; € [0, 1], la proprieta (II) del teorema ?? impone che

1=P(Q)=p1+ ..+ Pn- (4.1.2)

Viceversa, se la condizione (??) ¢ soddisfatta, non & difficile provare che
esiste una e una sola misura di probabilita su P(§2) tale che P({w;}) = p;
per j = 1,...,n. Dovra valere, evidentemente, se A C (2,

P(A) = > p;. (4.1.3)

wj €A

Riconsideriamo, cosl , esempio ?77. Si trattera di attribuire una probabilita
p;j al fatto che il risultato del lancio sia j, con 1 < j < 6. Le condizioni
da soddisfare sono p; € [0,1] per 1 < j < n, e Z?lej = 1. E chiaro
allora che, se riteniamo che il dado sia ben equilibrato e garantisca quindi
I’equiprobabilita dei singoli risultati, 1'unica possibilita e porre p; = % per
7 =1,...,6. Se invece riteniamo che questa condizione non sia soddisfatta,
attribuiremo valori p; eventualmente diversi tra loro, conservando pero la
condizione (77).

Nel caso di un dado bilanciato, per ogni A C {1,...,6} la condizione (?7)
impone

ove f(A) indica la cardinalita ( numero di elementi) dell’insieme A.

Un altro esempio nello stesso ordine di idee ¢ il seguente: consideriamo
il risultato del lancio di due dadi equilibrati. L’insieme €2 dei risultati puo
essere schematizzato mediante I'insieme di coppie ordinate {(7,7) : 1 <1i,5 <
6} ed & quindi costituito da 36 elementi. Se A C (2, otteniamo uno spazio di
probabilita ponendo

P(A) := M
36

Ad esempio, consideriamo ’evento ”il punteggio totale ¢ 2”. Allora A =
{(1,1)}, da cui P(A) = 4. Se indichiamo invece con B I'evento ”il punteg-
gio totale ¢ 77, avremo B = {(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}, da cui

P(B) = & =1t
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Esempio 4.1.4 Costruiamo ora un modello probabilistico relativo all’esem-
pio ??. Poniamo € := R™ e indichiamo con A la classe dei sottoinsiemi di
Q misurabili secondo Lebesgue. Dal teorema 0.1.1 segue subito che A & una
o—algebra. Quanto alla misura di probabilita , fissiamo g : RT — [0, +-00]
misurabile, tale che

/ g(t)dt =1 (4.1.4)
R+

e poniamo, dato A € A,

P(A) = /A g(t)dt. (4.1.5)

Non ¢ difficile verificare che P & una misura di probabilita . Qui ci limiti-
amo a dimostrare la proprieta (1) della definizione ??. Sia (Ap)nen una
successione di elementi di A a due a due disgiunti. Indichiamo con x, la
funzione caratteristica di A,,. Evidentemente, se A := U Ap, si ha che per

neN
ogni z € () la funzione caratteristica x4 di A soddisfa

xa(@) =) xal(x).
n=1

Dunque

) = [ adr= | gtxatde =

N [m nz::l g(t)xn(t)dt =

(applicando il risultato dell’esercizio 0.5.1)

=3 [ o= [ gt =

= Z P(Ap).
n=1

Per esempio, sia A > 0. Poniamo ¢(t) := Ae™*. Con questa scelta, se A &
levento ”la apparecchio si guasta in qualche istante tra 1 e 2 (nell’unita
di misura temporale prefissata), identificheremo A con lintervallo |1,2[.
Dunque

P(A) = e Mdt = e — e 2,
J1,2[
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Esercizio 4.1.1 Dimostrare il punto (/1) del teorema ??. Il punto cruciale
e costituito dalla formula

4 = (| 49" (4.1.6)

i€ i€

Esercizio 4.1.2 Costruire un modello probabilistico del doppio lancio di un
dado non truccato. Calcolare la probabilita di ottenere almeno un 6.

Esercizio 4.1.3 Siano A ¢ B due eventi nello spazio di probabilita (2, A,
P). Verificare che

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

4.2 Elementi di calcolo combinatorio

In questa sezione introduciamo alcuni semplici elementi di calcolo combina-
torio, che permettono di determinare la cardinalita di certi insiemi finiti, allo
scopo di calcolare la probabilita di alcuni eventi nel caso di € finito.

1l risultato principale ¢ il seguente

Teorema 4.2.1 Siano N e K insiemi finiti con (rispettivamente) n e k
elementi. Quin e k sono numeri naturali e k <n. Allora:
(1) il numero delle applicazioni iniettive da K a N ¢ (nﬁi'k)"

(II) il numero di sottoinsiemi di N con k elementi & (7)), con

n n!
(k) D

Dimostrazione Per quanto riguarda (I), sia K = {ay,...,a;}. Volendo
elencare tutte le applicazioni f : K — N iniettive, possiamo scegliere f(aq)
in n modi diversi, f(ag) in n — 1 modi diversi (f(ag2) puod essere un elemento
qualunque diverso da f(a1)), ..., f(ag) in n — k + 1 modi diversi. Percio il
numero di applicazioni iniettive da K a N é n(n —1)....n —k+1) = (nﬁi'k)'

Quanto a (I7), sia K’ un generico sottoinsieme di N con k elementi. Le
funzioni iniettive da K a N la cui immagine ¢ K’ sono evidentemente le
biiezioni da K a K’. Applicando (I), possiamo dire che sono k!. Dunque,
moltiplicando k! per il numero di sottoinsiemi di N con k elementi, otterremo
la cardinalita dell’insieme delle funzioni iniettive da K a IV, vale a dire (nﬁi'k)'
Di qui la conclusione. O



156 ELEMENTI DI CALCOLO DELLE PROBABILITA’

Esempio 4.2.1 Qual e la probabilita di azzeccare una terzina vincente al
lotto con una singola giocata ?

Su ogni singola ruota vengono estratti settimanalmente cinque numeri su
un totale di 90. Il numero complessivo delle terzine coincide con il numero
di sottoinsiemi di tre elementi di un insieme di 90 elementi ed ¢ pari (in base
al teorema ?7) a (930). Ciascuna terzina ha ovviamente la stessa probabilita
di essere estratta. Il numero delle terzine vincenti e chiaramente (g) = 10.
Dunque la probabilita di azzeccare una terzina vincente &

10 10 x 3! x 87! _5

(9??) = 90! = 8,5 x107°.
Esempio 4.2.2 Un’urna contiene 5 palline rosse e 10 palline bianche. Ne
vengono estratte a caso 5 senza reimbussolamento. Qual e la probabilita di
estrarre esattamente 3 palline rosse?

Sia € la famiglia dei sottoinsiemi di 5 elementi dell’insieme delle 10+ 5 =

15 palline. Si ha #(Q) = (155). Il numero degli elementi di © con 3 palline

rosse e 2 bianche & (g) (120). Dunque la probabilita cercata &

~ (), 15.

Concludiamo questa sezione con una formula ben nota:

Corollario 4.2.1 (Formula del binomio di Newton) Siano a e b numeri
complessi ed n € N. Allora

(a+0b)" = Zn: <T,L>a”_jbj.

j=0 \J

Dimostrazione Sviluppando il prodotto (a+b)-...-(a+b) (n fattori) mediante
la scelta dell’'uno o dell’altro tra a o b, si ottiene una somma contenente
termini del tipo cja"_j b, con 0<j<n. ¢;j indica quante sono le possibili
scelte ottenute prendendo n — j volte a e j volte b. Ora, a ciascuna scelta si
puo far corrispondere la famiglia dei fattori in cui si e preso b, e dunque un
sottoinsieme di j elementi di un insieme di n elementi. Concludiamo percio,
applicando il teorema ??(II) che ¢; = (?), da cui la conclusione.

Esercizio 4.2.1 Calcolare la probabilita che, prese n persone a caso (2 <
n < 365) almeno due di esse festeggino il compleanno nello stesso giorno.
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(Sugg.: trascurare eventuali nascite il 29 febbraio di un anno bisestile.
Cercare di calcolare la probabilita dell’evento complementare. Abbastanza
sorprendentemente, si puo vedere che gia con sole 23 persone la probabilita
cercata e superiore a %')

4.3 Probabilita condizionata e indipendenza

Definizione 4.3.1 Siano (2, A, P) uno spazio di probabilita, A e B ele-
menti di A, con P(A) > 0. Definiamo la probabilita condizionata
P(B|A) di B dato A come segue:

P(BNA)
P(BJA) := ——+—

(BlA) = “ 5
Osservazione 4.3.1 Intuitivamente, P(B|A) misura la probabilita del ve-
rificarsi di B, nell’ipotesi che si verifichi A. Si osservi che, se A e B sono
incompatibili tra loro (vale a dire, AN B = (), si ha P(B|A) = 0. Inoltre,
P(A|A) = 1.

Esempio 4.3.1 Una popolazione & composta per il 40 per cento da fumatori
(F), per il 60 per cento da non fumatori (V). Si sa che il 25 per cento dei
fumatori ¢ affetto da una certa malattia cronica delle vie respiratorie, mentre
la stessa malattia colpisce solo il 7 per cento dei non fumatori. Qual & la
probabilita che un individuo affetto dalla malattia sia un fumatore?
Dobbiamo calcolare P(F|M) = PIEAM) - gappiamo che P(M|F) =1 si

P(M)
ha
P(M)=P(FNM)+P(NNM) =
1 2 7 3 71
=PM|F)P(F)+ PIM|[N)P(N)=- -4+ — - - = —
(MIF)P(F) + POMIN)P(N) = 1 - = + 05 % = 200
Inoltre L9 .
P(FNM)=PM|F)P(F)=--—-=—
(FOM) = P(MIF)P(F) = ;- = =
Ne segue che
1 _ 50 o
500

Osservazione 4.3.2 Siano Aj,..., A, e B eventi con probabilita positiva in
(Q, A, P). Supponiamo che Aj,...,A,, costituiscano una partizione di €2, nel
senso che sono a due a due disgiunti e la loro unione & 2. Supponiamo inoltre
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che P(B) > 0. Sia j € {1,...,n}. Osserviamo che B ¢ unione disgiunta degli
eventi BN Ay (1 <k <n). Allora

P(A;NB) P(A;NB) §(€4A§|B) Ny P(A;j)

ﬂ ,m . .

=~ = ray pm — DB g = (4.3.1)
P(BIA;) P(A;

_ )
T Y o P(BIAL)P(AL)

L’identita ricavata in (??) costituisce la cosi detta formula di Bayes. Uti-
lizzando questa formula, potevamo ricavare piu rapidamente il risultato dell’esempio
?7?. Si ha infatti

P(F|M) =
_ P(M|F)P(F) _
- P(M|F)P(F)+ P(M|N)P(N)
1.2 50
_ 4 5 -
Iitwoes T

La formula di Bayes ¢ nota anche come formula di probabilita delle cause,
perche nelle applicazioni gli eventi A; costituiscono potenziali cause del ve-
rificarsi di B e si vuole valutare qual e la causa piu probabile.

Definizione 4.3.2 Siano A e B eventi nello spazio di probabilita (2, A, P).
Diremo che A e B sono indipendenti se P(AN B) = P(A)P(B).

Osservazione 4.3.3 Se P(A) > 0, I'indipendenza tra A e B equivale a
P(B|A) = P(B).

Il senso della definizione 77?7 & il seguente: il verificarsi di A non muta la
probabilita del verificarsi di B. E vero anche viceversa se P(B) > 0.

Esempio 4.3.2 Consideriamo un mazzo di 40 carte, con i soliti quattro
semi. Ne estraiamo una a caso. Siano A l'evento ”la carta estratta € un
asso”, B l'evento ”la carta estratta € un denaro”. Verifichiamo che A e B
sono indipendenti.

Siha P(A) = 4 = &, P(B) = 13 = 1. AN B & l'evento "viene estratto
I’asso di denari”. Quindi

P(ANB) = % _ % - i — P(A)P(B).

Dunque A e B sono indipendenti.
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Esempio 4.3.3 Si consideri il lancio di tre dadi equilibrati. Dunque

Q={(i,j,k): 4,4,k € {1,2,3,4,5,6}}.
Ogni singola tripla ordinata ha probabilita 6% = ﬁ.
Sia A l'evento ”la somma i + j 4+ k € uguale a 6”. A e identificabile con
I'insieme di triple

{(1,1,4),(1,2,3),(1,3,2),(1,4,1),(2,1,3),(2,2,2),
(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1),(4,1,1)}
Quindi
10 )
=— = — =0,046.
P(4) 216 108 0,046

Sia B I’evento "4,j,k sono a due a due distinti”. La cardinalita di B coincide
con il numero di funzioni iniettive da un insieme di 3 elementi a un insieme
di 6 elementi e vale, tenuto del teorema 77,

6! 6!
= — =120.
(6-3) 3l
Quindi
120 5
=— =—-2=0,56.
(B) 216 9 ’
Si ha

ANB=1{(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1) }.

Quindi
6 1
P(ANB)= = = — =0,028.
( ) =@ =30
Invece,
5 b 25
PAPB)=— - -=— & 26.
(4)P(B) 108 9 972 0,026

Dunque, A e B non sono indipendenti. Da P(A)P(B) < P(ANB), ricaviamo
P(B) < P(B|A). Cio significa che il verificarsi di A favorisce il verificarsi di
B.

Ha interesse definire I'indipendenza per famiglie costituite da piu di due
eventi:
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Definizione 4.3.3 Sia {4; : i € T} una famiglia di eventi in un certo spazio
di probabilita (2, A, P), dipendente dal parametro i in Z. Diremo che gli A;
sono indipendenti se, comunque si prendono iy, ...,i, (n € N)inZ, a due a
due distinti, si ha

Esempio 4.3.4 (Processi di Bernoulli) Vogliamo qui descrivere un semplice
modello matematico applicabile a molte situazioni concrete.

Supponiamo di ripetere n volte un certo esperimento, sempre sotto le
medesime condizioni. Introduciamo 'ipotesi che i risultati delle singole prove
non si influenzino tra di loro. Siamo interessati solo a due aspetti complemen-
tari dell’esperimento, che possiamo definire ”successo” (S) e ”insuccesso” (I).
Sia p (€ [0, 1]) la probabilita che attribuiamo a S in ciascuna singola prova.
Di conseguenza, attribuiremo a I la probabilita ¢ := 1 — p. Poniamo allora

Q:={w={wi,...,wy) : Wi, ...,wn, € {S,I}}. (4.3.2)

Osserviamo che €2 & finito ed e costituito da 2" elementi. Seguendo lo schema
generale dell’esempio 77 e ponendo quindi A4 = P(), si tratta di attribuire
una probabilita p, a ciascuna n—pla w® = (W), ...,w?), in modo tale che
pr =1. Per j =1,...,n, poniamo

wes

A ={we:w; = w?}. (4.3.3)

E naturale porre

o0
I

) = G,
) (4.3.4)

P(Aj)Z{p - Z

<

Osservando che
{W=4,n..n4,

e tenendo conto che, poiché le singole prove non si influenzano tra loro,
Aj,...,A, andranno supposti indipendenti, poniamo

poo = P(A1)-...- P(Ap) =pm¢" ™, (4.3.5)
ove m rappresenta il numero dei successi nella sequenza wY, ..., w?.
Verifichiamo adesso che, con la posizione 77, Z po = 1. A tale scopo,
weN

osserviamo, innanzi tutto, che le n—ple contenenti esattamente m successi
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(0 < m < n) possono essere messe in corrispondenza biunivoca con i sottoin-
siemi di m elementi di un insieme di n elementi (basta far corrispondere a
ciascuna sequenza w l'insieme {iy, ..., iy}, con 1 < iy < ... < i, < n tale che
w; =S se j € {i1,...,im}). Percio , in base al teorema ?? (II), le n—ple con-
tenenti esattamente m successi sono (:1) Ne segue, applicando la formula
del binomio di Newton, che

> o= En: <n>pmq”m =(qg+p"=1"=1

weN m=0 m

Concludendo, avremo, per A C €,

P(A) =" po. (4.3.6)

wEA

Con la posizione (??) si potrebbe allora verificare che vale (??) e che gli
eventi A; (1 < j < n) definiti in (??) sono indipendenti (si veda per questo
gli esercizi 7?7 e 77).

Osservazione 4.3.4 Consideriamo ancora lo schema descritto nell’esempio
??. Per 0 < m < n, indichiamo con B,, l'evento "nella serie di prove si
ottengono esattamente m successi”. Per quanto visto, si ha

P(By) = (;) g™ (4.3.7)

Ci chiediamo: qual & il numero di successi piu probabile, o, in altri termini,
per quali m P(B,,) ¢ massimo? Per rispondere a questa domanda, conside-
riamo la disequazione

P(By) < P(Bmi1), 0<m<n-—1. (4.3.8)

Applicando la formula (??), & facile verificare che la condizione (?7?) ¢ equiv-
alente a
m < np—q, (4.3.9)

e che vale la disuguaglianza stretta se m < np — q. Osserviamo preliminar-
mente che, poichée 0 <p<leg=1—-p,np—g<nenp—qg=nseesolo
se p=1e g =0. Inoltre:

(I) se np —q < 0, si ha P(By) > P(By) > ... > P(By); il risultato piu
probabile € m = 0;
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(IT) supponiamo 0 < np—q < n e np—q ¢ Z; indichiamo con mg la parte
intera di np — ¢ (0 < mo < n); allora P(By) < ... < P(Bp,,) < P(Bmg+1) >
... > P(By); in questo caso, il risultato piu probabile & mg + 1;

(ITI) supponiamo 0 < np—q < nenp—q = my € Z; allora P(Bp) < ... <
P(Bp,) = P(Bpmy+1) > ... > P(By); in questo caso, i risultati pit probabili
sono (alla pari) mg e mg + 1;

(IV) supponiamo np — ¢ = n; come gia osservato, cio equivale a p = 1
e ¢ = 0; in tale caso P(By) = ... = P(B,_1) = 0, mentre P(B,) = 1;
evidentemente, il risultato piu probabile ¢ m = n.

Esempio 4.3.5 Presentiamo un primo esempio di processo di Bernoulli.

Supponiamo di lanciare 50 volte una moneta perfettamente equilibra-
ta. Consideriamo ”successo” il risultato ”testa” (T), insuccesso il risultato
"croce” (C). Allora avremo n = 50, p = g = % Se 0 < m < 50, la probabilita
di ottenere esattamente m teste (in 50 lanci) vale (‘:’3)2_50. In questo caso,
49

1
=2 =245
2 2 ’

1
np—q=>50--—
P—q B
In base alle considerazioni dell’osservazione ?7, il numero di teste piu prob-

abile e 25. La probabilita di ottenere esattamente 25 teste vale

o0 2790~ 11.
25

Esercizio 4.3.1 Dimostrare che, con la posizione (?7), vale (77).
Sugg.: supponiamo che, ad esempio, w? =S. Peri=1,...,n, indichiamo
con C; il sottoinsieme degli elementi w tali che w; = S e w, = S per @

elementi k della sequenza 1,...,n. Se w € C;, si ha p, = p'¢"*. Si pud
verificare che C; ha (7:11) elementi. Di conseguenza

P(4;) LT = S (e

= plg+p)"! =
Esercizio 4.3.2 Dimostrare che gli eventi A, ..., A, definiti in (??) sono
indipendenti.
Sugg.: si tratta di far vedere che, se 1 < j; < ... <j, <n (2 <r <n),si
ha
P(Aj 0..NAj) = P(Ajy) - .- P(A5) =p°¢" %,
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ove s indica la cardinalita di {j € {j1,...,Jr} : w? =S} Peri=s,....,n—
(r —s) =n—r+ s, indichiamo con Cj il sottoinsieme degli elementi w € Q
tali che w; = w? per j € {ji,...,Jr} € w; =S per i elementi j della sequenza
1,...,n. Se w € Cj, si ha p, = p'¢"*. Si pud verificare che C; ha (=)
elementi. Di conseguenza

P(Aj,N..NA;) = P (Ihpient = Ypsg (et h
= p’¢ g+p)"" = pd

Esercizio 4.3.3 Si giocano alla roulette i numeri 3, 13, 22. Supponiamo
di sapere che il gioco e truccato e che il numero vincente € sempre dispari.
Qual & la probabilita che esca uno dei numeri giocati? Si tenga presente che
i risultati possibili (a parte I'imbroglio) sono i numeri interi da 0 a 36.

Esercizio 4.3.4 Cinque monete false sono mescolate con 9 monete auten-
tiche. Se ne estrae una a caso.

(I) Calcolare la probabilita che venga estratta una moneta falsa.

Se si estraggono due monete (senza reimbussolamento), calcolare la pro-
babilita che

(IT) una sia falsa e una sia autentica;

(ITI) siano entrambe false;

(IV) siano entrambe autentiche.

Esercizio 4.3.5 Un’urna contiene A pietre bianche e B pietre nere. Una
seconda urna contiene C pietre bianche e D nere (A, B,C, D € N). Si estrae
una pietra dalla prima urna e la si trasferisce nella seconda. Poi si estrae
una pietra dalla seconda. Calcolare la probabilita dei seguenti eventi:

(I) la prima pietra estratta ¢ bianca,;

(IT) la prima pietra estratta & nera;

(ITI) la seconda estratta e bianca, se la prima estratta ¢ bianca;

(IV) la seconda estratta sia bianca, se la prima estratta ¢ nera.

Esercizio 4.3.6 Si estraggono due pietre con reimbussolamento da un’urna
che ne contiene 4 rosse e 2 bianche. Calcolare la probabilita dei seguenti
eventi:

(I) entrambe le pietre estratte sono bianche;

(IT) entrambe le pietre estratte sono rosse;

(ITI) le pietre estratte hanno lo stesso colore;

(IV) almeno una delle pietre estratte € rossa.
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Esercizio 4.3.7 Il senato americano comprende due senatori per ciascuno
dei 50 stati. Si estrae a sorte un comitato di 50 senatori. Qual ¢ la probabilita
che comprenda entrambi i senatori dell’ Alaska?

Trovare la probabilita che comprenda entrambi i senatori dell’Alaska
nell’ipotesi che ne comprenda almeno uno.

Esercizio 4.3.8 Lanciamo due volte un dado bilanciato. Siano A, B, C gli
eventi:

A: il risultato del primo lancio & dispari”;

B: 7il risultato del secondo lancio e dispari”:

C: ”]a somma dei risultati e dispari”.

Verificare che A, B, C, sono a due a due indipendenti, ma non comples-
sivamente indipendenti.

Esercizio 4.3.9 Un correttore di bozze esamina un testo contenente 20 er-
rori. Ogni volta che incappa in un errore, la probabilita che lo riconosca e
uguale a %.

Calcolare il numero pit probabile di errori non corretti dopo una lettura.
Calcolare il medesimo valore dopo due letture.

Esercizio 4.3.10 I bulloni prodotti da una ditta sono difettosi con pro-
babilita 1/10 e vengono messi in commercio in confezioni da quattro pezzi
ciascuna. Qual ¢ la probabilita che in una confezione ci siano piu di due
bulloni difettosi?

Esercizio 4.3.11 Sapendo che il 20 per cento dei passeggeri che hanno
prenotato non si presenta alla partenza, una compagnia aerea accetta fino a
55 prenotazioni su un volo con la capienza di 50 posti. Qual ¢ la probabilita
che (almeno) un passeggero che ha prenotato e si presenta alla partenza
debba restare a terra?

Esercizio 4.3.12 Un sacchetto contiene 9 monete con testa e croce e una
moneta con due teste. Ne estraiamo una a caso, la lanciamo 6 volte e ot-
teniamo 6 volte testa. Qual e la probabilita di aver estratto la moneta con
due teste?

Esercizio 4.3.13 Un test per individuare una malattia risulta positivo nel
99 % dei casi se applicato a una persona affetta, nel 2% dei casi se applicato
a una persona non affetta. Tenuto conto che la percentuale di persone affette
¢ valutata intorno allo 0,1% della popolazione, calcolare la probabilita che
una persona sia affetta se il test risulta positivo.
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4.4 Variabili aleatorie

Definizione 4.4.1 Siano (2,.A, P) uno spazio di probabilita, X : Q@ — R.
Diremo che X € una variabile aleatoria semplice se esistono Aq,...,An,
(m € N) elementi di A a due a due incompatibili, la cui unione é 2, e dei
numert realt aq, ...,y tn modo che,

Diremo che X & una variabile aleatoria reale (v.a.r.) se esiste una
successione di variabili aleatorie semplici (Xi)geNn di dominio 2, tale che

lim Xp(w) = X(w) Yw € Q.

k—4o00

Osservazione 4.4.1 Le definizioni di variabile aleatoria semplice e di vari-
abile aleatoria reale presentano una forte analogia con le definizioni di fun-
zione semplice (definizione 0.2.1) e di funzione misurabile (definizione 0.2.3).
Di fatto, se 2 € M, per qualche n € N e A & la classe dei sottoinsiemi
misurabili secondo Lebesgue in §2, le variabili aleatorie semplici sono proprio
le funzioni semplici, le variabili aleatorie reali sono le funzioni misurabili.

Definizione 4.4.2 Sia (2, A, P) uno spazio di probabilita. Una variabile
aleatoria n—dimensionale su 2 ¢ una funzione X : Q3 — R", con

X(w) = (X1(w), ..., Xn(2)),
tale che ciascuna componente Xj(w) (1 < j<n)é una v.a.r..

Esempio 4.4.1 Consideriamo il lancio di un dado a sei facce ben equili-
brato. Siano Q := {1,2,3,4,5,6}, A = P(Q2), P(A) := §(A)/6, VA € A.
Poniamo

X:Q—=R,

) 0 sew ¢ pari,
X(w) = { 1 se w ¢ dispari.

X & una v.a. semplice, in quanto, se poniamo A; := {2,4,6} e As = {1,3,5},
A1 e Ay sono eventi incompatibili con unione 2, X(w) = 1 se w € A,
X(w) =0sewe As.
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Esempio 4.4.2 Si lancia un dardo su un bersaglio circolare di raggio r
(r € RT). Schematizziamo I’esperimento ponendo

Q= {(z,y) € R?: 2% + 42 < r?},
A:={ACQ:Aec My}, (4.4.1)

P4) =29 gca

71-7,‘2 )

Questa scelta di P significa, evidentemente, che si ritiene che la probabilita
che il dardo finisca in A & direttamente proporzionale all’area Lo(A) di A.
E facile verificare che (Q, A, P) ¢ uno spazio di probabilita . Dato w €
(2, indichiamo con X (w) la distanza di w dall’origine (0,0). Ovviamente,
X(w) = |jw|l, ove abbiamo indicato con |.|| la norma euclidea. In base
all’osservazione 77 e al teorema 0.2.1, X € una v.a.r..
Un altro esempio di v.a.r. collegata allo stesso esperimento &

Y:Q—R,

4.4.2
Y (w1,00) = e, (842)
che misura la distanza del punto w centrato dal dardo dall’asse wj.
Infine, se poniamo
. 2
Z:Q = R7, (4.4.3)

Z(w) = (X(w),Y(w)),
otteniamo una variabile aleatoria bidimensionale.

Introduciamo ora alcune notazione: siano (€2, A, P) uno spazio di proba-
bilita e X : Q@ — R"™; se B C R", poniamo

{X e B} ={weQ: X(w) € B}. (4.4.4)
Nel caso di X v.a.r., poniamo, dato a € R,
{X<a} ={we: X(w) <a}. (4.4.5)

Analoghe notazioni saranno utilizzate per altri tipi di disuguaglianza.
Il prossimo teorema, di notevole inportanza, ha un contenuto puramente
insiemistico:
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Teorema 4.4.1 Siano (2, A, P) uno spazio di probabilita , X : Q@ — R"
una variabile aleatoria, {B; : i € T} una famiglia di sottoinsiemi di R™
dipendente dal parametro i € T, B C R". Allora:

(1) {X € UiezBi} = Uier{ X € Bi};

(II) {X € NiezBi} = Niez{ X € Bi};

(III) {X € B°} = {X € B}°.

Dimostrazione (I) Dire che w € {X € U;czB;} significa dire che X (w) €
UiezBi e quindi che esiste iy in Z tale che X (w) € B;,. Dunque w € {X €
Bi,} € Uijer{X € B;}. Viceversa, se w € Ujez{X € B;}, esiste iy € 7 tale
che w € {X € B,,}. Dunque X (w) € By, e quindi X (w) € U;jezB;, da cui la
conclusione.

(II) Dire che w € {X € N;ezB;} significa dire che X (w) € NiezB;. Cio
equivale a X (w) € B; per ogni i € Z, aw € {X € B;} per ogni i e quindi a
w € Niez{X € B;}.

(I1I) w € {X € B} se e solo se X(w) € B°. Cid equivale a w € Q e
X(w) ¢ B, a sua volta equivalente a {X € B}°.

O

Dati una variabile aleatoria n—dimensionale X e B C R", ci chiediamo
ora se abbia senso parlare della probabilita di {X € B}. Qui si presenta
il seguente problema: sotto quali condizioni, dato B C R", {X € B} ¢ un
evento, vale a dire, {X € B} appartiene alla o—algebra A ? Vedremo che
esiste una vasta classe di sottoinsiemi di R"™ per cui cio vale: i cosi detti
"boreliani” in R".

Cominciamo con un risultato preliminare:

Teorema 4.4.2 Siano Q2 e T insiemi, T # () e Vi € T sia A; una oc—algebra
in Q. Allora Njez A; € una o—algebra in €.

Dimostrazione La dimostrazione & veramente banale. Qui ci limitiamo
a provare che, se A, € N;ezA; per ogni n € N, allora UpenAn € NiczA;.
Sia i € Z. Allora, per ogni n € N, A,, € A;. Poiché A; & una o—algebra,
UneN4y € A;. Cio vale per ogni 7. Quindi UpenAy € NiezA;. O

Definizione 4.4.3 Sian € N; Indichiamo con B(R") lintersezione di tutte
le o—algebre in R™ che contengono la classe degli insiemi aperti.

Osservazione 4.4.2 In virtu del teorema ??, B(R"™) ¢ una o—algebra in
R” e puo essere pensata come la piu piccola o—algebra in R™ che contiene
tutti gli insiemi aperti. Gli elementi di B(R™) sono detti boreliani in R™.
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Si potrebbe poi dimostrare che, in uno spazio normato arbitrario, i chiusi
sono esattamente i complementari degli aperti. Quindi anche tutti gli insiemi
chiusi sono boreliani, in virtu delle proprieta delle c—algebre (vedi il teorema
?7).

Si osservi che tra le o— algebre che contengono la classe degli insiemi
aperti ¢’ M,,. Dunque, i boreliani sono tutti misurabili secondo Lebesgue.
Di fatto, B(R™) ¢ una classe piu ristretta di M,,, che contiene perd ancora
tutti i sottoinsiemi di R" che si incontrano nelle applicazioni.

Vale il seguente

Teorema 4.4.3 Siano (2, A, P) uno spazio di probabilita , X : Q — R™ una
variabile aleatoria n—dimensionale. Allora, VB € B(R"), {X € B} € A.

Definizione 4.4.4 Siano (2, A, P) uno spazio di probabilita , X : O — R
una v. a. r.. La funzione di ripartizione (o funzione distribuzione) Fx
di X ¢ la sequente

{&nR%R, (4.4.6)

Fx(t)=P(X <t), teR.

Osservazione 4.4.3 Nella definizione 7?7 abbiamo scritto P(X < t) invece
di P({X < t}), oppure P({w € Q : X(w) < t}). In generale, useremo le
notazioni P(X € B), P(X > t), ecc. invece di P({X € B}), P{X >
t}), ecc. ogni volta che questa semplificazione notazionale non dara luogo
a equivoci. Osserviamo che {z € R : z < t} & un boreliano perché & un
insieme chiuso. Percio , in base al teorema ?7, la definizione 7?7 & ben posta.

Esempio 4.4.3 Consideriamo ’esempio ??7. Si verifica facilmente che si ha

0 se t <0,
{X <t} =4 {2,4,6} se 0<t<]1,
Q se t>1.

Quindi
0 se t<0,
Fx(t)=< 1/2 se 0<t<1, (4.4.7)
1 se t>1.
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Esempio 4.4.4 Determiniamo la funzione di ripartizione della variabile a-
leatoria dell’esempio ?7. Sia ¢t € R. Si ha

0 se t<0,
{X<t}=¢ {weQ:|w| <t} se 0<t<r,
Q se t>r.
Quindi
0 se t<0,
Fx(t)=1< (t/r)? se 0<t<r, (4.4.8)
1 se t>r.

Prima di enunciare e, almeno parzialmente, dimostrare le proprieta prin-
cipali della funzione di ripartizione di una v. a. r., presentiamo senza di-
mostrazione due importanti proprieta delle misure di probabilita .

Teorema 4.4.4 Sia (2, A, P) uno spazio di probabilita . Sia poi (Ap)neN
una successione di eventi. Allora:
(1) se A, C Api1 Vn € N e A =UpenAn, allora

P(A) = lim P(A,);

n—-+00

(1) se Apt1 C A Vn e N e A =NpenAn, allora

P(A) = lim P(A,).

n——+o00

Osservazione 4.4.4 In ciascuno dei due casi del teorema 77?7 11111 P(A,)
n—-+0o0

esiste perché la successione (P(A;))nen € monotona (non decrescente nel
primo caso, non crescente nel secondo).

Teorema 4.4.5 Siano (2, A, P) uno spazio di probabilita , X : Q — R una
v. a. r.. Allora:

(I)vte R, 0< Fx(t) <1;

(II) Ya,b € R, con a < b,

Pla < X <b) = Fx(b) — Fx(a);

(111) Fx ¢ monotona non decrescente;
(IV) Fx ¢é continua a destra, vale a dire, ¥t € R, lim Fx(s) = Fx(t);

) ) s—tt
(V) tl}I—IlooFX(t) =0e tl}—rl—nooFX(t) =1.
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Dimostrazione (I) & ovvia.

(I) Siha {X <a} C{X <b} e {X <0} \{X <a} ={a < X < b}
Quindi (II) segue dal teorema ?7?(III).

(ITT) Se a < b, da (II) si ha F(b) — F(a) > 0.

(IV) Sia ¢t € R. Allora {X < t} = NMuen{X < t+ 1/n}. Infatti,
sew € Qe X(w) <t allora X(w) < t+1/n Vn € N. Viceversa, da
X(w) <t+1/nVn e N, segue X(w) < t. Infatti, se X(w) > ¢, prendendo
n sufficientemente grande si avrebbe ¢t + 1/n < Fx(w). Poiché Vn € N
{X <t+1/(n+1)} C{X <t+1/n}, dal teorema ??(II) otteniamo

Fx()=P(X <t)= lim P(X <t+1/n)= lim Fx(t+1/n). (4.4.9)

n—-+o0o

Sia ora € € RT. Per (?7), esiste ng € N, tale che Fx(t+ 1/ng) < Fx(t) +e.
Dunque, se 0 < s < 1/ng, da (III), si ha

Fx(t) —e< Fx(t) < Fx(s) < Fx(t-i— 1/??,0) < Fx(t) + €.

(V) Per ognin € N, {X < —n —1} C {X < —n}. Poiché Nyen{X <
—n} = (), si ha, applicando ancora il teorema ?7(II),
nEI—EOOFX( n) nll}rfooP(X <-n)=0 (4.4.10)
I primo limite in (V) segue allora da (?7) e da (III).
Inoltre, per ogni n € N, {X < n} C {X < n+1}. Poiché Upen{X <
n} = Q, si ha,applicando il teorema ?7(I),

lim Fx(n)= lim P(X <n)=1 (4.4.11)

n—-4o00 n—-4o00o

Il secondo limite in (V) segue allora da (??) e da (III). O

Osservazione 4.4.5 L’esempio 77 mostra che la funzione di ripartizione,
sempre continua a destra, puo non essere continua. Nel caso in questione, si
ha, ad esempio,

lim Fx(s) =0# Fx(0) =1/2.

s—0~

Si veda per questo anche ’esercizio ?7.

La funzione di ripartizione ¢ definita solo per v. a. r. Per le v.a.
n—dimensionali (n € IN), possiamo introdurre la nozione di legge:
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Definizione 4.4.5 Siano (2, A, P) uno spazio di probabilita , X :  — R™
una variabile aleatoria n—dimensionale. Definiamo legge di X la funzione

Qx : B(R") —» R,
{ Qi( B) = P(X € B), B € B(RM). (4.4.12)

Teorema 4.4.6 La legge di una variabile aleatoria n—dimensionale X e
una misura di probabilita sulla o—algebra B(R™).

Dimostrazione Innanzi tutto, & chiaro da (??) che Qx(B) € [0,1] VB €
B(R™). Inoltre,

Qx(R") = P(X e R") = P(Q) =1.
Sia infine {Bjy : k € N} una successione di boreliani in R™ a due a due

disgiunti. E chiaro allora che anche gli eventi {X € By} (k € N) sono a due
a due disgiunti. Percio , in virtu del teorema ?7(I), si ha

Qx (UrenBr) = P(X € UgenDBy)
= P(UkeN{X € Bk}) = 22021 P(X S Bk)
= > he1 Qx(Bg).

Esempio 4.4.5 Se X : 2 — R" & una variabile aleatoria che assume solo
un numero finito di valori {a!,...,a"}, si avra , per ogni B € B(R"),

Qx(B)=P(XeB)= > P(X (4.4.13)
aJEB

Il risultato dell’esempio ?7 si puo generalizzare introducendo la nozione di
variabile aleatoria discreta:

Definizione 4.4.6 Sia X una variabile aleatoria n—dimensionale. Diremo
che X & discreta se assume solo un numero finito o un’infinita numerabile
di valori.

Se X & una variabile aleatoria discreta, e assume I'insieme di valori {a/ :
j € N}, si verifica facilmente che, per ogni B € B(R"), vale la formula (?7?).
Al secondo membro di (??) ci sara una somma finita o una serie, a seconda
che I'insieme {j € N : o/ € B} sia finito o numerabile.
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Esempio 4.4.6 Supponiamo di lanciare una moneta equilibrata, fino a ot-
tenere "testa” (T). Supponiamo anche che i risultati dei singoli lanci siano
indipendenti tra loro. Poniamo

Q:={T,CT,CCT,CCCT,...}. (4.4.14)

Q) e I'insieme costituito da tutte le possibili successioni finite CC...C T', con
~—

n
n € N, a cui aggiungiamo la sequenza costituita dal solo 7" e la successione
infinita costante CCCC.... Sia w € ). Poniamo:

27"l se w=(CC..CT,
~—
— n
Po:=19 1/2 se w=T,
0 se w e la successione identicamente uguale a C.
(4.4.15)
Poniamo A = P(Q2) e, per A € A,
P(A) = po. (4.4.16)

weA

Osserviamo che

N[ —

o0 oo
P)=> 2""t=>"2"= =1

n=0 n=1 2
e non e difficile verificare che P € una misura di probabilita . Indichiamo
con X la v. a. r. che assegna a ogni sequenza il numero dei lanci da cui
¢ costituita. Dunque X(T') = 1, X(CT) = 2, ecc.. Se w ¢ la successione
identicamente uguale a C, poniamo X(w) = 4o0o0. Con piccolo abuso di
linguaggio (X assume il valore +o00, anche se solo in corrispondenza di una
sequenza con probabilita nulla), avremo che X € una v. a. r.. Sia allora
B =]10, +o0[. Evidentemente,

Qx(B) = P(X €]10,4+00[) = P(X > 10) = Z]o-ill 277
— Zgl 2—(10+i) — 2—10.

Calcoliamo la probabilita che X sia dispari. In questo caso, B = {1,3,5, ...}.
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Allora, .
Qx(B) =P(Xe{1,3,5.)= > 27
je{1,3,5,...}

=222 B = 530247

1
1—

-2
= 3.

D[
N

Definizione 4.4.7 Siano X una v. a. n—dimensionale, f € LY(R"™), non
negativa q. d.. Diremo che f é una densita di X se VB € B(R")

Qx(B)= P(X € B) = /B F(b)dt.

Osservazione 4.4.6 Si potrebbe far vedere che due densita della stessa
variabile aleatoria coincidono q. d.. Osserviamo anche che, se f ¢ densita di
X,

| rwdt = QxR =1.
-

Inoltre, se L, (B) =0,
Qx(B) = [ ft)dt=o.
In particolare, se X ammette densita , per ogni « € R", P(X = a) = 0.

Osservazione 4.4.7 Sia X unav. a. r. , che ammette la densita f. Allora,
vVt € R,

Fx(t) = P(X < 1) = / F(s)ds. (4.4.17)
]—007?5]
E vero anche viceversa; vale a dire, se esiste f € L}(R), quasi dappertutto
non negativa, che verifica (?7), & possibile dimostrare che f ¢ densita di X.
Dunque, se B € B(R), si ha
Qx(B)=P(X € B) = /Bf(s)ds.

Consideriamo cosi 'esempio ?7. Poniamo

2 se telo,r].

r2

£(t) = { 0 se te€]—o0,0[U]r,+ool,
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Allora e chiaro che, per ogni t € R,

Fx(t) = /] I s
Quindi X ammette la densita f.

Esempio 4.4.7 Consideriamo l'intervallo Q = [0,a[ (a > 0). Scegliamo "a
caso” un punto w in €. Con l’espressione ”a caso” intendiamo affermare
che la probabilita che il punto scelto appartenga a un certo sottoinsieme
B di © misurabile secondo Lebesgue ¢ direttamente proporzionale a Li(B).
Possiamo allora porre:

A:={ACQ:Ae My},
P(A) = cLy(A), Ac A,

con ¢ € RT. ¢ deve essere tale che P(Q) = 1. Quindi

1=P(Q2) = P([0,a]) = ca,

(4.4.18)

da cui ¢ = a~!'. Dunque

per ogni A € A.
Consideriamo la v. a. r. X che fa corrispondere a w € () il rapporto
delle distanze di w da 0 e da a. Percio

X:Q—=>R,
Xw)=%, we.

Determiniamo la funzione di ripartizione Fx. Per t € R, si ha:

0 se t<0,
<t} =
X<t { [O,la—_ift] se t>0,
da cui
0 se t<0,
FX(t)_{ 1%_75 se t>0.
Poniamo
0 se t<0,
t) =
f(t) { (1_&15)2 se t>0.
Si ha

F(t) = /}OO s

per ogni t € R, per cui si puo prendere f come densita di X.
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Esempio 4.4.8 Facciamo riferimento agli esempi 7?7 e 7?7. Poniamo
Xw)=w (weRM).

X ¢lav. a. r. che specifica la durata temporale del dispositivo (o l'istante
in cui cessa di funzionare). Evidentemente, per ogni ¢t € R,

0 se t<0
< = -7
X<t { 10,t]  se t>0,

per cui
0 se t<0,
Fx(t) = { foygg(s)ds se t>0.

{ g(t) set>0,

0 set <0,

si ha che § & una densita di X. Nel caso di g(t) = Xe™™ (A € RT), si
dice che X ammette legge esponenziale. Giustifichiamo questa scelta di g.
Essa segue dalla seguente ipotesi: che la probabilita che ’apparecchio cessi
di funzionare nell’intervallo temporale |¢,t+h] (t,h € R") se non si & ancora
guastato all’istante ¢ dipenda solo da h. Precisamente,

P({t < X <t+h}{X >t}) = é(h), (4.4.19)
con ¢ : RT — R. Si ha

P(t<X§X+h) o FX(t+h)—FX(t)
P(X >t B 1—-Fx(t)

P{t< X <t+h}{X >t}) =

da cui
Fx (t + h})L — Fx (t) _ ¢(hh) [1 — Fx (t)] (4.4.20)

Supponiamo ora che Fx sia derivabile in R e che ’llirr%) @ =Xe€R".
_)

Passando allora al limite per h — 0 in (?7), otteniamo che Fx soddisfa in
R™ l'equazione differenziale ordinaria

Fi(t) = A[1 - Fx(¢)]. (4.4.21)
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Da cio segue facilmente che F'x & della forma
Fx(t)=Ce ™M 41,

per qualche C' € R, C < 0. Dal fatto che F'x(0) = 0 e che supponiamo Fx

continua in R, otteniamo C' = —1. Percio ,
0 se t <0,
Fx(t) = { e M gt >0 (4.4.22)
Da (?7) si verifica facilmente che X ammette la densita f seguente:
0 se t <0,
1(6) = { Ae™  set>0. (4.4.23)

Per concludere, ci si puo chiedere quale sia il significato della condizione (?7).
Intuitivamente, il significato e il seguente: che, in un certo senso, 'usura
del dispositivo in dipendenza della sua eta e trascurabile. Infatti, questa
condizione implica, in particolare, che la probabilita che un dispositivo con
eta t raggiunga senza guastarsi l'eta 2¢ coincide con la probabilita che un
dispositivo con eta 2t raggiunga senza guastarsi l'eta 3t.

Veniamo ora alla fondamentale nozione di media di una v. a. r.. Comin-
ciamo dal caso di una v. a. r. semplice.

Definizione 4.4.8 Sia X una v. a. r. semplice sullo spazio di probabilita
(Q, A, P). Supponiamo che Q = Ay U ...U A,,, con Ay,..., A, eventi a due
a due disgiunti, e che X(w) = a; se w € A; (1 < j < m). Chiamiamo
allora media di X e indichiamo con la scrittura E(X) il numero reale

> ajP(4;).
j=1

Osservazione 4.4.8 Sipuo verificare che la definizione di £(X) non dipen-
de dalla decomposizione {A; : 1 < j < m} di Q scelta.
Osserviamo anche che, se X (w) = a Vo € w, F(X) = a.

Esempio 4.4.9 Sia X la v. a. r. introdotta nell’esempio ??. Si ha

E(X) = P(Ay) = %



4.4 VARIABILI ALEATORIE 177

Esempio 4.4.10 Consideriamo un processo di Bernoulli con probabilita di
successo e di insuccesso in ciascuna singola prova uguali a p e ¢ rispet-
tivamente (vedi l'esempio ?7). Sia X la v. a. r. che assegna alla se-
quenza w = (w1, ...,wy,) il numero dei successi che contiene. Dunque, se, per
m =0,...,n, By, ¢ 'evento introdotto nell’osservazione 77, abbiamo, in base
a (72),

E(X) = zn: m(:,L)pmq”_m-

m=1

Passiamo ora a dare la definizione generale di media di una v. a. r.:

Definizione 4.4.9 Siano (2, A, P) uno spazio di probabilita , X : & — R
una v. a. 1. tale che X(w) >0 VYw € Q. Poniamo

E(X) =sup{E(Y):Y :Q— [0,400[ v. a. r. semplice ,

0<Y(w) < X(w) VweQl. (4.4.24)
Sia, infine, X : Q@ = R una v. a. r. generica. Poniamo
Xy =¢r0X, X_:=¢_oX, (4.4.25)

con ¢4 definite in (0.2.1)-(0.2.2). Si puo verificare che X+ sono v. a. .
non negative. Se E(X;) < +o00 e E(X_) < 400, chiamiamo media di X il
numero reale

B(X) = E(X}) — B(X_). (4.4.26)

Osservazione 4.4.9 La definizione 77 richiama le definizioni di integrale
0.2.4 € 0.2.6. Di fatto, sia le misure di probabilita che la misura di Lebesgue
possono essere inquadrate in una teoria astratta dell’integrazione che le
comprende entrambe. Non sara dunque sorprendente constatare che, come
apparira nel prossimo teorema, la media ha proprieta analoghe all’integrale.

Teorema 4.4.7 Siano (Q, A, P) uno spazio di probabilita , X,V : @ — R
v. a. r. che ammettono media. Allora:

(I) X +Y euna v. a. r. che ammette media; inoltre E(X +Y) =
E(X) + E(Y);

(II) sea € R, aX & unav. a. r. che ammette media e E(aX) = aF(X);

(I1) se X (w) < Y (w) Yw € Q, E(X) < E(Y);

(IV) in particolare, se X (w) > 0 Vw € Q, E(X) > 0.
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Nel caso particolare delle funzioni semplici proponiamo la dimostrazione
del teorema ?7? come esercizio (vedi lesercizio ?77).

Veniamo ora ad alcuni risultati utili per il calcolo delle medie delle v. a.
I..

Teorema 4.4.8 Sia X una v. a. r. discreta nello spazio di probabilita
(Q, A, P). Supponiamo che Q = UjeNA;, con gli Aj eventi a due a due
disgiunti e X (w) = oj € R VYw € A;. Allora X ammette media se e solo se

[e.9]
la serie ZajP(Aj) ¢ assolutamente convergente. In tal caso,
7=1

E(X) = ZajP(Aj).
j=1

Esempio 4.4.11 Consideriamo lo spazio di probabilita dell’esempio ??. Sia
ancora X la v. a. r. che conta il numero del lanci necessario per ottenere
"testa”. Abbiamo gia visto che X assume tutti i possibili valori naturali, piu
il valore 400 con probabilita 0. Si ha, inoltre, che, ¥j € N, P(X = j) = 277.

o

Poiché la serie Zj2*j ¢ convergente (lo si vede applicando, ad esempio, il
j=1

criterio del rapporto), X ammette media e

B(X) = ijzfj. (4.4.27)
j=1

Calcoliamo la somma della serie in (??). Consideriamo la serie di potenze

o
sz, che ha raggio di convergenza 1 ed ¢ tale che, Vz € C, con |z| < 1,
§=0

izj =(1-2)"L (4.4.28)
j=0

Applicando il teorema 2.3.5, possiamo derivare in ciascuno dei due membri
di (7?) e ottenere

it =(1-2)72 (4.4.29)
j=1

che vale se |z| < 1. Moltiplicando per z, otteniamo subito, se |z| < 1,

ijzj =2(1—2)"2 (4.4.30)
j=1
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Prendendo allora z = 1/2, otteniamo
0 .
E(X)=)j27 =2
j=1

Per quanto rigurda, invece, le variabili aleatorie dotate di densita , vale
il seguente

Teorema 4.4.9 Sia X una v. a. ., che ammette la densita f. Allora X
ammette media se e solo set — tf(t) & sommabile su R. In tal caso,

B(X) = /R Lf(t)dt.

Esempio 4.4.12 Consideriamo una v. a. r. X che ammette legge espo-
nenziale (vedi l'esempio ??). Supponiamo che ammetta densita f(t) =
Ae Mx . (t), ove abbiamo indicato con x, la funzione caratteristica di [0,
+oo[. Applicando il teorema ??, otteniamo

B(X) = [jo oo MeMdt = A",
Dunque il parametro A rappresenta l’inverso della media di X.

Il teorema 77 ammette la seguente importante generalizzazione:

Teorema 4.4.10 Siano X una variabile aleatoria n—dimensionale, che am-
mette la densita f, g : R™ — R continua. Allora g(X) :=go X & una v. a.
r. e ammette media se e solo se x — g(x)f(x) & sommabile su R"™. In tal
caso,

Blg(X)) = | g(a)f(w)ds.

Dimostrazione parziale Ci limitiamo a verificare il teorema nel caso di
g : R" — R semplice, con g(x) = >3 Bjxp,;(x), ove Bi,...,Bp sono bore-
liani in R™ a due a due disgiunti e fSi,...,0, sono numeri reali. Osservi-
amo che una funzione g siffatta non & (in generale) continua, ma che ogni
funzione continua puo essere opportunamente approssimata da funzioni di
questo tipo.

Poniamo, per j =1,...,m,

Aj = {X S BJ}



180 ELEMENTI DI CALCOLO DELLE PROBABILITA’

Osserviamo che gli A; sono a due a due disgiunti. Allora, chiaramente, g(X)
coincide con la v. a. r. semplice Z?";l Bjx4;- Dunque

E(g(X)) =275 B P(4;)

j=10; fBj f(z)dx
= Jrn 27 1 5JXB () f(z)dx
= Jrn9( z)d.

Esempio 4.4.13 Consideriamo I'esempio ??. Sia X : Q — R?, X(w) = w
(Ricordiamo che @ C R?). X & una variabile aleatoria bidimensionale. Se
B € B(R?), si ha

{X e B}=QnB5B,

da cui
P(X € B) = P(QN B) = LQ(S;B) _ /Bf(a;)d:v

con
(rrH)™ se z€Q

f(x):{O se xg{Q’

Sia X la prima componente di X. Osserviamo che X;(w)? = g(X (w)), con
g:R? = R, g(x1,22) = 2. Per il teorema ?7?, si ha allora

fQ d.%'ldiL'Q
)~ (s pcos 9))2pd0)dp
= (mr? ) o Sdpf cos?(0)do

r2

Z.

E(X?) =g 2$1f(331,962)d961d$2
= (mr
= (

Definizione 4.4.10 Sia X una v. a. r., tale che E(X?) < 400. Si chiama
varianza di X il numero 0?(X) definito come

o2(X) = B((X — B(X))?).
Osservazione 4.4.10 Se F(X?) < +o0, allora X ammette media. Infatti,
dalla solita elementare disuguaglianza (1.4.3), si ha

IX|=|X]-1< (X2+1)

da cui

B(X,) + E(X_) = B(IX]) < 5 (E(X?) + 1).

N | =
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Osserviamo anche che
(X - E(X))?=X?-2E(X)X + E(X)?,
da cui ricaviamo l'utile formula
0%(X) = B(X?) - 2E(X)*+ E(X)? = E(X?) — E(X)>. (4.4.31)

Osservazione 4.4.11 Intuitivamente la varianza misura quanto una vari-
abile aleatoria e sparsa rispetto alla sua media. Per esempio, e facile verifi-
care che una v. a. costante ha varianza nulla (vedi l’esercizio ??). Se invece
X ¢ una variabile aleatoria che assume solo i valori ¢ ¢ —¢ (¢ € R™) con
probabilita %, dalla formula (??) si ha

o?(X) =2

Esempio 4.4.14 Consideriamo una v. a. r. discreta X in un certo spazio di
probabilita (£2, 4, P). Sia X (w) = a; se w € A;, con gli (A;);ez eventi a due a
due disgiunti e Z = {1, ...,n}, oppure Z = N. Supponiamo che X ammetta
media. In base al teorema ?7?, cio significa che la serie > ;o7 |ou|P(A4;) €
convergente e E(X) = > ,c7 oy P(A;). Sempre in base al teorema ?7, si ha

E(X?) =) "alP(A).
€L

Se tale somma é finita, si ha, applicando anche (?7),

o?(X) =) (i — E(X))*P(4;) = > a; P(A;) — (O ciP(A))*.

i€l 1€l i€L

Esempio 4.4.15 Sia X una v. a. r. che ammette la densita f. Allora,
applicando il teorema ?7, possiamo dire che

B(X?) = / 2 f(t)dt.

R

Qualora questa media sia finita, X ammettera varianza e
2 _ 2 2
o2 (X) _/ t f(t)dt—(/ tF(8)dt)2.
R R

Definizione 4.4.11 Siano (2, A, P) uno spazio di probabilita, T una fami-
glia dv indict e, per ogni v € I, X; una v. a. n—dimensionale di dominio
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Q. Diremo che la famiglia {X; : i € Z} ¢ indipendente (o che le variabili
{X; :i € I} sono indipendenti) se, comunque si prendano m € N, i1, ..., 0
i I a due a due distinti, B1,..., By, boreliani in R", si ha che gli eventi
{Xi, € B1},...,{Xi,, € B} sono indipendenti. In altre parole

P(X;, € By,....X;, € By)=P(X;, € By)-...- P(X;,, € Bp).

Esempio 4.4.16 Consideriamo un processo di Bernoulli (vedi l’esempio
??7). Indichiamo con € linsieme delle n—le w = (wy,...,w;,...,wy), con
Wi, ...,wn € {S,I}. Sia, per i = 1,..,n, X; una v. a. r. che dipende
soltanto dal risultato della i—esima prova. In altre parole, supponiamo che

Xi(wla ceey Wiy 7(")71) = fl(wl)u

con f;(S) = a4, fi(I) = pi. Per fissare le idee, supponiamo che, per i =
1,..,m, a; = 1, B; = 0. Verifichiamo che le variabili aleatorie {X; : 1 < <
n} sono indipendenti. Siano 1 < j; < ... < j, < n, con 1 < r < n, per
i=1,...,rsia B; € B(R). Verifichiamo che

P(Xj, € By,...X;, € B))=P(X;, € By)-...- P(X;, € B,).  (4.4.32)
Osserviamo, innanzi tutto, che si ha, per i € {1,...,r}:

0 se BN {0,1} =0,
{weQ:w;, =5} se B;N{0,1} = {1},
{weQ:w;, =1} se Bin{0,1} = {0},
Q se {0,1} C Bj,.

{X, € B;} = (4.4.33)

Dunque, se, al solito, indichiamo con p la probabilita di successo in ciascuna
singola prova e con ¢ la probabilita di insuccesso, si ha, per i =1,...,7:

se B;N{0,1} =0,
se Bin{0,1} = {1},
se BinN{0,1} = {0},
se {0,1} C B;.

P(le. S Bz) = (4.4.34)

—_eR8 o

Osserviamo allora che, se, per qualche i, B; N {0,1} = (), il secondo membro
di (??) ¢ nullo. In questo caso si ha anche

{le € Bl} n...N {Xjr S Br} = (b,
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per cui vale (??). Supponiamo invece che, per ciascun i, B; N {0,1} # 0.
Poniamo:

Iy :={ie{l,...,r}: B;n{0,1} = {1}},
Iy = {Z € {1, ...,7"} BN {0, 1} = {0}},
I3 :={ie{l,..,r} : {0,1} C B;}.

Il prodotto nel secondo membro di (?7) vale pt@1) g#(Z2) | Si ha invece

{le S Bl} N...N {X]’T S BT} = ﬁiEZHUZgAjm
ove A; ¢ definito in (?7) e w? & un elemento qualunque di © tale che w% =5
se 1 € 1y, w?i = I se i € Iy. Poiché Aj,...,A,, sono indipendenti (vedi per
questo l'esercizio ?7), si ha

P(Mierun,A5) = ] P(4;,) = p T ¢E),
i€Z1UZo

Concludiamo questa sezione con alcune importanti proprieta di famiglie
di v. a. indipendenti.

Teorema 4.4.11 Siano Xi,..., X, v. a. 7. indipendenti nello spazio di
probabilita (2, A, P), dotate di densita fi,...,fn. Allora la v. a. n—dimen-
sionale X = (X1,..., Xy,) ammette la densita

(1 ®..® fo)(@1, ooy xn) = fi(x1) - oo s fo(Tn)- (4.4.35)

Dimostrazione parziale Ci limitiamo al caso n = 2. Si potrebbe di-
mostrare che f; ® fo & misurabile in R2. Dal teorema di Tonelli, segue poi
subito che ha integrale uguale a 1. Sia B € B(R?). Consideriamo solo il
caso

B = Bl X BQ,

con Bi e By boreliani in R. Si ha allora, sfruttando il fatto che X; e Xo

sono indipendenti e il teorema di Tonelli,

P(X € B)y= P(X) € B1,Xy € By) = P(X; € B)- P(X3 € By)
= [p, filz1)dzy - [, f2(x2)dwo
= [5(f1 ® f2)(z1, z2)dz1dzs.
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Teorema 4.4.12 Siano Xi,..., X, v. a. 7. indipendenti nello spazio di
probabilita (2, A, P), dotate di densita fi,...,fn. Alloralav. a. . X1+ ...+
X, ammette la densita fi *...x f,, (vedi l’esercizio 7?7 per la convoluzione di
pit di due funzioni).

Dimostrazione parziale Ci limitiamo al caso n = 2. In virtu dell’osser-
vazione 77?7, basta provare che, Vt € R,

P(X1+Xs < t) = /}_Oo (e fa)da (4.4.36)

Poniamo By := {(z1,72) € R? : 21 + 29 < t}. B; € B(R?) perché & chiuso.
Allora, applicando il teorema 7?7 e il teorema di Tonelli, si ha

P(X1 + X9 < t) = P((Xl,XQ S Bt th fl(xl)fg(xg)d$1d$2
= [R(fj- oo g [1(z1)d21) fo(22)d2o
= Jr(j—oo g [1(z — z2)dz) fo(22)d>
= J—ooy(Ur f1(z — 22) fa(22)dx2)dx
= Jj—oo (1 * f2)(z)dx

a

Esempio 4.4.17 Consideriamo ancora ’esempio ?? (che riprendeva gli es-
empi 7?7 e ?77). Supponiamo che, nell’istante in cui il dispositivo cessa di
funzionare, entri in funzione un secondo dispositivo con le stesse caratteri-
stiche. Indichiamo con Y la durata del secondo dispositivo, regolata dalla
stessa legge. Y avra densita f(t) = e My, (t), con x funzione caratteri-
stica di [0, +oo[. Supponiamo che i tempi di durata dei due dispositivo siano
indipendenti. Sara quindi naturale supporre X e Y v. a. r. indipendenti.
Consideriamo la v. a. r. X +Y, che indica il tempo totale di funzionamento
dei due dispositivo. Allora, in base al teorema 7?7, X +Y ammettera densita

g:=fx*xf. SeteR,

« ) A(t—s) — 5)e™ s s)ds

Teorema 4.4.13 Siano X e Y v. a. r. indipendenti sullo stesso spazio di
probabilita (2, A, P). Supponiamo che ammettano entrambe media. Allora
anche XY ammette media e E(XY) = E(X)E(Y).
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Dismostrazione parziale Supponiamo che X e Y ammettano densita
, rispettivamente, f e g. Il caso di X e Y v. a. r. semplici e trattato
nell’esercizio ??. Poniamo Z : Q — R?, Z(w) = (X(w),Y(w)). Per il
teorema 77?7, Z ammette la densita f ® g. Allora, per il teorema di Fubini,
poiché XY = FoZ, con F : R?> = R, F(x1,72) = 2122, si ha, applicando
il teorema 77,

E(XY) = |gzz122f(x1)g(x2)dx1dws
= Jgz1f(z1)dz1 - [g x29(x2)dre = E(X)E(Y).
O

Teorema 4.4.14 Siano X1,..., X, v. a. r. indipendenti sullo stesso spazio
di probabilita (2, A, P). Supponiamo che Xi,...,X, ammettano tutte vari-
anza. Allora anche X1 + ... + X,, ammette varianza e

X (X1 4 oo + X)) = 2(X1) + ... + 0% X,). (4.4.38)

Dismostrazione parziale Ci limitiamo a verificare (?77?) nel caso n = 2.
Si ha, utilizzando il teorema ?7,

02(X1+ X2) = E((X1+ X2)?) — BE(X1 + X»)?
— B(X?) 4 2B(X1)E(Xy) + B(X3) — B(X))?
2B(X1)E(Xs) — E(Xs)?
= 02(X1) + 0%(X2).

|

Esercizio 4.4.1 Provare le seguenti ulteriori proprieta della funzione di ri-
partizione F'x di una v. a. r. X: siano a e b reali, con a < b; allora:

(I) Pla< X <b) = (b) Fx(a)+ P(X = a);

() Pla <X <b) = (b) Fx(a) = P(X =b);

(ITI) P(a < X <b) = Fx(b) — Fx(a) — P(X =b) + P(X = a);
(IV) esiste hm 1 Fx (t) e coincide con P(X < a);
(
(

t—
V) Fx(a )— hm L Fx (t) = P(X = a);
VI) Fx ¢ Contmua in a se e solo se P(X =a)=0.
Esercizio 4.4.2 Supponiamo di lanciare un dado equilibrato fino a ottenere
6, con i risultati dei singoli lanci indipendenti tra loro. Cotruire un modello

probabilistico dell’esperimento. Sia X la variabile aleatoria che conta il
numero dei lanci. Calcolare P(X > 10).
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Esercizio 4.4.3 Sia X una v. a. r.. Verificare che ammette media nel senso
di (??) se e solo se E(]X]) < +o0.

Esercizio 4.4.4 Dimostrare il teorema 77 nel casodi X e Y v. a. r. sem-
plici. Sfruttare il fatto che ¢ sempre possibile decomporre €2 in un numero
finito di eventi {4, : 1 < j < n} a due a due disgiunti in modo tale che, su
ciascuno degli A;, sia X che Y sono costanti.

Esercizio 4.4.5 Verificare che una v. a. r. costante ha varianza nulla.
Esercizio 4.4.6 Calcolare la varianza della v. a. r. dell’esempio 77?.

Esercizio 4.4.7 Calcolare la varianza della v. a. r. X dell’esempio ?7?.
Ricavare preliminarmente, utilizzando ancora il teorema 2.3.5, la formula

o0 2

S =

i (1—2)

valida per ogni z € C, con |z| < 1.

Esercizio 4.4.8 Siano X e Y v. a. r. semplici e indipendenti sullo spazio

di probabilita (€2, A, P). Verificare che E(XY) = E(X)E(Y).

Sugg.: supponiamo che 2 = UL Aj,con gli A; eventi a due a due disgiun-

ti, e che X(w) = a; se w € A;. Possiamo supporre che, per j = 1,...,m,
m

A; = {X = «j}. Osserviamo che X = ZanAj. Nello stesso modo,
j=1

sia Q = U}_,Bg,con i By eventi a due a due disgiunti, e che X (w) = fg

se w € By. Possiamo supporre che, per k = 1,....n, By = {Y = B}

n
Osserviamo che Y = ZBkXBk. Si ha allora
k=1

m n m n
XY =3 > aiBexaxp, = Y Y iBEXa;nB,-
j=lk=1 j=1k=1
Tenuto conto che
P(X = a;,Y = f) = P(X = a;)P(Y = f),
perché X e Y sono indipendenti, si ha allora
E(XY) = ?:1 > k=1 ajﬁk:E(XAijk)
=201 2 k=1 @B P(X = oy, Y = By)
= 2t k=1 4B P(X = ;) P(Y = f)

=Y 0 P(A;) - Yok—1 BrP(By)
— B(X)-E(Y).



4.4 VARIABILI ALEATORIE 187

Esercizio 4.4.9 Siano X e Y v. a. r. semplici e indipendenti sullo spazio
di probabilita (2, A, P). Verificare che

cA(X +Y) =d%(X)+o%(Y).

Esercizio 4.4.10 1l passo finale di un lungo calcolo richiede di calcolare la
somma di tre interi X1, X, X3. Supponiamo che

(a) i calcoli di X7, X9, X3 siano indipendenti;

(b) nel calcolo di ciascun X; (1 < ¢ < 3) la probabilita di non aver
commesso errori sia p(€]0, 1[);

(c) lerrore possa essere solo in eccesso o in difetto di 1;

(d) la probabilita di un errore per eccesso coincida con quella di un errore
per difetto.

Calcolare la probabilita che X7 + X9 + X3 sia esatto (tenendo conto di
eventuali compensazioni).

Esercizio 4.4.11 Una v. a. r. X ammette distribuzione di Poisson se puo
assumere solo valori interi non negativi e, Vk € Ny,

)\k
_ =
P(X=k)=e T,

per un certo A € R™.
Calcolare E(X) e 02(X).

Esercizio 4.4.12 Una v. a. r. X ammette densita uniforme in [a,b] (a,b €
R, a < b) se la sua densita ¢ costante in [a,b] e nulla al di fuori di [a, b]
stesso.

Calcolare E(X) e 02(X).

Esercizio 4.4.13 Calcolare la varianza di una v. a. r. con densita espo-
nenziale f(t) = Ae My, (t), con A € RT.

Esercizio 4.4.14 Siano X una v. a. r. tale che E(X?) < +o0, a,b € R,
Y :=aX +b. Verificare che

E(Y) = aE(X) +b, (4.4.39)

o3 (Y) = a*0?(X). (4.4.40)
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Esercizio 4.4.15 Siano m € R e 0 € RT. Poniamo

f:R—R,
£(t) = o—(t—m)2/(202) (4.4.41)
- 27o)

Verificare che:

(I) Ym € R, Vo € RT, [ f(t)dt =1,

(IT) se X ¢ una v. a. r. che ammette f come densita , allora E(X) =m
e o?(X) = o?.

In tale caso, diremo che X & una v. a. r. con legge normale.

Esercizio 4.4.16 Sia X una v. a. r. con densita uniforme in [0,1]. Ver-
ificare che le seguenti v. a. r. ammettono densita e calcolare tali densita

1) 3X + 1;
(1) X2
(IIT) eX.

Esercizio 4.4.17 Siano X e Y v. a. r. indipendenti nello spazio di
probabilita (2, A, P), con densita t — 2e~2yg+. Determinare la funzione
di ripartizione di 2X — Y.

(Sugg: per ogni t € R pensare a {w € Q : 2X(w) — Y(w) < t} come a
{lweQ: (X(w),Y(w)) € {(x1,22) € R?: 211 — 22 < t}}).

4.5 Legge dei grandi numeri e teorema limite cen-
trale

In questa sezione presenteremo due importanti risultati di carattere asin-
totico,vale a dire risultati che descrivono comportamenti al limite, per un
certo parametro naturale n che tende a +o0. Il loro interesse e la loro utilita
sta nel fatto che consentono, in presenza di un numero molto grande di
prove, di predire, con un certo margine di errore, un certo andamento medio
complessivo delle prove stesse.

Cominciamo con una disuguaglianza molto semplice, ma spesso assai
utile.

Teorema 4.5.1 (Disuguaglianza di Chebyscev) Sia X una v. a. 1. non
negativa nello spazio di probabilita (2, A, P), con E(X) < +oco. Allora,
Ve e RT,

P(X >¢) < E(X)/e.
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Dimostrazione Consideriamo la v. a. r. semplice Y seguente:
Y: Q= R,
>
o5 B Lca

0 altrimenti.
Allora Y (w) < X (w) Yw € Q. Segue che
eP(X >¢)=E(Y) < BE(X),

da cui la conclusione. O
Passiamo adesso al seguente fatto fondamentale:

Lemma 4.5.1 Siano X e Y v. a. 1. con la stessa legge (non necessaria-
mente definite sullo stesso spazio di probabilita ).
Allora, se X ammette media, anche Y ammette media e E(X) = E(Y).
Se X ammette varianza, anche Y ammette varianza e o*(X) = o(Y).

Dimostrazione parziale Ci limitiamo a osservare che, nel caso in cui X (e

quindi Y') ammetta densita, il risultato segue dal teorema 7?7 e dall’esempio
?7?7. 0

Veniamo ora al primo importante risultato di carattere asintotico.

Teorema 4.5.2 (legge debole dei grandi numeri) Siano X1,...,.X, v. a. 1.
indipendenti nello spazio di probabilita (2, A, P). Supponiamo che ammet-
tano la stessa legge pu e la stessa varianza o®. Poniamo

Xp = X1+ ...+ Xn)/n. (4.5.1)

Allora, Ve > 0,
P(|X, — u| > €) <0?/(ne?). (4.5.2)

Dimostrazione Osserviamo, innanzi tutto, che
E(X,) = pu.
Dunque, per la disuguaglianza di Chebyscev (teorema ?7?), si ha
P( X0 =11l 2 €) = P((Xn — 1) = &) < 0%(Xn) /2 (45.3)
Dal risultato dell’esercizio 77 e dal teorema 77, abbiamo
0?(Xn) = c2(X1 + ... + Xp)/n? = 0% /n. (4.5.4)

La conclusione segue allora da (??) e (??7). O
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Osservazione 4.5.1 1l significato intuitivo della legge dei grandi numeri e
il seguente: per n che tende a 400, mantenendo costanti u e 02, la v. a. X,
tende a coincidere con la media p (che & un numero reale) delle X;,...,X,,.

Esempio 4.5.1 Consideriamo il lancio ripetuto di un dado bilanciato. Sia,
per n € N, S, il numero dei 6 usciti in n lanci. Vogliamo stimare P(252 <
S1764 < 336).

Sia Q = {(wi,...,wir6a : w; € {1,2,3,4,5,6}}. Indichiamo, per j €

{1,...,1764}, con X, la v. a. r. che vale 1 se w; = 6, 0 altrimenti. Eviden-
1764

temente, Si764 = ZX]-. Per j =1,...,1764, le X, sono v. a. indipendenti
j=1

con la stessa legge. Si tratta infatti di v. a. semplici, con P(X; =1) =1/6,

P(X; =0)=5/6, da cui segue E(X;) = 1/6. Inoltre,

o*(X;) = E(X7)— (1/6)> = E(X,) —1/36 = 1/6 — 1/36 = 5/36.

Utilizzando le notazioni del teorema ?7, abbiamo X764 = S1764/1764. Al-
lora, per ogni € € RT, in base alla legge debole dei grandi numeri, si ha

_ 5/36
P(|X1764—1/6‘26)< /

4.5.
~ 176462 (4.5.5)

Ora,
{252 < S1764 < 336} = {% < X764 < %}

{5 <Xue1—¢§ <)

Quindi, utilizzando (??) con € = 1/42, otteniamo

P(252 < Si764 < 336) = P(’71764 — %| < é)

=1—P(| X174 — 3| > 55)

422x5/36 _ 31 ~
> 1= 75— = 55 = 0,86.

Passiamo ora a illustrare il secondo importante risultato di questa sezione,

il cosi detto teorema limite centrale. Cominciamo con alcune definizioni

e osservazioni.
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Definizione 4.5.1 Siano (X,)neNn una successione di v. a. r. e X una
v. a. 1., non necessariamente definite sullo stesso spazio di probabilita.
Indichiamo con F, e F rispettivamente le funzioni di ripartizione di X,
e X. Diremo allora che la successione (Xp)nen converge in legge a X e
sciveremo

L
X, — X

se YVt € R che sia punto di continuita per F' si ha

(4.5.6)

Tim_ F(t) = F(t).

Osservazione 4.5.2 Poiché F' ¢ non decrescente (teorema ?7 (III)), si potrebbe
dimostrare che l'insieme dei suoi punti di discontinuita e al piti numerabile.
Ricordiamo (esercizio 0.1.1) che un insieme numerabile ha misura di Lebesgue
nulla. Dunque, la convergenza in legge implica la convergenza puntuale quasi
dappertutto della successione delle funzioni di ripartizione (Fy,)neN-
Osserviamo anche che, se X e Y sono v.a.r. con la stessa legge e vale

L
X, — X’
vale anche
L
X, — Y

Definizione 4.5.2 Siano (2, A, P) uno spazio di probabilita, e X : Q@ — C.
Diremo che X ¢ una variabile aleatoria complessa (v.a.c.) se Re(X) e
Im(X) sono v.a.r..

Se Re(X) e Im(X) ammettono media, definiamo media di X il numero

complesso
E(X):= E(Re(X)) +iE(Im(X)). (4.5.7)

Definizione 4.5.3 Sia X una v.a.r. sullo spazio di probabilita (2, A, P).
Definiamo funzione caratteristica di X la funzione

{¢X:R—>C,

bx (&) = E(e®X), ¢<€R. (4.5.8)

Osservazione 4.5.3 In virtu del teorema 77, per ogni £ € R, la funzione

di dominio Q w — %X & una v.a.c., essendo

X (@) = cos(EX (w)) + isin(EX (w)).
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Ovviamente, poiché sin e cos sono funzioni limitate, le medie E(cos((X)) e
E(sin(£X)) sono definite. Ne segue che qualunque v.a.r. ammette funzione
caratteristica.

Per inciso, la denominazione ”funzione caratteristica” non sembra par-
ticolarmente felice, in quanto lo stesso termine ¢ stato usato per indicare la
funzione che vale 1 su un certo sottoinsieme del dominio, 0 al di fuori di esso.
Tuttavia questa e la denominazione di uso comune. Nell’ambito del calcolo
delle probabilita , per indicare le funzioni caratteristiche nel vecchio senso,
si parla piuttosto di ”funzioni indicatrici”.

Osservazione 4.5.4 Se X ¢ una v.a.r. che ammette la densita f, si ha,
V¢ € R, applicando il teorema 77,

6x(§) = B(e ) = B(cos(¢X)) +iE(sin(€X))
= Jy COS(E) F (D)t +i [y Sin(tE) f (1)t = [y €€ (1)t
— f(-0),

ove abbiamo indicato con f la trasformata di Fourier di f.

Enunciamo ora, senza dimostrazione, un risultato molto utile, che lega la
convergenza in legge con la convergenza puntuale delle funzioni di ripar-
tizione.

Teorema 4.5.3 (di P. Levy) Siano (Xp)neN una successione di v. a. .
e X wuna v. a. 7., non necessariamente definite sullo stesso spazio di
probabilita. Allora sono equivalenti:

(1)
L
X, — X;
(II) V¢ € R, si ha
ngrfoo ¢x, (&) = ¢x(§).
Definizione 4.5.4 Una v.a.r. X ammette distribuzione normale stan-

dard se ammette la densita f(t) = e /2/\/21 (t € R).

Osservazione 4.5.5 In base al risultato dell’esercizio 77, se X ammette
distribuzione normale standard, ha media nulla e varianza uguale a 1.

Siamo ora in grado di enunciare e parzialmente dimostrare il seguente
classico risultato:
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Teorema 4.5.4 (Teorema limite centrale) Siano, per n € N, (Q,, Ay, P)
una successione di spazi di probabilita, Xn1,...,Xpn v.a.r..Supponiamo che,

(I) per ognin € N, k € {1,...,n}, le X, ammettano tutte la stessa legge,
media p € R e varianza 0 € Rt (ancora indipendenti da n e k, in base al
lemma ?7);

(1I) per ogni n € N, le v.a.r. Xp1,...,Xnn siano indipendenti.

Poniamo, ancora per n € N,

S = (X1 + o+ X — npt) /(0/), (4.5.9)

con o := Vo2,
Allora, la successione (S})neNn converge in legge a una v.a.r. normale
standard.

Dimostrazione parziale Dimostriamo il teorema sotto 1'ulteriore ipotesi
che le X, (n € N, k € {1,...,n}) ammettano tutte la densita f.
Poniamo, per t € R, g(t) := e ¥"/2/y/27. Lasciamo al lettore verificare
che, per ogni £ € R, si ha
g(&) =7

Allora, in base al teorema di P. Levy e all’osservazione 7?7, possiamo cercare
di far vedere che, V¢ € R, vale

; L(6) = o—E%/2
HETOO ds:(§) =e . (4.5.10)
Poniamo, per n € N,
Sp o= Xp1 + ... + X (4.5.11)

Per il teorema 77, S,, ammette la densita
fni=f*..xf (n fattori). (4.5.12)
Verifichiamo che S}, ammette la densita
f5(t) == vno fn(v/not + nu), t € R. (4.5.13)
Infatti, per ogni t € R,

Po(Sy <t) = Pa(Sp < np+ /not) = Lﬁfoo,n,u,+\/ﬁot] fn(s)ds
= f]_oqt] Vo fn(y/nos + nu)ds.
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Percio , applicando ancora 'osservazione 77, si ha, V€ € R,

055 (8) = Vo [g e fo(Vnot + np)dt = [g eIV £ (5)ds
= e Vmelo f(—¢/(yno))"

(4.5.14)
ove nel passaggio finale AabbiamoA utilizzato il teorema ?? (III), in base al
quale, per ogni n € R, f,(n) = f(n)™. Si tratta dunque di far vedere che,
per ogni £ € R,

lim e VT f(—¢/(y/no))" = e €12, (4.5.15)

n—-+oo

A tale scopo, cominciamo con I’esaminare la trasformata di Fourier f . Poiché
le v. a. r. X, ammettono media e varianza, in base al teorema 77, le
funzioni ¢/ f (7 € {0,1,2}) sono sommabili in R. Segue allora dal corollarlo
77 (II) che f &di classe C2. Consideriamo allora lo sviluppo di Taylor di
f con punto iniziale 0 (in generale, f e a valori complessi, ma un risultato
analogo al teorema 3.7.1 di ” Analisi matematica A” vale anche in questo
caso). Si ha percio

fn) = FO) + f'©n + " (0n*/2 +r(n),

con 7(n) = o(n?) per n — 0. Poiché f & una densita , si ha

_ / FO)dt = 1. (4.5.16)
R
Dal corollario 77 e dal teorema 77 otteniamo inoltre
F(0) = —i / tf(t)dt = —ip (4.5.17)
R
e
£ _ 2 _ 2\ 2\ _ 21,2

_o? — 42,
Da (77?)-(??) segue allora
f) =1 —ipn— (o + p*)n*/2+ r(n), (4.5.19)
con r(n) = 0(772) per n — 0 e, per £ € R fissato,

f(=€/(Vno)) = 1 +ip&/(Vno) = (o7 + p?)€*/(2n0®) + o(n™")(n — +00).
(4.5.20)
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Indichiamo adesso con log la funzione logaritmo di dominio C\] — oo, 0] tale
che
log(z) = In(|z|) + iArg(2),

con Arg(z) €] — m,m[Narg(z). log ammette lo sviluppo di Taylor
log(1 + 2) = z — 22/2 4+ 0(2?)(z — 0). (4.5.21)

Dunque, poiché LI\IE f(=€/(vno)) = 1, da (22)-(??) otteniamo, per n —

00,

A~

log(f(=¢/(v/no)))
= log(1 + ipg/(Vno) — (0% + p?)§?/(2n0?) + o(n™1))
= iug/(vno) — (0% + 1i)§?/(2n0?) (4.5.22)
~[in/(v/na) +o(n1?)]/2 + o(n™1)
= iug/(vno) —&2/(2n) +o(n™").

Percio

e WIHE[T f(_g /(\/no))" = e—i;/ﬁuf/aen log(f(=¢/(v/no)) (4.5.23)
= =57 /240(1)
che tende a e=¢7/2 per n — 4o00.

Percio (?7) ¢ provata. O

Osservazione 4.5.6 Il teorema limite centrale & , almeno a prima vista,
piuttosto sorprendente, in quanto il fatto che S; converga in legge a una
v. a. con distribuzione normale standard e largamente indipendente dalla
legge delle v.a.r. X,;. Come vedremo negli esempi, l'interesse del teorema
sta essenzialmente nel fatto che costituisce uno strumento di calcolo piut-
tosto efficiente, grazie alle tavole della distribuzione normale standard, che
si trovano in molti libri. Tali tavole riportano i valori di

(1) = (27) /2 / 2 (4.5.24)

—0o0

per un insieme discreto di ¢t in R*.

Osservazione 4.5.7 Sotto le ipotesi del teorema 77, si potrebbe in realta

dimostrare che
lim P(S; <t)=®(t)

n—-+o00

uniformemente per ¢t € R.
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Esempio 4.5.2 Una compagnia di assicurazione deve stabilire il prezzo X
di una certa polizza per infortuni. Supponiamo che la compagnia si aspet-
ti 10.000 clienti e che il risarcimento (nel caso in cui capiti effettivamente
I'infortunio) sia di 1.000 euro. Supponiamo anche di sapere che la probabilita
che al singolo cliente capiti un infortunio sia stimata in 6-10~3. La compagnia
vuole fissare il prezzo X in modo tale che la probabilita di un guadagno netto
di almeno 10.000 euro sia non inferiore a 9/10.

Sia k il numero dei clienti che incorrono in un incidente. Se X e il prezzo
della polizza, il guadagno netto & evidentemente,

10.000 - X — 1.000 - k. (4.5.25)
Affinché il guadagno sia quanto voluto, deve percio valere
10.000 - X — 1.000 - £ > 10.000, (4.5.26)

vale a dire,

k<10(X —1). (4.5.27)

Se ko (€ {0, ...,10.000}), la probabilita che il numero di incidenti non superi
ko (ammettendo che i clienti li subiscano indipendentemente 1'uno dall’altro)
vale, in base a (77),

ko

10.
$ ( 0200) (6-1073YF(1 — 6 10~3)10:000—k (4.5.28)
k=0

numero di difficile valutazione. Seguiamo allora un’altra strada. Sia, per
Jj € {1,...,10.000}, X; la v.a.r. che vale 1 se il j—esimo cliente subisce un
incidente, 0 altrimenti. Supponiamo che le X; siano indipendenti e con la
stessa legge. Allora, se k indica il numero totale di incidenti, avremo

10.000
k=) X (4.5.29)
j=1
Si avra , per ogni j:
pi=EX;)=P(X;=1)=6-10"%, (4.5.30)

0®:=0*(X;) = E(X])—E(X;)?=6-10"°-3,6-10""26-10"". (4.5.31)

Poniamo

o =Vo2=7,7-1072. (4.5.32)
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Poniamo infine
n := 10.000 (4.5.33)

S’ = (k —np)/(v/no). (4.5.34)
Allora, se kg € {0, ...,10.000},

P(k<ko) = ]P;(giz i (Zo - W)/(lx/ﬁff)) 2
3 R
= P(S} < ky).
Il teorema limite centrale ci dice che
P(S; <kp) =2 ®(ky), (4.5.36)
con ¢ definita in (??). k; deve essere tale che
B(ky) > 9/10. (4.5.37)
Cio accade se
ky > 1,29, (4.5.38)
che implica, in base a (?77?),
ko >1,29-7,7+ 60 = 69,9. (4.5.39)
Dovra percio essere, in base a (77),
10(X — 1) > 69,9, (4.5.40)
vale a dire,
X > 17,90. (4.5.41)

Esempio 4.5.3 Lanciamo una moneta bilanciata 10.000 volte. Stimiamo la
probabilita che il numero delle teste sia compreso tra 4.950 e 5.050.

Sia, per j = 1,...,10.000, X; una v.a.r. che vale 1 se il j—esimo lancio
da testa, 0 se il j—esimo lancio da croce. B ragionevole supporre che le
X, siano indipendenti. Hanno inoltre la stessa legge, con media p = 1/2,
varianza 02 = 1/4. Se n = 10.000, S, := Z;-‘Zl X, ¢il numero totale di
teste. Dobbiamo valutare P(4.950 < S,, < 5.050). Poniamo,al solito

S* = (8 — np)/(Vno) = (S, — 5.000)/50. (4.5.42)
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Allora, applicando il teorema limite centrale, si ha

P(4.950 < S, < 5.050) = P(—1< 8% <1)=P(S: <1)— P(5; < —1)
o

(1) — B(—1). '

11l

Dalle tavole otteniamo
®(1) = 0,8413.

Inoltre, se ¢ > 0, si ha

@(—t) = (27-(-)_1/2 f__cfo 6_82/2d5 — (27.[.)—1/2 j’t-‘roo 6_82/2d5
—1- ().

Dunque,
O(—1)=1—P(1) =0,1587.

Concludiamo che
P(4.950 < S, <5.050) 20,8413 — 0, 1587 = 0, 6826.

Esercizio 4.5.1 Una moneta bilanciata viene lanciata n volte. Indichiamo
con X,, il numero delle teste uscito. Determinare n tale che P(0,4 < X,, <
0,6) sia maggiore di 0,9.

Esercizio 4.5.2 Sia, pert € R, g(t) = e_t2/2/\/ 2m. Verificare che, per ogni
£ €eR,siha ,
g = et

4.6 Catene di Markov

In questa sezione accenneremo a un interessante tipo di processo stocastico
discreto: le catene di Markov. Informalmente, per noi un processo stoca-
stico discreto sara una successione (X )nenN, di v.a.r. definite sullo stesso
spazio di probabilita (€2, A, P). Intuitivamente, n rappresenta un parametro
temporale discreto e (X;)neN, descrive I'evoluzione nel tempo di un certo
processo di carattere aleatorio.

Introduciamo la seguente

Definizione 4.6.1 Siano (52, A, P) uno spazio di probabilita, (Xp)neN, una
successione di v.a.r. in (Q,A, P), S := {s1,...,8m} un sottoinsieme finito
di R. Diremo che (Xp)neN, € una catena di Markov stazionaria con
insieme degli stati S se sono soddisfatte le sequenti condizioni:
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(1) per ogni n € Ny X,, & a valori in S;

(1I) siano ji,...,5, numeri interi, con 0 < j1 < ... < jp—1 < jp (p € N,
p>2). Sesi,...,5:, sono elementi di S (non necessariamente a due a due
distinti) e P(Xj, = siy,..., Xj,_, = si,_;) >0, allora

P(Xj, = $i,| Xjy = Sir5 s Xjp oy = 8i,0) = P(X, = 54, | X, = 8i,,);
(4.6.1)
(III) se s; e sj sono elementi di S (non necessariamente distinti), n € N e
P(Xn = 8]') > 0,
P(Xnt1 = 81| Xn = 85) = ayj,

con aj; indipendente da n.

Osservazione 4.6.1 Relativamente alla definizione 77, 'insieme S rappre-
senta l'insieme degli stati che il sistema puo assumere nel tempo.

Il punto (II) della definizione 77 ¢ la cosi detta proprieta di Markov
che caratterizza questi processi. Il suo significato intuitivo e il seguente:
che la conoscenza del processo in istanti precedenti a j,—1 (ji,...,jp—2) non
fornisce ulteriore informazione sulla sua evoluzione dopo j,—1 (all’istante jp),
rispetto alla sola conoscenza dello stato del processo all’istante j,—_1.

Infine, il punto (III) rappresenta la stazionarieta del processo, nel senso
che la probabilita che X,,11 = s; se X,, = s; non dipende da n e quindi non
varia nel tempo.

Osservazione 4.6.2 Sotto le condizioni (I)-(III) della definizione ??, pos-
siamo associare al processo la matrice m x m A = (a;j)1<i,j<m, tale che, se
per un certo n, P(X, = s;) >0,

aij = P(Xnq1 = si| Xy = ;). (4.6.2)

A ¢ una matrice stocastica, vale a dire, una matrice a termini reali non
negativi, con la somma dei termini in ciascuna colonna uguale a 1. Infatti,
se P(X, = s;) > 0, poiché

Ut<ism({Xn+1 = si} N { X5 = s5}) = { X = 85},

si ha

P(Xnt1=5:,Xn=s;
S ay = S P(Xupn = 5K, = ) = Sy, Dapce ez
=1.
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Esempio 4.6.1 (Rovina del giocatore) Due giocatori disputano una serie di
partite con risultati indipendenti tra loro e dallo stato iniziale. Supponiamo
che

(I) la probabilita che il primo giocatore si aggiudichi una singola par-
tita sia p (€ [0, 1]), la probabilita che il secondo giocatore si aggiudichi una
singola partita sia ¢ =1 — p;

(IT) in ogni partita ci sia in palio un euro;

(I1T) i capitali dei due giocatori alla partenza siano, rispettivamente, a e
b (a,b € Ny);

(IV) la sequenza si interrompa se uno dei due giocatori perde tutto il suo
denaro.

Indichiamo con X, il capitale del primo giocatore dopo n partite (n €
Np). X, puo assumere valori compresi tra 0 e a + b. Poniamo dunque

S :={0,...,a+b}. (4.6.3)

E intuitivamente chiaro che (Xn)neN, € una catena di Markov. Ci limitiamo
a verificare che vale (II) della definizione ?? nel caso particolare j, = jp—1+1.
Consideriamo a questo proposito vari casi.

Vediamo, innanzi tutto, il caso

1<s, , <a+b-1 (4.6.4)

In questo caso, entrambi i giocatori dispongono di denaro.

I'valori di Xj,,...,X;, _, dipendono solo da a, b e dall’andamento delle partite
di indice non superiore a j,—1, mentre il risultato della j,-esima partita e
indipendente da questi. Ne segue che

p se s, =8, , +1,

se si, = Si,_; — 1,

P(ij = Sip‘le = Siy, "'7ij—1 = 8ip-1) = q
0 altrimenti .

Allo stesso risultato si perviene considerando P(X;, = s;,|X;,_, = si,_;)-
Consideriamo il caso
Sip_; = 0. (4.6.5)

In questo caso, il primo giocatore non puo giocare. Si ha dunque

1 ses; =0,
P(ij = Sip|Xj1 = Sty e Xjp 1 = sipfl) - { 0 altriﬁnenti .

Allo stesso risultato si perviene considerando P(X;, = s;,|X;,_, = 0).
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Un ragionamento analogo si applica, infine, al caso
Si,_, = a+b. (4.6.6)

Abbiamo dunque una catena di Markov. La matrice A descritta in generale
nell’osservazione ?7 sara la matrice (aij)o<i j<a+b, tale che

1 sei=75=0,
p sel<j<a+b-1i=75+1,
aj=9 q sel<j<a+b-1i=j5—-1, (4.6.7)
1 sei=j=a+b,
0 negli altri casi.

Ci poniamo ora le seguenti domande:

(I) qual e la probabilita che il secondo giocatore esaurisca il suo denaro?

(IT) Qual & la probabilita che il primo giocatore esaurisca il suo denaro?

(ITI) Qual ¢ la probabilita che il gioco continui indefinitamente?

Il primo caso corrisponde all’evento A, := U,,en,{Xn = a+b}, il secondo
all'evento By := Upen,{Xn = 0},il terzo a Cy := (Aq U B,)°. Abbiamo
scritto a al piede di A e B perché, per rispondere alle domande (I)-(III), si
rivelera conveniente considerare il caso in cui la cifra posseduta dal primo
giocatore all’inizio sia un generico s € {0,...,a 4+ b}. Gli analoghi di A4,, B,
e C, saranno Ag, B, Cs. Indichiamo con ps, ¢s, s le probabilita di Ag, Bs,
Cs nei rispettivi spazi. Osserviamo allora, innanzi tutto, che

p0:07 QO:L TOZOa

4.6.8
pa+b = 11 Qa-i-b = 07 Ta+b = 0 ( )

Inoltre,

ps+qs+rs=1 Vse{0,..,a+b}. (4.6.9)
Supponiamo ora di essere nel caso Xg = s € {1,...,a+b—1}. Indichiamo con
B Pevento ”il primo giocatore si aggiudica la prima partita”, con v 'evento
71l secondo giocatore si aggiudica la prima partita”’. Allora

ps=P(As) = P(A,NB) + P(A;N7) = 2G50 P(3) + LG p(y)
= pP(As|B) + qP(As]v).
(4.6.10)
Se il primo giocatore si aggiudica la prima partita, passa dal capitale s al
capitale s + 1. Da (??) & quindi chiaro che, per s =1,...,a+b— 1, si ha

Ps =D Ps+1+q-DPs—1, (4.6.11)
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da cui, poiché p + ¢ =1,

P(Ps+1 —Dps) = q(ps —ps—1),1 <s<a+b-—1.

Supponiamo ora 0 < p < 1. Allora, da (?7) segue
_q
Ps+1 —DPs = E(ps —ps—1),1<s<a+b-1
e quindi, da (??),per s=1,...,a+b—1,

q q q
Ps+1 — Ps = ];(ps _ps—l) = (E)z(ps—l _ps—2) = .= (5

Dunque, da (??) e (??) otteniamo
1= patp —po = 2020 (psr1 — ps) = L2507 (2)*m

_{(a+b)p1 sep=q=1/2,

1— a-+b
LUt ey

Ne segue che

) = sep=q=1/2,
1= 1—
TG/ /qp/)ﬁb sep#q

e,pers=1,...,a+b,

ps = XiZo(pin — i) = Xi=0(9)
—aib sep=q=1/2,
= 1— s
U sep .

Invertendo i ruoli dei due giocatori, otteniamo anche

{ athos sep=q=1/2,
q = 1— a+b—s
o

Da (?7)-(?7?), segue subito che, per ogni s € {0, ...,a + b},
s +qs =1,

da cui
rs = 0.

)sp1-

(4.6.12)

(4.6.13)

(4.6.14)

(4.6.15)

(4.6.16)

(4.6.17)

(4.6.18)

(4.6.19)

(4.6.20)



4.6 CATENE DI MARKOV 203

Torniamo al caso generale, vale a dire, supponiamo solo che siano sod-
disfatte le condizioni (I)-(III) della definizione ??. Consideriamo la matrice
stocastica A definita in (?7). Poiché si tratta di una matrice quadrata (m x
m), ha senso considerare le sue potenze A' (I € Ny), ottenute tramite la
maltiplicazione standard (righe per colonne) delle matrici. Introduciamo
O]

allora la notazione seguente: se [ € Ny, 1 < 4,5 < m, indichiamo con a;;j

termine di posto (i,) di A'. Allora vale il seguente

Teorema 4.6.1 Supponiamo di essere nelle ipotesi della definizione ?7. Sia
A la matrice definita in (?7). Siano poi ji,...,jp interi non negativi, tali che
0<j1<..<Jjp1<Jp (P=>2) Si,..,5, elementi di S (non necessaria-
mente a due a due distinti) e P(X;, = sy, ..., X, , = si,_;) > 0. Sia infine
l = jp— jp—1. Allora
_ _ _ _ @
P(ij = Sip|Xj1 = Sil, ...,ij71 = Sipfl) = a/ip,ipfl‘ (4621)
Dimostrazione parziale Per la proprieta di Markov, ¢ sufficiente conside-
rare il case p = 2. Scriviamo allora j al posto di j; e j + 1 al posto di jo. Ci
limitiamo a provare il risultato per [ = 2. Si ha allora

P(X;=s;;,Xj+2=5i,)

P(Xjt2 = 5i,|X; =5i) =

P(X]':Sil)
—ym P(X;=5i1,Xj+1=8k,Xj+2=8iy) (4.6.22)
— k=1 P(Xj=si) :
Sia k tale che P(X; = si,, Xj41 = s;) > 0. Allora
P(Xj:5i1 ,Xj+1:Sk,Xj+2:Si2) — P(Xj:5i1 ,Xj+1:Sk,Xj+2:Si2) P(Xj:5i1 ,Xj+1:sk)
P(Xj=si) P(X;=si;,Xj+1=5k) P(X;=si;)

= P(Xjt2 = 55| X5 = 53y, Xj1 = s53)

X P(Xjp1 = i X = si))

= Qjy kAL iy -
(4.6.23)

L’identita dimostrata con la formula (??7) vale anche nel caso P(X; = s;,, Xj41 =
si) = 0. Infatti, in questo caso
P(XJ = Silan+1 = Sk-,Xj+2 = SiQ)
P(Xj = 5i1)

=0,

mentre

P(Xj:3i1 7Xj+1:8k)
P(Xj:sil)

ari, = P(Xjp1 = s Xj = 54) =
=0.
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Da (??) otteniamo allora
2
P(Xjro = 85| X5 = 5i,) = 2plq Qi kQkiy = az(g,)il- (4.6.24)
Esercizio 4.6.1 Relativamente al problema della rovina del giocatore, ve-
rificare la validita della proprieta di Markov nel caso j, = jp—1 + 2.
Sugg. : ci limitiamo al caso 1 < s;,_, <a+b—1. Allora

P(ij = Sip‘le = Sil, ""ij—l = Sip—])

_ P(X5 =84 v X 1 =8, 7Xj]g_1+2:5%'p)
P(le =S7;1 ,...,ij71 :Sip71 )

o P(lezsil""7ij—1:Sip—l7ij—l+1:'s7:p—1+1’ij—1+2:sip)

- P(lezsil""’ijflzsipfl)

+P(Xh:S"l7""ij71:5l'p717ij71+1:8ip71_17ij71+2:5ip)
P(Xj1:3i17"'7ij_1:5ip_1)

P(le :Sil 7""X‘7.p71 :Sipfl ’ijfl""l:Sipfl -‘,—17ij71+2:81‘1))
P(le =Siy ,...7ij_1 =Sip_q 7ij_1+1:3ip_1 +1)
P(le =Siy ""’ij—l :sip—l ’ij—l+1:'sip—1 +1)
P(Xj1 :Sil ,..‘,X]'p71 :sipfl)
+ P(le :Sil 7""ij71:5ip71 7ij71+1:8ip71 —1,ij71+2:81'p)
P(Xj, =5y ,...,ij_l =Si, 7ij_1+1:Sip_1 —1)
P(le :Sil ,...,ij71 =S¢p71 7ij71+1:5ip71 71)
P(le :Sil ,...,X]'p71 :S’.pfl)

= P(Xj, 142 = i, | X5y = Siys 0y Xjp oy = Sip_ 1, Xj, 141 = 8ip,_, +1)

XP(ij71+1 = Si, + 1|Xj1 = Siy, ...,ij71 = 5@';,71)
+P(ij71+2 = Sz'p|Xj1 = Siq ...,ij71 = Sip717ij71+1 = Sip71 — 1)
XP(X]'p_1+1 = Sip—l — 1|Xj1 = S "'7ij—1 = Sip—1)

= P(Xj, 1+2 = 8i,|Xj, 141 =85, , +1)
XP(Xj, 141 =8i, , + 11X, , =5, ;)
+P<ij71+2 = Sip’ijA-i-l = Sip_1 — 1)
XP(ij—1+1 = Sip_1 — 1|ij—1 = 5ip—1)’

ove nell'ultimo passaggio abbiamo usato il caso j, = j,—1 + 1.



Indice

0 Preliminari 3
0.1 La misura di Lebesguein R™ . . . .. ... ... .. ..... 3
0.2 Teoria dell’integrazione secondo Lebesgue . . . . ... .. .. 6
0.3 Tecniche operative per il calcolo di integrali . . . .. . .. .. 11
0.4 Identificazione di funzioni misurabili coincidenti quasi dap-

pertutto . . . . ... 14
0.5 Passaggio al limite sotto il segno di integrale . . . . . . . .. 15

1 Spazi normati 19
1.1 Norme . . . . . . o 19
1.2 Nozioni di carattere topologico in uno spazio normato . . .. 25
1.3 Successioni in uno spazio normato e completezza . . . . . . . 27
1.4 Spazi con prodotto interno, spazi di Hilbert . . . . . .. ... 34
1.5 Proiezioni ortogonali in uno spazio di Hilbert . . . . .. ... 40
1.6 Serie di Fourier . . . . .. ... ... ... .. ... .. ..., 46
1.7 Un’applicazione degli sviluppi di Fourier all’ equazione del

calore . . . . ... 50

2 Funzioni di una variabile complessa 57
2.1 Funzioni olomorfe. . . . . . ... ... ... ... ....... 57
2.2 Integrali complessi . . . .. ... ... ... ... ... ..., 65
2.3 Funzioni analitiche . . . . . . .. ... ... ... ....... 73
2.4 Singolarita isolate e sviluppi di Laurent . . . .. ... .. .. 81
2.5 Ilteoremadeiresidui . . . ... ... ... ... .. ...... 85
2.6 Funzioni olomorfe e funzioni armoniche . . ... .. ... .. 99
2.7 Principio del massimo e problema di Dirichlet per I’equazione

di Laplace nella circonferenza unitaria di R®> . . . . ... .. 101

205



206

ELEMENTI DI CALCOLO DELLE PROBABILITA’

2.8 Trasformazioni conformi e problema di Dirichlet per 'equa-

zione di Laplacein R? . . . . . .. .. .. ... .. ...... 107
2.9 Un metodo di discretizzazione alle differenze finite per il pro-

blema di Dirichlet . . . . ... .. ... ... ......... 113
La trasformata di Fourier 121
3.1 La trasformata di Fourier in LY(R™) . . . ... ... .. ... 121
3.2 Laclasse D(Q) . . . . . .. 131
3.3 La trasformata di Fourier in L2(R™) . .. ... ... ..... 133
3.4 Derivate deboli, convoluzione e trasformata

di Fourier . . . . . . . . ... 137
3.5 Alcune applicazioni della trasformata di

Fourier a problemi di equazioni differenziali . . . . . . .. .. 142
Elementi di calcolo delle probabilita 149
4.1 Spazi diprobabilita . ... ... ... ... ... . ...... 149
4.2 Elementi di calcolo combinatorio . . . ... ... ....... 155
4.3 Probabilita condizionata e indipendenza . . . . . . .. .. .. 157
4.4 Variabili aleatorie . . . . . . . ... ... o L. 165
4.5 Legge dei grandi numeri e teorema limite centrale . . . . . . . 188
4.6 Catenedi Markov. . . . ... ... ... .. ... ....... 198



