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Prefazione

In queste note trovate esercizi utili a: meglio assimilare la teoria, applicarla a
oggetti pitl particolari e concreti di quelli generali che si trovano nelle ipotesi e
tesi dei teoremi, prepararsi per la prova scritta. L ultima sezione ha le soluzioni
di tutti gli esercizi. Essendo questi molti e scrivendo il file di fretta, se trova-
te errori segnalateceli e li correggeremo prontamente. Non abbiamo messo lo
svolgimento di nessun esercizio: per questo avete gli appunti che avete preso a
lezione.

Tra gli esercizi ne trovate molti che sono nella forma vero/falso. IL’affer-
mazione € da ritenersi falsa se e solo se esiste un esempio concreto che non la
soddisfa. Li si puo svolgere in ordine decrescente di indolenza: rispondendo alla
domanda senza motivazione; provvedendo controesempi alle affermazioni false;
provvedendo controesempi a quelle false e dimostrazioni per quelle vere. Se-
condo la nostra esperienza, ¢ utile rispondere ad almeno alcune delle domande
articolando nei dettagli le motivazioni della risposta.
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1 Numeri, operazioni, insiemi, funzioni

1.1 Numeri naturali, interi, razionali
1.1.1 Numeri naturali

Esercizio 1.1 (i) Scrivere insieme dei divisori di 8, 18, 30. Awvendo fatto
ci0, possiamo calcolare velocemente il numero di divisori di 27, 12, 422

(i) Siano m,n € N, m,n > 1, m:n = q con resto di r. Mostrare che se p > 1
divide m e n, allora divide anche r.

(iii) Mostrare che la differenza dei quadrati di due numeri interi successivi é
un numero dispari.

(iv) Usare (iii) per calcolare velocemente 1+3+5+7+9+114+13+15+17+19.

(v) Sia n un numero naturale positivo. Mostrare che n* — 1 ¢ dispari o é
divisibile per 8.

(vi) Mostrare che per ogni numero naturale n,

n(n—l—l).

L4243+ +n=—"7

1.1.2 I numeri interi

Esercizio 1.2 (i) Alwvariare din in Z, calcolare il valore di (—1)™, di (—1)”2
e di =G
2

(2) Siano m,n interi e x un razionale. Calcolare le potenze:
(xy)m’ xm—&-n’ x—m’ xm—n, (xm)n
(iii) Vero o falso? Un sottoinsieme A di N ha sempre minimo: esiste m € A
tale che m <n per ognin € A?
(iv) Vero o falso? Un sottoinsieme A di 7 ha sempre minimo?

(v) Vero o falso: per ogni coppia m,n di numeri interi con m < n, esiste un
intero p tale che m < p <n?

(vi) Un sottoinsieme A di Z ¢ inferiormente limitato se esiste | intero tale
che Il < n per ogni n in A. Vero o falso: se A é inferiormente limitato,
allora ha minimo.



1.1.3 I numeri razionali

Esercizio 1.3 Risolvere in Q le sequenti equazioni e disequazioni (lo si puo fare
senza fare conti).

(i) Equazioni.

(z— 1)(z +2) = 0; x+; : (:c—1)1( il
(2112)2 =0; (22 —1)(2* +2)=0; 2 =2

(i) Disequazions.

(z—1D(x+2)>0 (z—1D(z+2)<0; (z—1)(z+2) <0
rz—1 r—1
r+2 ;

>0
x+2 7
1 . 1

G- DE+2) =" GoDET2)

(5’3*1)2 (35*1)2 2 2
>0 (2 — > > 2.
=5 20 >0; (z 1)( +2)>0; z>2

< 0;

1.2 Insiemi e funzioni
1.2.1 Linguaggio e logica
1.2.2 Insiemi

Esercizio 1.4 Dire quali delle sequenti proprieta valgono per ogni terna A, B, C

di insiemi.

(i) AnN(BUC)=(AnB)U

(ii) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
(iti)) AU(BNC)=(AUB)N

(iv) AU(BNC)=(AUuB)N(AUCQC)
(1) A\ (BUC)=(A\B)U(A\C)
(vi) A\ (BUC)=(A\B)N(A\C)
(vii) A\ (BNC)=(A\B)n(A\C)
(viii) A\ (BNC)=(A\B)U(A\C)
(it) A\ (B\C)=(A\B)\C

(x) A\ (B\C)=(A\B)U(ANBNC)



(zi) (ANB)xC=(AxC)N(BxC)
(zii) (AUB)x C=(AxC)U(BxC)
(ziii) (AUB) x (CUD)=(AxC)U(AxD)U(BxC)U(Bx D)
(ziv) (A\B) x C =(AxC)x (BxC)

1.2.3 Funzioni

Esercizio 1.5 Dire quali delle sequenti affermazioni sono vere e quali false per
ogni funzione f: A — B.

(i) Per ogni scelta di E,F C A, si ha che f(E)U f(F)= f(EUF).

(i) Per ogni scelta di E,F C A, si ha che f(E)N f(F)=f(ENF).
(iii) Per ogni scelta di E,F C A, se ENF = 0, allora si ha che f(E)Nf(F) = 0.
(iv) Per ogni scelta di E,F C A, si ha che f(E)\ f(F)= f(E\F).

(v) Se f & suriettiva, allora per ogni scelta di E,F C A, si ha che f(E)N
f(F)=f(ENF).

(vi) Se f ¢&iniettiva, allora per ogni scelta di E, F C A, si ha che f(E)Nf(F) =
f(ENF).

(vii) Sia f suriettiva. Per ogni scelta di E,F C A, se ENF =0, allora si ha
che f(E)N f(F) =

(viii) Sia f iniettiva. Per ogni scelta di E,F C A, se ENF =, allora si ha
che f(E)N f(F) =

(xzi) Se f & suriettiva, allora per ogni scelta di E,F C A, si ha che f(F)\
f(F) = f(E\F).

(x) Se f & iniettiva, allora per ogni scelta di E, F C A, si ha che f(E)\ f(F) =
f(ENF).

(zi) Per ogni scelta di P,Q C B, si ha che f~Y(P)U f~1(Q) = f~1(PUQ).
(zii) Per ogni scelta di P,Q C B, si ha che f~(P)N f~1(Q) = f~Y(PNQ).
(ziii) Per ogni scelta di P,Q C B, si ha che f~1(P)\ f~1(Q) = f~1(P\ Q).
(ziv) Per ogni scelta di E,F C A, si ha che f(E)N f(F) C f(ENF).

(mv) Per ogni scelta di E,F C A, si ha che f(E)N f(F) 2 f(ENF).

Esercizio 1.6 Dire quali delle sequenti affermazioni sono vere e quali false per
ogni coppia di funzioni f: A — B, g: C — D tali che f(A) C C.

(i) Se g ¢ suriettiva, allora go [ & suriettiva.



(i) Se [ é suriettiva, allora go f & suriettiva.
(i1i) Se g e f sono suriettive, allora go f é suriettiva.
(iv) Se g ¢ iniettiva, allora go f ¢ iniettiva.
(v) Se f é iniettiva, allora go f ¢é iniettiva.
(vi) Se g e f sono iniettive, allora go f ¢& iniettiva.
(vii) Se g e f sono biunivoche, allora (go f)~t =g~ 1o f=1.
(viii) Se g e f sono biunivoche, allora (go f)™' = f~tog™!.
(ixr) Se A=B e f=14, allorago f=g.
(z) Se C =D eg=1I¢c, allorago f = f.
(xzi) Se f é costante, allora go f & costante.

(xzi1) Se g & costante, allora go f & costante.

(ziii) Se go f & costante, allora f é costante o g & costante.

2 Numeri reali

2.1 Numeri reali

Esercizio 2.1 Dire quali delle sequenti proprieta valgono per ogni coppia A, B
di sottoinsiemi di R. Negli enunciati (ix)-(zii), —A = {x: —z € A}.

(i) sup(AU B) = max(sup A, sup B)
(i) sup(A N B) = max(sup A, sup B)
(

min(sup A, sup B)

)
(iii) sup(AU B)
(iv) sup(A N B) = min(sup A, sup B)
(v) inf(A U B) = min(inf A, inf B)
(vi) inf(A N B) = min(inf A, inf B)
(vii) inf(AU B) = max(inf A, inf B)

) = max(inf A, inf B)
(iz) inf(—A
(z) inf
(zi) sup(—A) = —sup A

(zi1) sup(—A) = —inf A

(
(

(viii) inf(AN B
( —inf A
(

—A) =
—A)=—supA



(ziii) AC B = sup A <supB
(ziv) ACB — inf A<infB
(zv) ACB = supA >supB
(zvi) AC B = inf A>inf B
(zvii) se AC B e A# B, allora sup A < sup B

Esercizio 2.2 Determinare sup e inf dei sequenti insiemi. Dire in quali ca-
si st tratta di massimo e di minimo. Dire quali degli insiemi sono limitati
inferiormente o superiormente.

(i) A={::neN,n>1}
(i) A={-L:neNn>1}

(iii) A= {(*jl)" ‘neNn> 1}

n+1]

(iv) A= {2
(v) A={1+(-1)":n e N}
(vi) A:{xzzxéR,—1§x§2}

:neN,nZl}

(vii) A={2?:z € R,—1 <z <2}
(viii) A={z? 1z e R, -1 <2 <2}
(ir) A={zeR:a?+z—1=0}
(x) A={zeR:2”+2-1<0}
(wi) A={z eR:2? +2—-1<0}
(zit) A={z eR:2*+2—12>0}
(riv) A={(-1)"n:n € N}

2.2 Funzioni monotone

Esercizio 2.3 Siano E,F CR, f: E—>R, g: F >R, f(E) C F. Stabilire la
monotonia di g o f in base a quella di g e f. Cioe,

(i) se f é crescente e g é crescente, allora go f é...%
(ii) se f é crescente e g € decrescente, allora go f e...7
(i1i) se f & decrescente e g é crescente, allora go f é...7

(iv) se f & decrescente e g ¢ decrescente, allora go f ¢é...7



(v) se f ¢& strettamente crescente e g e crescente, allora go f é...7

(vi) se f & strettamente crescente e g & strettamente decrescente, allora g o f
.7

(vii) se f e crescente e g é costante, allora go f é...7
(viii) se f é costante e g é crescente, allora go f é...7
(iz) se f & strettamente crescente, allora f=1: f(E) = R é...7

(z) se f ¢ strettamente decrescente, allora f=1: f(E) = R é...7

Esercizio 2.4 SianoEC ACR, f: A= Resiaflg: F =R, flg(x) = f(x),
la restrizione di f a E. Quali delle sequenti sono vere?

(i) Se f é crescente, allora f|g é crescente.
(ii) Se f ¢ strettamente crescente, allora f|g € strettamente crescente.

(i1i) Se f|g é crescente, allora f é crescente.

Esercizio 2.5 Siano f,g: A — R, con A C R. Quali delle sequenti afferma-
zioni sono vere e quali false?

(i) Se f & crescente e g & crescente, allora f + g é crescente.

(ii) Se f & crescente e g é decrescente, allora f + g mon é crescente, né
decrescente.

(iii) Se f é crescente e g é crescente, allora fg é crescente.
(iv) Se f ¢ crescente, g é crescente e g > 0 su A, allora fg e crescente.

(v) Se f é crescente, g & crescente e f,g sono positive su A, allora fg é
crescente.

(vi) Se f ¢ crescente, allora —f & decrescente.
(vii) Se f ¢ crescente, allora f% ¢ crescente.
(viii) Se f ¢ crescente, allora f3 ¢ crescente.
(iz) Se f ¢ crescente e f >0 su A, allora f* ¢ crescente.

A volte, ragionando come negli esercizi 2.3 e 2.5, si riesce a stabilire la monotonia
di una funzione su un intervallo senza fare conti, o quasi. Non succede spesso,
ma quando succede possiamo risparmiare molto lavoro.

Esercizio 2.6 Dire quali delle sequenti funzioni sono crescenti o decrescenti sul
loro dominio.

(i) f:(0,+00) = R, f(z) = g



1,400) = R, f(z) =2 CE+1’

(i) f: (=

(iii) f:(0,4+00) = R, f(x) =

(iv) f:(1,400) > R, f(z) =logy(2? — 1);

(v) f:(=00,=1) = R, f(z) =logy(a® — 1);
(

(vi) £+ (0,400) 5 R, f(x) = Ty

(vii) f:(1,+00) = R, f(z) = (%)4
(viii) f: (foo,—\/é] = R, f(x) = y/logy(x? — 1);
(iz) f:[V2,+00) = R, f(z) = 9V/log, (2 -1)

3 Successioni e limiti di successioni

3.1 Alcune proprieta dei limiti

Esercizio 3.1 Quali delle sequenti affermazioni sono vere?

(i) Se {an}, {bn}, {cn}, {dn} sono successioni in R e se a, ~ ¢y, by, ~ dy,
allora a,, + b, ~ ¢, +d,,.

(i1) Se {an}, {bn}, {cn}, {dn} sono successioni in R e se a ~ ¢y, by, ~ dy,
allora anb,, ~ c,d,.

(iii) Se {an}, {bn} sono successioni in R e se a, ~ by, allora a,* ~ b,2.

(iv) Se {an}, {bn} sono successioni in R e se a, ~ by, allora 29" ~ 2bn.

Esercizio 3.2 Sia {c,}5%, una successione limitata in R e sia {a,}>2, una
successione in R. Quali delle sequenti proprieta sono vere?

(i) Se esiste lim, o0 a, € RU {£oo}, allora esiste L = lim, oo (anc,) €

R U {%o0}.
(ii) Se esiste lim, o an € R, allora esiste L = lim,,_yo0(ancy,) € R.
(#ii) Se esiste lim, oo an, = 0, allora esiste L = lim,,_,o(ancy,) = 0.
(iv) Se esiste lim,, o, a,, € {£o0}, allora esiste L = lim,, o (ancy) € {£o0}.

(v) Se esiste lim, o a, € RU{xoo}, allora esiste L = lim,—o0(an + ¢,) €
R U {£oo}.

(vi) Se esiste lim,, o a, € R, allora esiste L = lim,, o0 (an, + ¢,) € R.

(vii) Se esiste lim,_,~ a, = 0, allora esiste L = lim,, o0 (an + ¢,) = 0.



(viii) Se esiste lim, _,oc a, € {£oo}, allora esiste L = lim, ,oo(an + ¢,) €
{to0}.

Esercizio 3.3 (Successioni e sottosuccessioni) Sia {a,} una successione in
A, A CR. Quali delle sequenti affermazioni sono necessariamente vere e quali
false?

(i) Se A=10,1], allora {a,} converge a un limite in A.

(i1) Se A =0,1], allora {an} ha una sottosuccessione convergente a un limite

in A.
(iii) Se A = (0,1], allora {a,} ha una sottosuccessione convergente a un limite
in A.
(iv) Se A= (0,1], allora {a,} ha una sottosuccessione convergente a un limite
in [0,1].
(v) Se A = [0,400), allora {a,} ha una sottosuccessione convergente a un

limite in A.
(vi) Se A =[0,40c0), allora {a,} ha una sottosuccessione convergente a +0oo.

(vii) Se A = [0,400), allora {a,} ha una sottosuccessione avente limite in

[0, 4-00] = [0, +00) U {0}

(viii) Sia A =R. Se {an} ha limite, allora {a,} & definitivamente crescente o
definitivamente decrescente.

(ix) Sia A =1R. Se {a,} ha limite in A, allora {a,} ha una sottosuccessione
crescente o una sottosuccessione decrescente.

(x) Sia A =R. Selim, o a, = +00, allora {a,} & definitivamente crescente.

(xzi) Sia A = R. Se lim,_, o an, = 400, allora {a,} ha una sottosuccessione
crescente.

(xii) Sia A = R. Se lim, o0 ap, = 00, allora {a,} ha una sottosuccessione
strettamente crescente.

(ziii) Sia A = R. Se lim, o0 a, = 400, allora non ha una sottosuccessione
decrescente.

(ziv) Sia A =R. Se{a,} ha limite in A e ha una sottosuccessione strettamente
crescente, allora mon ha una sottosuccessione strettamente decrescente.

(zv) Sia A ={0,1}. Allora {a,} ha limite.

(zvi) Sia A ={0,1}. Allora {a,} ha una sottosuccessione costante.
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3.2 Calcolo dei limiti di succesioni

Esercizio 3.4 Calcolare, se esiste in R U {£oo}, lim, o an per le sequenti
successioni {ay}:

L 2n=n?2  (I+n+n®)(n-3?% | P +1)2-(n+1)°
)ty (9 e (i) A
, 1 o2 2435 (p41)0—(n—1)8
(10) L4 ok m (0) 2555 (o) =2, (i (,(121133_5”2_1)3,
o (2=n)@2n—5)2\" 3.2 45.4n (2" +1)2 453"
(vi) ( @2 —1)? ) ) e W g
D= (=) _)-D”
(z1) — (zii) (—=1)", (xiit) (=1)" -n, (ziv) CEESE (zv) (1) ,
(zvi) n27", (zvii) %2", (zviit) logQ(n)’ (ziz) igijgg;, (zz) n*/",

(zai) n*/V7 (zaii) nt/ 19820 (zaiii) n‘logg(lolgzhﬂ), (xxiv) \/ﬁlog2(n),

(n34+1)3 — (n+1)8 > +1)2 - (n+1)° (n®+1)2 - (n+1)8

(zav) - , (zzvi) - , (zavit) 5 ,
TTVILL (n+ 1)~ (n—1)° TTIT (n+1)*— (n—1)° zzz) n~Y"
( ) (’I'L2 I 1)3 _ (’I’L2 _ )37 ( ) (ng + 1)2 _ (ng _ 1)27 ( ) )

1
(zazai) nV" 2" (zxii) nTV" 277 (zawiii) sign(4 —n), (zzziv) |4 —n),

(zzav) 73n2 +5-2 (zxzvi) —3n_2 52" (zzavii) 7313 -2 "
omn —|—7’l4 ’ 2-n +’I’L_4 ’ 92-n _|_n4 )
. 3n245.27" . 3n?2+5.27" 3n~4t+5.27"
(ﬂf.er’LZZ) W, (1’.7733133) W, (.fl) W,
(ali) 2, (atii) 2, (atidi) 22t 31082(R) () () L082 (") £ 20
n! n! 5n + 7logy(n) 3n + nlogy(n)

37L+6\/E . /n! - 9 n 9 n
— AL 142 142
(xlv) 372 1 6V (xlvi) TR (xlvii) ( + n) , (wlvidi) ( + n2) ,

v (1+2) @ (142)7
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4 Funzioni trigonometriche e funzioni trigono-
metriche inverse

Esercizio 4.1 Risolvere le sequenti equazioni e disequazioni trigonometriche
nei domini specificati.

(1) cost=1/2 in R; (2) cost =1/2 in [0,27); (3) cost =1/2 in [2m, 47);

(4) cost+sint =0 inR; (5) cost+sint =0 in [0,27); (6) cost+sint >0 in R;

(7) cost +sint > 0 in [0,27); (8) cost +sint >0 in [—m,7); (9) cost +sint > V2 in R;
(10) tant =1 4n R; (11) tant =1 in (—x/2,7/2); (12) sint =1/5 in R;

(13) sint =1/5 in [-7/2,3/27); (14) arcsint = 7/3 in R; (15) arctant = 10 in R.

Esercizio 4.2 (i) Al variare di s in [—1,1], scrivere le soluzioni t € [m,27]
di cos(t) = s.

(i) Al variare di s in [—1,1], scrivere le soluzioni t € [—m,0] di cos(t) = s.
(iii) Al variare di s in R, scrivere le soluzioni t € (—w/2,3/27) di tan(t) = s.

(iv) Al variare di s in [—1, 1], scrivere le soluzionit € [—7n/2,3/27] disin(t) =
s.

5 Numeri complessi

5.1 Definizione e proprieta algebriche

Esercizio 5.1 Calcola le sequenti espressioni:

(1) (2 + 30)(2 — 3i); (n’)%, (#33) (2 + 3i)(1 —14)|, (iv) '1;_?7 ,
() i, i3, i3, i*, i®, (vi) (14142, (vii) Re<§j§z> (viid) Im<§t§z)

(iz) Re((x +1iy)?), (z) Im((z +1iy)?), (xi) |(z + zy)2| )
Esercizio 5.2 Trova le soluzioni in C delle equazioni:

(i) 22 = —4, (i1) 22 —2+1=0, (ii1) 2* — 22 -2 =0, (iv) 2% —2iz—1=0,
(v) 2% = 2iz+1=0.

12



5.2 Rappresentazione trigonometrica e esponenziale dei
numeri complessi

Esercizio 5.3 Trova le soluzioni in C delle equazioni:
(i) 22 =14, (1) 2> =1+14, (i) 2> =1—V3i, (iv) 22 +22+1=0,
(v) 2* =1, (vi) 2% =1, (vii) 23 = 2i, (viii) 2° + 22+ 22+ 22 + 241 =0,
(ix) 2° =2 +1i; (x) 2° = =2 +1.

13



6 Soluzioni

6.1 Numeri, operazioni, insiemi, funzioni
6.1.1 Numeri naturali, interi, razionali

Numeri naturali Esercizio 1.1.

(i) Divisoridi8: {1,2,4,8};di18: {1,2,3,6,9,18}; di 30: {1,2,3,5,6.10, 15, 30}.
I tre numeri hanno tre fattori e il numero dei divisori dipende solo da quan-
ti di essi sono distinti e con quale potenza appaiono nella scomposizione
in fattori.

(ii) L’intero p divide m e n se e solo se m = pmy e n = pny, cone my,ny
numeri naturali. Allora,

r=m—qn=pmy — gpni = p(m1 — qn1),
quindi p & un divisore di r.
(iii) Se i numeri sono n, n + 1, allora
n+1)2—n*=n*4+2n+1-n*=2n+1,

che ¢ dispari.

143454419 = (170 + (22 —1%) + (3> = 2%) + - + (10> — 9%)
= 10?
100,

perché tutti i quadrati tra 12 e 9% appaiono con il segno + e il segno —.
Con lo stesso ragionamento, possiamo mostrare che

1+34+5+--+2n—1)=n?
per ogni naturale n.

(v) Poiché n? — 1= (n+1)(n—1),0n —1en+ 1 sono entrambi dispari, o
sono entrambi divisibili per 2 e uno di essi, ancora meglio, ¢ divisibile per
4.

(vi) Disegnate un quadrato n X n su un foglio a quadretti (con un valore di n
di vostra scelta) e colorate il quadretto pit in basso nella prima colonna,
i due quadretti in basso nella seconda colonna, eccetera. Calcolate poi
I’area della regione colorata. Il ragionamento non dipende dal numero n
che avete scelto.
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I numeri interi Esercizio 1.2.

T AT L
(i)
(xy)™ = 2™y™, 2" =", 2T = 1m7 "t = g, (z™)" =™
x x
(iii) Vero.
(iv) Falso.
(v) Falso.
(vi) Vero.
I numeri razionali Esercizio 1.3.
(i) Equazioni.
(@—D)(x+2)=0: {1,-2): z;; —0: {1): mzo: 0;

(55_1)2 2 2 2
TH=O: {1}; ("= 1D)(2"+2)=0: {1,-1}; 2 =2: 0.

(ii) Disequazioni. Ricordare che z € Q.

(z—1(x+2)>0: x<-2Vx>1L (z-1)(z+2)<0: -2<x<1;
(r—1D(x+2)<0: —2<x<1;

z—1 z—1
>0: x<-2Vx>1l;, —2>0: x<-2Vx>1,
T+ 2 T+ 2
1 1
— >0 x<-2Vx>1l, —<0: -2<x<1;
(z=D(x+2) — (z—=1D(z+2)
_12 _12
[t i P ) S BTSRRI
T +2 x+2

(2 =12 +2)>0: x<-1vx>1;22>2: —x< —V2Vx>V2

6.1.2 Insiemi e funzioni

Linguaggio e logica
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Insiemi
1. Esercizio 1.4: FVFVFVFVFFVVVV

Vediamo quali (utili) proprietd abbiamo verificato essere vere per ogni terna
A, B,C di insiemi. In questo e altri esercizi dello stesso tipo, non ¢ importante
mandare a memoria le risposte vere, ma puo essere utile rileggerle. In pratica,
quando una proprieta di questo tipo serve, la si ricostruisce facilmente, se la si
¢ vista in precedenza.

(i) AN(BUB)=(ANB)U(ANCQC)

(ii) AU(BNB)=(AUuB)N(AUCQC)

(iif) A\ (BUC) = (A\B)N(A\C)

(iv) A\ (BNC) = (A\ B)U(4\C)

(v) (ANB)xC=(AxC)n(BxCQ()

(vi) (AUB)xC=(AxC)U(BxC(C)

(vii) (AUB)x (CUD)=(AxC)U(AxD)U(BxC)U(BxD)
(viii) (A\B)xC=(AxC)x (Bx()

Funzioni

1. Esercizio 1.5: VFFFFVFVFVVVVFV.
2. Esercizio 1.6: FFVFFVFVVVVVE.

Vediamo quali (utili) proprietad abbiamo verificato essere vere.
Dall’esercizio 1.5, per ogni funzione f : A — B risultano essere vere:

(1) Per ogni scelta di E, F C A, si ha che f(E)U f(F) = f(EUF).

(2) Se f & iniettiva, allora per ogni scelta di E, F C A, si hache f(E)Nf(F) =
f(ENF).

(3) Sia f iniettiva. Per ogni scelta di B, F C A, se ENF = (), allora si ha che
fE)Nf(F) =

(4) Se f & iniettiva, allora per ogni scelta di E, F' C A, si ha che f(E)\ f(F) =
J(E\F).

(5) Per ogni scelta di P,Q C B, si ha che f~1(P)U f~1(Q) = f~{(PUQ).
(6) Per ogni scelta di P,Q C B, si ha che f~1(P)N f~1(Q) = f~{(PNQ).
(7) Per ogni scelta di P,Q C B, si ha che f~1(P)\ f~1(Q) = f~1(P\ Q).
(8) Per ogni scelta di E, F C A, si ha che f(E)N f(F) 2 f(ENF).
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Dall’esercizio 1.6 abbiamo che per ogni coppia di funzioni f : A — B, ¢ :
C — D tali che f(A) C C, sono vere:

1) Se g e f sono suriettive, allora g o f & suriettiva.

2) Se g e f sono iniettive, allora g o f € iniettiva.

3) Se g e f sono biunivoche, allora (go f)~' = f~1o

5) SeC=Deg=Ig,alloragof=Ff.

6) Se f e costante, allora g o f & costante.

(1)
(2)
3)
(4) Se A=Be f=14,alloragof=g.
()
(6)
(7)

7) Se g e costante, allora g o f & costante.

6.2 Numeri reali
6.2.1 Numeri reali

1. Esercizio 2.1: VFFVVFFVFVFVVFEFVF

2. Esercizio 2.2. Quando scrivo sup (inf) significa che non c¢’¢ massimo
(minimo). (i) inf = 0,max = 1; (ii) min = —1,sup = 0; (iii) min =
—1,max = 1/2; (iv) min = —1/2, max = 1; (v) min = 0, max = 2; (vi)
min = 0,max = 4; (vii) min = 0, max = 4; (viii) min = 0,sup = 4; (ix)
min = (-1 —/5)/2,max = (=1 +/5)/2; (x) inf = (=1 — /5)/2,sup =
(=1+V5)/2; (xi) min = (=1 = V/5)/2, max = (=1 + v/5)/2; (xii) inf =

—00, sup = +o0; (xiii) inf = —oo, sup = +o0.

Le (utili) proprieta vere nell’esercizio 2.1, che valgono per ogni coppia A, B di
sottoinsiemi di R, sono:

1) sup(A U B) = max(sup A, sup B)

2) sup(A N B) = min(sup A, sup B)
3) inf(A U B) = min(inf A, inf B)
4) inf(A N B) = max(inf A, inf B)
5) inf(—=A) = —sup A
)
)
)

6

C/}

up(—A) = —inf A
7)) ACB — supA <supB

8) ACB — infA>infB

(
(
(
(
(
(
(
(
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6.2.2 Funzioni monotone

Esercizio 2.3: (i) crescente; (ii) decrescente; (iii) decrescente; (iv) crescente;
(v) crescente; (vi) strettamente decrescente; (vii) costante; (viii) costante; (ix)
strettamente crescente; (x) strettamente decrescente.

Da questo esercizio apprendiamo che il comportamento di crescente/decrescente
rispetto alla composizione ha delle analogie con quello di affermazione /negazione.

Esercizio 2.4: VVF

Esercizio 2.5: (i) V; (i) F; (ili) F (p.es. f(z) = g(z) = 2 su R ¢ un
controesempio); (iv) F'; (v) V; (vi) V; (vii) F; (viii) V; (ix) V.

Esercizio 2.6: (i) decresce; (ii) cresce; (iii) cresce; (iv) cresce; (v) decresce;
(vi) cresce; (vii) cresce; (viii) decresce; (ix) cresce.

6.3 Successioni e limiti di successioni
6.3.1 Alcune proprieta dei limiti

Esercizio 3.1: FVVF. In (i) a,, = 1+% =1+ 77, bn = d,, = —1 costituiscono
un controesempio. In (iv) a,, = n? e b, = n? + n sono un controesempio.
Esercizio 3.2: FFVFFFFV
Esercizio 3.3: FVFVFFVFVFVVVFFV

6.3.2 Calcolo dei limiti di succesioni

Esercizio 3.4: (i) —1; (ii) 1/4 ; (ili) —6 ; (vi) 400 ; (v) 4 ; (vi) 2/5 ; (vil) o0
; (viil) —1; (ix) 8 ; (x) 1; (xi) 0; (xii) non esiste ; (xiiil) non esiste ; (xiv) 0 ;
(xv) =1 ; (xvi) 0 ; (xvii) 4o0; (xviil) 0; (xix) logy(3); (xx) 1; (xxi) 1; (xxii) 2;
(xxiii) +o0; (xxiv) +00; (xxv) +00; (xxVvi) +00; (xxVvil) 0; (xxVill) —00; (XXiX)
—o00; (xxx) non esiste; (xxxi) +oo; (xxxii) 0; (xxxiii) —1: (xxxiv) 400; (xxxV)
5; (xxxvi) +oo; (xxxvii) 0; (xxxviiil) +oo; (xxxix) 0; (x1) 3; (xli) 0; (xlii) +o0;
(xliii) 2/5; (xliv) 1; (xlv) +oo; (xIvi) +oo; (xlvii) €2; (xlviii) 1; (xlix) +oo; (1) 1.

6.4 Funzioni trigonometriche e funzioni trigonometriche
inverse

Esercizio 4.1 Nelle soluzioni a seguire, k indica un qualunque numero intero. (1)
7 /2 + 2km; (2) ©/3, 5/3m; (3) ©/3 + 2w, 5/3w + 2m; (4) 3/4w + km; (5) 3/4m,
3/4m 4 m; (6) Uj__ . oo(—m/4 + 2km, 3/4m + 2kn); (7) [0,3/47) U (7/4n, 2);
(8)(—m/4,3/4m); (9) impossibile; (10) 7/4 + km; (11) w/4; (12) arcsin(1/5) +
2km, 7 — arcsin(1/5) + 2km; (13) arcsin(1/5), m — arcsin(1/5); (14) v/3/2; (15)
impossibile.

Esercizio 4.2: (i) t = arccos(s); (2) t = —arccos(s); (3) t = arctan(s),
t = arctan(s) + m; (4) t = arcsin(s), t = © — arcsin(s).

Il 2<—-1lel<4,ma—-2-1>-1-4
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6.5 Numeri complessi
6.5.1 Definizione e proprieta algebriche

Esercizio 5.1: (i) 13; (il) —5/13 + 12/134; (iii) v/26; (iv) v2; (v) 4, —1, —i.1,4;
(vi) 24; (vil) —5/13; (viii) 12/13; (ix) 2 — y?; (x) 2zy; (xi) 22 + y2.

Esercizio 5.2: (i) +2¢; (i) § + i?; (iii) 4v/2,+i; (iv) 4 (con molteplicita
doppia); (v) (1 £ v/2)i.

6.5.2 Rappresentazione trigonometrica e esponenziale dei numeri

complessi
Esercizio 5.3. (i) z = +e'™/*4 = w%; (ii) z = £v/2e/8; (iii) 2 = +/2e " ™/6 =
+v2 (? - %), (iv) z = +e™/6 +e~m/6 cioe, z = + (? + %) , (§ - %),

(v) z = 1,i,—1,—i; (vi) z = e™*/3 con j = 0,1,2,3,4,5, cioe: z = £1,4e™/6 +e=m/6,

ciovs 2 = 1,4 (3 + 1) % (- §)s (vii) 2 = V2 EHE) con k = 0,1,2.

vi1) poiché -z +2z24+2°+2°+2"+2°) =1— 2", le soluzioni sono z =
.arctan 1/242k7

—1,i(§+%) ,i(@—%); (ix) 2 = 5! ™ con k = 0,1,2,3, 4;

. —arctan 1/24+7+2kw
5 ,con k=0,1,2,3,4.

(x) z = V/5¢
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7 Limiti e continuita

Per questa prima serie di esercizi sono sufficienti i primi strumenti di algebra
dei limiti e i risultati sui limiti di successioni.

Esercizio 7.1 Calcolare i limiti per x — oo e per x — 0 delle sequenti
Sfunzioni

o 2t + 2241

o 15 —2

e 2" pern € N (distinguere tra n pari e dispari)
*

° z+1
T

8

22
o 1

8

Esercizio 7.2 Dimostrare che il limite per x — +oo di sin(z) e cos(xz) non
esiste

Esercizio 7.3 Considera la successione n” con n € N. Dimostra che

+oo ser >0
lim n" = 1 ser =20
e 0 ser <0

Esercizio 7.4 Considera la successione b con n € N. Dimostra che

400 seb>1

m b — 1 seb=1
n—-+oo B 0 se —1<b<1
# seb< —1

Esercizio 7.5 Determinare i limiti delle sequenti successioni
1. n3 43"
2. n3 437"
3. n73 43"

4. m73 437"
Esercizio 7.6 Calcolare i sequenti limiti

lim 1— (1)

r—r+00 X
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1
lim 5
z—2 12 — 4

z+1

Esercizio 7.7 Calcolare i sequenti limiti
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lim logy(z + 1)

2.
Jim log,(z +1)
3.
. 241
lim 3
z——oo x> — 1
4.
|
lim
r—1 {L'?’ —1
5.

lim z2+27°
r——+00

Esercizio 7.8 Dimostrare che non esiste il limite della funzione

()

per x — 0, ma che tale limite esiste per x — +00 e calcolarlo.
Dimostrare che esiste il limite della funzione

"(3)
r-sm | —
T

per x — 0 e anche per x — +o0, e calcolarli.

Esercizio 7.9 Studiare la funzione L - sin(x), indicando
e il dominio massimale

e il limite, se esiste, per x — +0o0

e il limite, se esiste, per x — 0

e se la funzione é pari o dispari o nessuna delle due cose

Esercizio 7.10 Esercizio difficile Dimostrare che

1-— 1
G
z—0 x 2
Suggerimento: wusa il cambio di variabile y = %z e Videntita cos(2y) =
cos(y)? — sin(y)?.
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Esercizio 7.11 Esercizio difficile
Dimostrare che la successione

1 n
an:(1—|—> , neN
n

e crescente. Invece la successione

1 n+1
bn(1+) , neN
n

e decrescente. Dimostrare che a, < b, per ogni n e di conseguenza che a, é
una successione limitata dall’alto e che quindi esiste

lim a, =€
n—-+o0o

si tratta del “numero di Nepero”.
Dimostrare infine che anche la successione b,, ha lo stesso limite per n — oo.

Esercizio 7.12 Calcolare i sequenti limiti

o3 -1
%IH%) 3 +1 (1)
23 -1 @)
r——1+ 1’3 +1
22 - sin(z)

xr~ —x
li 6
a:igli I4 ( )
-1
lim — (7)

e—too 215 + 1

Gli ultimi due sono piu difficili

iiil%\/l—l—yc;\/l—av 9)

La difficolta media degli esercizi che seguono € maggiore dei precedenti. Inol-
tre, per gli esercizi che seguono & necessario utilizzare anche (ma non solo) i limiti
notevoli visti a lezione.
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Esercizio 7.13 Mostrare che sono vere le sequenti uguaglianze

limwza7 Va € R

x—0 €T

lim (quE)I:(iC Ve e R
T

r—+00

limM:b, vbeR

z—0 €T
lim x-((l—i—g) —1>:np, vneN, peR
r—+00 X

Esercizio 7.14 Calcolare i sequenti limiti

. x? —4r+3
m-—
z—0 222 — 10z + 12
. 22 —4x+3
m ——
z—too 222 — 102 + 12
x? —4r+3

Iim ———
x—3 222 — 10x + 12

Va3 — bx

im 5
z—0- 8%+

I x? 23 +5x+1
im —
z—+oo \ 22 + 1 2 -1

sin(z) — cos(x)

lim

z—0 x

Esercizio 7.15 Si costruisca una funzione f: R — R per ognuno di questi casi

1. con una discontinuita a salto finito in 0 e una discontinuita eliminabile

mn 1

2. con una discontinuita a salto infinito in 3

o

infinito in 1
con tre discontinuita eliminabili
con infinite discontinuita a salto finito

con infinite discontinuita a salto infinito

XS G

con una discontinuita del quarto tipo in 1
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8 Derivate

Esercizio 8.1 Calcolare la derivata delle sequenti funzioni nel punto x = —1
z® + b (1)
S5x - €” (2)
sin(m - ) (3)
cos (g . as) + a3 (4)

Esercizio 8.2 Siano f,g due funzioni derivabili in 1 tali che f(1) =2 e g(1) =
3, f/(1) eg'(1) =1, si calcoli

f+29) (1)
f-9) (1)
f-93)()
w (4

Esercizio 8.3 Siano f,g due funzioni derivabili in 1 tali che f(1) =1 e g(1) =
-1, f'(1) =4 e ¢'(1) = =2, si calcoli

1. (
2. (
3. (

Esercizio 8.4 Mostrare che per ogni o € R wvale

1 o —
lim 7( + x) 1 = «.
x—0 x

Nel prossimo esercizio consideriamo dei limiti per la cui risoluzione puo tor-
nare utile l'esercizio precedente e la seguente formula, valida per una certa
funzione f(z) derivabile nel punto x,

f(x) = f(xo) + f'(x0) - (x — 20) + o(x — x0).
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Esercizio 8.5 Calcolare i sequenti limiti

lim cos(z) — 1
z—0 e —1
2

lim In(1 + z*)
x—0 €T

. In(1+ x)
im ——
z—=04/1+2 -1
lim In(sin(x))
e—0+ In(z)

z—0+  sin(x)
. e’ —1
lim —————
z——oco sin(z) + x

. . <1>
lim «x-sin| —
Tr—r+00 xT

. In(3 — z)

im -——-—

a2 /4 — 1 — /2
et —e "
lim

z—0 e% —1
xT
lim —
r—+oo T
e’
lim 3
x—0 X

— cos(x)

1
lim In(1+€%)In <1 + >
Tr——+00 xX

2 sin®(2)

290 4 sin(z°)

m cos(y/z) — 1

(10)
(11)
(12)

(13)

Esercizio 8.6 Esprimere le sequenti derivate in utilizzando le funzioni f(x)

e f'(z)
fx+1)
(@)
x

e (3)

eV f(z)+5z

cos(f(x)) + In(f(z))

f(a® +€™)
f(3x - sin(x))
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Esercizio 8.7 Calcolare le derivate delle sequenti funzioni

2 + 122 — 1 (1)
x - In(x) (2)
1,3 . esin(m) (3)
cos(cos(x))) (4)
(2 — sin(x)
tan(z) = =00 (5)
2cos(z) (6)
ex2+x+1 (7)
In(z? + 2+ 1) (8)

Esercizio 8.8 Determinare i punti stazionari delle sequenti funzioni indicando
quando possibile se si tratta di massimi o minimi locali/globals.

z+1
21 .

z+3
T+5 @
sin(3x) (3)
2 ()
xIn(z) (5)
zln(x) — 2z (6)

Esercizio 8.9 (esercizio difficile) Dimostrare che, se f: X — R ¢ una fun-
zione tale che

f(@) > f(xo) + f'(xo)(x — o) Va,z0 € X,

allora il rapporto incrementale rispetto a xg, cioé la funzionery 5, (x) = M,

r—x0
e una funzione crescente per ogni g € X.

Esercizio 8.10 (Esercizio difficile) Dimostrare il teorema di Cauchy: per
ogni a,b € R tali che [a,b] fa parte del dominio di f e g, esiste xg € (a,b)

tale che
f'(xo) _ f(b) — f(a)

g'(xo)  g(b) —g(a)’

Esercizio 8.11 Per ognuna delle sequenti funzioni indicare

e il dominio massimale
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e se la funzione é pari, dispari o periodica
e intervalli di crescenza e decrescenza

e massimi e minimi relativi

e se la funzione € convessa o concava

e i limite per x — +00 se esistono

e cventuali asintoti verticali, orizzontali o obliqui

e cventuali punti di non-derivabilita
et —x 42
er —1
z—1

v —2

_ 2?2 —2cx 41
flx) = { In(x)

72

2 -1

-1 — a2

re’

rz+1
xIn(x)
21‘
212+1

sin(z?)
3 +5
)

(10)
(11)

(12)

Esercizio 8.12 Calcolare il polinomio di Taylor di grado 8 per le sequenti

funzioni per x — 0
cos(x)

tan(z)
P +r+3
In(z + 1)
In(z? + 1)

28

(1)
(2)
3)
(4)
()



1

1+
esin(a:) (7)
eTH (8)
In(1 + 327) 9)
e %" 4+ sin(z) (10)
cos(In(1 + z)) (11)

e’ 41
e +1 (12)

(14 )* per a numero naturale 0 < a < 1

(13)
sin(x) — x cos(z/3) (14)
(15)
(16)

In(1 —x) 15
5% 16
1

D — 17

1+ 2+ 22 (17)

Esercizio 8.13 Calcolare i sequenti limiti

T —14+In(1l -
lim € + In( x)

z—0  tan(z) —x
2
e — cos(z) — a2
lim (4 ) =5 (2)
x—0 X

51+tan(m)2 -5
lim ——— 3
P50 1 cos(x) 3)
. z?-In(1 + z) + tan(x)
lim -
0+ sin(z) + V&
: _ T 2
lim sin(z) — ze® + z* cos(x)
z—0 (ex — 1)3

Esercizio 8.14 Calcolare le derivate delle funzioni arctan(zx), arcsin(x), arccos(z)
cioé le funzioni inverse di tan(x),sin(x), cos(z) rispettivamente.

Esercizio 8.15 Caloclare i sequenti limiti

. wsin(x) +In(1 — 2?)
lim
=0 x2(2x + 22)?

. 1+In(z) —e* !
lim —————
a—1 22 —2x+1
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In (1'”‘) — sin(2x)

1=z
I
250 x - sin(z)
-y (1tz
0 (e 4+ ™% — 2)(e® — e~ 7)

tan(x) o _
i € + cos(z) — sin(z) — 2
x—0 ln(l + .233)

Esercizio piu difficile

. arctan(z) —
lim ———————=—
2—1sin (Zz) tan(rx)

9 Integrali

Esercizio 9.1 Per ognuna delle sequenti funzioni f(x) determinare gli integrali

indefiniti e il valore dell’integrale definito fol f(z)dx

sin(@) . cos(x)

€9
()
o f(z) =3" 4 cos(x) + 4a°
()
()
o f(z) =2 +sin (%)

Esercizio 9.2 Calcolare il valore dei sequenti integrali
3
/ (2z + 1)*dx
0

1
/ (7Tz + 2" 4 3¢ ™) dx
0

™

/0g (2sin(3x) + cos(2x))dx

/_1 (1- 3x)%dx

1

9
1
/ i \/Edm
1

x2
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Esercizio 9.3 Determina il valore di questi integrali

7 1
/2 (3x—5)%dx 1)

8 1

/0 rroi ™ @
2 241

/O e N, (3)

(22 + 2+ 5)%
T sin(x)
/0 cos(x)? (4)
°In(x)? + 1dm (5)

1 x-In(x)

w3

/0 2 sin(z) cos(z)d (6)

/1 : ) ;. (7)

3

Le prossime due sono un po’ piu difficili

/O T da (8)

/0 ! in(2r)e"ds ()

Esercizio 9.4 Considera una funzione h: [0,1] — RT derivabile. Dimostra che
per ogni esponente reale v > —1, la funzione

h(z)" - h'(x)

e integrabile e calcola il valore dell’integrale
1
/ W) - B (2)da.
0

Esercizio 9.5 Considera una funzione h: [0,1] — RT derivabile. Dimostra che
la funzione

W (x)

h(z)

e integrabile, e calcola il valore dell’integrale
12/
h
/ (z)dcc
o h(z)
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Esercizio 9.6 Determina il valore di questi integrali

3

/1e x - In(z?)dx (1)

V3
/ arctan(z)dx (2)
1
Piu difficili
V3
/ x? - arctan(z)dz (3)
1

2
/ In(z)dx (4)
1

/1 In(z? + 1)da (5)
0

Esercizio 9.7 (Esercizio difficile) Calcolare l’area dell’ellisse di equazione

con a,b € R numeri positivi.

Esercizio 9.8 Calcolare i sequenti integrali

b
T
———dz, a,beR (1)
/a 2 +1
€ em
d 2
/1 der — 17 @)
€ em
| @ ®)

/0 v sin(a?)dx (@)
/I o) )

1 e
J @ Y

3

¢ 1
/1 xIn(223) de M

/6 v+l In(vVx + 3)dz (8)
2 V43
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4
/1 \f:ll dx 9)

Esercizi piu difficili

™

/ sin(In(x))dx (10)
1
3 2 4
/ A (11)
9 x
Esercizio 9.9 Calcolare i sequenti integrali
4
1
/ ——————dx (1)
1 x¢+6x4+9
4
1
d 2
/3 22+ 3z +20 @)
-1
1
4 T +x
-1
2
/ L (4)
4 Tt
1
1
d 5
/_1 212016 " (5)
v2 1
d 6
/0 22+ 2z +30 (6)
4
2¢ +1
7
/1 221 6r 49" M
1
z+3
d 8
/,1 2 +2x+6 ®)
2 .3
742
| = Q
1 x4+ 2
/ R (10)
———dx
4 22 —Dbx+6
111(5) 3z
In(4) e*T — he” + 6

Esercizio 9.10 Indicare quali delle sequenti funzioni sono integrabili sull’inter-
vallo [1,+00)

1
]'ﬁ
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n,—x

x
e /x?

In(z)/x?

e~ " con n numero naturale qualsiasi

© »® RS &
8
o

Esercizio 9.11 Calcolare il valore dei sequenti integrali impropri

+oo
/ e 3 dy
0

attenzione al segno!

1
1
/ 71df17
—1xs3
+oo
/ e 31l g
—0o0
0 T
/ € dx
oo 14 €7
+o00o T
/ ¢ o dzr
o 14e
+oo T
/ — e
In(2) —1+ e
—+oo
1
—d
/0 22+ 6z 18"
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“+o0
12
/0 x4+6x2+8dx (12)
1
/ 4m+4d (13)

1
/1 73:@2 . l)d:r (14)

: . 1 _1_ _x
Suggerimento: osservare che @D T 5 T T

/+°° arctan(z) i (15)

72
Suggerimento: integrazione per parti e uno degli esercizi precedenti

1l prossimo e piu difficile

/l(x + 1)e” In(x)dzx. (16)
0

Esercizio 9.12 Indicare se i sequenti integrali sono convergenti. Se appare un
termine r, indicare per quali valori di r € R 'integrale considerato € convergente

+o0 1

+oo 2
1 x% 4 2x
. d 2
/0 x’ 3 @)

/O o ﬁdm (3)

o0 x
L o @

1l prossimo ¢ un po’ piu difficile

U sin(z) .
/0 x? ln(w)’“d (5)
+o00 e—\/E

dx
o VT

o0 arctan(x)
[ @)

/+oo In(1 + x)3 - arctan(zx) de (8)

0 "
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“+o0 T
/ e o 9)

oo T2t e
/*OO In(z + 1) — In(z) et -sin(z"2)dzx (10)
) x

10 Equazioni differenziali ordinarie

Esercizio 10.1 Per ciascuno dei problemi di Cauchy sequenti, si determini l’u-
nica soluzione dopo aver calcolato l'integrale generale dell’equazione differenziale
ordinaria associata. Se mecessario, specificare anche lintervallo massimale su

cut il problema é risolto.
'—3u =0
{ u(1) =e (1)

[l 22
{1 e g
{ Z/(()) :1—u+e*f (4)
{Z'(l) — At (5)
{Z/(o) ;3u+1 (©)

(o) Zoe "

Esercizio 10.2 Risolvere i sequenti problemi e anche in questo caso indicare
lintervallo massimale su cui il problema é risolto

o =—2y4+1+1
T x 1
{ien T ”

{ u’ z (()1 + u) cos(x) 2)
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u’(1) 0
u —6u +9u =0
u(1) =-1
u'(1) =0
' —=2u'"+5u =0
u(0) =1
u/(0) = %
v +u =0
u(2r) =1
w2er) =-1
v +u +u =0
u(1) =0
u'(1) -

(8)

Esercizio 10.3 (non banale) Usando come suggerimento la risoluzione delle
ODE di ordine 2 lineari omogenee a coefficienti costanti, determinare l’integrale

generale delle seqguenti ODE
1. u® —u=0
2. u® +u=0

Sou —u -4 +4u=0
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Soluzioni

7 Limiti e continuita

Esercizio 7.1.

Per £ — #oco abbiamo che lima? = limz2 = +o0o mentre 1 & costante.

Quindi il limite complessivo & 400 per x — +oc.

Per z — 0 i termini sono tutti continui quindi ¢ sufficiente valutare la
funzione in 0. Risultato, = 1.

lim 2°—-2=+400
r—+oo

lim 2® — 2= -2
x—0

Se £ — +o0 allora " — +oo per ogni n € N\{0}.
Se x — 0 allora ™ — 0 per ogni n € N\{0}

Se r — —oo allora " — 400 quando n & pari, mentre " — —oo quando
n & dispari.

perx—>:|:oo,$—>0

Per x — 0 la funzione a:% non ha limite, mentre esistono i limiti unilateri

per z — 0% e valgono +oc.

g”T'H =1+ %, quindi per z — £oo il limite di questa funzione & 1.

Per x — 0 questa espressione non ha limite perché % non ha limite.

z241
x2

Invece per z — 0 questa espressione ha limite +oc.

=1+ I% quindi per x — +00 questa espressione ha come limite 1.

Esercizio 7.2. Consideriamo il caso di lim,_, 1 sin(z), gli altri casi sono
analoghi. Supponiamo per assurdo che tale limite esista. Poiché sin(x) & una
funzione limitata, tale limite deve essere un numero finito £.

Dato un certo ¢ € R, per definizione di limite, esiste M € R tale che per
ogni x > M, vale la disuguaglianza

|sin(z) — 4] < €. 9)
Osserviamo che per ogni M, esistono (infiniti) valori z1,29 > M tali che
sin(z1) =1 e sin(xy) = —1. Applichiamo adesso la disuguaglianza triangolare,
2 = |sin(z1) — sin(ze)| = |sin(z1) — £ + ¢ — sin(x2)|
< |sin(z1) — €| 4 | sin(xs) — ¢|
< 2
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perché |sin(z;) — £| < € per ¢ = 1,2, come conseguenza dell’Equazione (9).
Quindi, se si sceglie ¢ sufficientemente piccolo, per esempio € < 1, si ottiene un
assurdo perché si ottiene 2 < 2¢ < 2. Quindi tale limite £ non puo esistere.

Esercizio 7.3.

e Se r > 0 allora per ogni N € R & possibile trovare M tale che per ogni
. . 1

n > M allora n” > N. In particolare, se scegliamo M = N+, allora vale
che n” > N per ogni n > M. Questa & la definizione di limite uguale a
+00

e Se r = 0, la funzione n° & la funzione costante = 1

e Ser <0, alloran” = nlr con —r > 0 e quindi limn~
per le operazioni sui limiti si ha che limn" = 0.

T

= +o0. Dunque

Esercizio 7.4.

e se b > 1 osserviamo che per ogni N € RT™ e N > 1, log,(N) > 0 e per ogni
numero naturale n > M = log, (V) si ha b" > N. Questo corrisponde alla
definizione di lim "™ = +o00

e se b =1 la successione ¢ costante b" =1

e se |[b] < 1 eliminiamo per primo il caso b = 0, in cui la successione &
costante b = 0; invece se 0 < |b| < 1, consideriamo per ogni ¢ € R™
tale che 0 < ¢ < 1 si ha log;(¢) > 0 quindi per ogni numero naturale
n > M =log, (¢) si ha che

0< b =1b" <¢

perché la funzione esponenziale e decrescente quando la base € compresa
tra0el

e se b < —1 allora la successione b™ > 0 se n € pari mentre " < 0 se
n & dispari, in piu |[b"| > 1 & limitata dal basso, quindi la successione
b™ oscilla ma il valore assoluto ¢ limitato dal basso, quindi la differenza
|+l —b7"| > 2 per ogni n e quindi la successione non pud avere un limite
finito. In piu la successione non puo avere un limite infinito perché la
funzione cambia di segno in base alla parita di n. Quindi in questo caso
la successione non ha limite.

Esercizio 7.5.
1. 400
2. 400
3. o0
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Esercizio 7.6

1.
2.

10.
11.
12.
13.
14.
15.

1-0=1
2 =1 - 225 quindi lim = 1

non esiste, ma se prendiamo z — 0% allora otteniamo

1
lim —— =+
x—0% sin(x)
P 1+—L1 o
(;ig?’_zl = % . 17(23 . Quindi al limite
223
2z)3 + 1 140
1m( s =4- + =4.
z—+oo 2x3 — 4 1-0
I’espressione si semplifica come = + % — 962—4 e quindi tramite le proprieta
di algebra dei limiti il limite per z — —oo vale —oo+0—0 = —oco (notare

che si e utilizzata la proprieta di algebra dei limiti e I'ultimo = non & un
“vero” =).

sin(x)

sin(z) ¢ limitata dunque limg, 4o = 0 e quindi il limite della fun-

zione proposta ¢ sempre 1

1 _ 1
z—1| |z—1

e il limite € +oo
limy 400 ﬁ =41

in questo caso il limite non esiste ma esistono i due limiti unilateri per
x — 0% e valgono +1

400
0
—00
+o0
non esiste ma esistono i due limiti unilateri per  — 2% e valgono 400
2> — 1= (z + 1)(z — 1) quindi I'espressione considerata & = —1- per ogni
x # —1 quindi
r+1 1 1

hm = hm = ——
z——1 22 —1 z——1x —1 2

40



16. in questo esercizio c’era un errore. Ricordiamo che In e ’espressione del
logaritmo naturale, cioe il logaritmo in base e. Per continuita dell’eleva-
meneto a potenza vale che

lim e*—1=e"® _1=2-1=1

z—1n(2)

17. per continuita = 1

18. non esiste ma esistono i due limiti unilateri per z — 1* e valgono oo

19. =1-—

x%ﬂ e quindi il limite e sempre 1
20. =z + % e quindi il limite ¢ —oo
Esercizio 7.7
1.0
2. —o0
3.0
4.

win

5. +oo

Esercizio 7.8
Sia f(z) = sin (%) e consideriamo le successioni

1
2nm +

1
2nm —

A 1=

[SIE

b =

o[

definite per i numeri naturali n > 1. Allora, lima,, = limb,, = 0 e in piu
flan) =1, f(ba) = —1, ¥n>1.

Quindi esistono due successioni entrambe tendenti a 0 ma con limiti diversi
rispetto alla funzione f. Questo dimostra che non esiste il limite lim,_.o f(z).
Al contrario se x — +oo allora % — 0 e quindi

1
lim sin () = lim sin(z) = sin(0) = 0.
r—+o00 x z—0

) osserviamo che per x — 0,

Per quanto riguarda la funzione g(z) = x -sin (%
%) limitata. Quindi

g(x) & ottenuta come prodotto con x —> 0 e sin (

lim g(z) = 0.

z—0
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1

Invece per & — 400 usiamo il cambio di variabile y = L. Avremo y — 0% e

x

lim =« -sin (1) = lim sin(y) =1.

z—+o0 xT y—0t Yy

Esercizio 7.9

e DM =R\{0}

e dall’esercizio precedente, il valore & 0

e dall’esercizio precedente, il valore & 1

e la funzione ¢ pari

Esercizio 7.10
Se utilizziamo la sostituzione y = %x allora © = 2y e y — 0 quando x — 0.
Inoltre, grazie alle proprieta delle funzioni trigonometriche, la funzione diventa

1—cos’(y) +sin®(y) _ 2sin’(y) _ 1 <sin(y)>2

492 422 Y

Quindi sfruttando cio che sappiamo sui limiti notevoli, possiamo concludere

. 2

1— 1 1
fig Locos(@) _ . 1 (sin(y)\T_ 1
z—0 x2 y—0 2 Y 2

Esercizio 7.11
La soluzione di questo esercizio si trova sul “minimo teorico”.

Esercizio 7.12

1.

- w

© »® 3 o oo

-1
—00

1
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Esercizio 7.13
1. moltiplico e divido per a, e poi applico il cambio di variabile y = ax

2. moltiplico e divido la x all’esponente per ¢, poi applico il cambio di
X

variabile y = £
3. moltiplico e divido per b, poi applico il cambio di variabile y = bz
4. svolgo la potenza del binomio e poi semplifico
Esercizio 7.14

1.

NI= =

—_

—0o0

N
|
8

il limite non esiste, ma esistono i due limiti unilateri e sono +oo
Esercizo 7.15

1. D’ora in avanti, sgn(z) ¢ la funzione “segno” tale che sgn(z) = 1 se
x>0, sgn(z) = —1 se x < 0, mentre sgn(0) = 0. Allora un esempio della
funzione cercata e

sin(z — 1))

rz—1

sgn(z) - (

1
2. i
3. la seguente funzione definita “a tratti”

T sex < —1

=5 sex>-—1

fa) = {

4 (sinx(gzi;x)>
5. |z]

6. tan(z) = Sin(z% oppure ——

cos(z sin(x)

7. sin (ﬁ)
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8 Derivate
Esercizio 8.1

1. 2245

2. 5e” 4 dze”

w

. 7 - cos(mx)

=

. —% - sin (L;) + 322

Esercizio 8.2

1. /() +24'(1) =3
2. f'(Ng(1) + f(1)g'(1) =5
3. f(1)g*(1) + f(1)29(1)g' (1) = 21
4 FMe)—fM)g'd) _ 1
: g%(1) 9

Esercizio 8.3

1. —14

2. la funzione non é definita in 1
3. 4— %

4.

wWin

Esercizio 8.4

Osserviamo che il limite indicato & la derivata della funzione f(z) = (1+2)*
calcolata nel punto = = 0. La funzione f & derivabile in = 0 per ogni valore
di a, e la sua derivata vale

a-(1+ x)a_1’x20 =a.

Esercizio 8.5

1. De ’'Hopital, 0
2.0

3.2

4. In(
el

T

sin(z)) = In(z + o(z)) = In(z) + In <1 + Ou)), quindi il limite cercato

5. —

o=
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10.
11.
12.

13.

e ® N @

[\SI[9N)

In(1+ %) = In(e*) + In (1 4+ %), il secondo termine tende a 0 mentre il
primo & uguale a x. Quindi dobbiamo calcolare il limite di xIln (1 + %)
Con il cambio di variabile y = % si puo concludere che il limite e 1

2

Esercizio 8.6

1.

2.

2f'(2x + 1)
f’(x) cef (@)
2f'(22)f (%) + 3 (22) f' (%)

'@ 5. eVF@)+5e
<2\/f(z)+ ) ¢

g . [z
f'(@)sin(z) + T(@)

N

(322 + 3e3%) f/ (2 + €37)

(3sin(z) + 3x cos(x)) f/(3z sin(x))

Esercizio 8.7

- 928 412
In(z) + 1
322e5m(®) + 23 cos(z)es(®)
sin(cos(x)) sin(x)
cos®(z)+sin®(x) _ 1
cos2(@) o5 (a)
—1In(2) sin(z)2¢05(®)

(22 + 1) +ot1
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8.

2x+1
z24z+1

Esercizio 8.8

1.

() = 2?2+ 1 - 2x(x+1) _ —x? -2z +1
(2 + 1) (z2 + 1)2

La derivata si annulla nei due punti +4/2 — 1. La funzione &

e crescente per r < —\/5 -1
e decrescente per x € [—\/§ —-1,vV2 - 1]
e crescente per x > /2 — 1.

Inoltre il limite per x — +oo ¢ 0. Quindi x = —v/2 — 1 & un massimo
globale mentre = v/2 — 1 & un minimo globale

oy T+d—x—3 2
PO == ~wrop

Quindi la derivata non si annulla mai e la funzione non ha punti stazionari

sin(3z)" = 3 cos(3x) che si annulla precisamente nei punti
z=2+kr, kel

Inoltre si verifica (calcolare la derivata seconda) che se k € pari allora = ¢
un punto di massimo globale, mentre se k ¢ dispari allora ¢ un minimo
globale.

Fa) =S = S,

T

L’unico punto stazionario ¢ x = 1 e si tratta di un minimo globale

f(x) =In(z) + 1

1

Quindi "unico punto stazionario &€ e™*, e si tratta di un minimo globale.

f(@) = In(z) - 1

L’unico punto stazionario ¢ x = e e si tratta di un minimo globale.
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Esercizio 8.9 Abbiamo visto (vedi note) che se vale la disuguaglianza nel
testo, allora f’(z) & una funzione crescente.

Adesso supponiamo per assurdo che esistano xg < x1 < xo (gli altri casi si
fanno in modo analogo) tale che

7,0 (T1) > 7. (T2)- (10)

Per il Teorema di Lagrange esiste Z1 € [z, x1] tale che

F(F1) = g () = LD =20
Z1 o

Inoltre esiste o € [x7, 2] tale che

f/(-%Q) _ f(x2) - f(‘rl)

X9 — I
A questo punto scriviamo la differenza
f(z2) = f(zo) = f(z2) — f(z1) + f(z1) — f(20)
= f'(@2) (w2 — 1) + f'(@1)(21 — w0)
> (1) (z2 — o)

> f(w2) = f(xo)

che € una disuguaglianza assurda. Qui nella prima disuguaglianza abbiamo usa-
to il fatto che f'(Z2) > f/(Z1) mentre nella seconda abbiamo utilizzato la (10).

9 Integrali
Esercizio 9.1

/f(w):{§x54+f+c, CGR}

Quindi [ f(z)dz = =3

/f(m) ={ln(z) + x +¢, c€R}

L’integrale non ¢ definito sull’intervallo [0, 1]

/f = {15(2) + sin(z) + §x6 +¢ ce R}

Quindi .
2 . 2
/0 f:m+s1n(1)+§
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/f = {esm(m) +ec ce€ ]R}

e quindi fol f=er) _1

/fz {2* +tan(z) + ¢, c € R}.
Quindi )
/ [ =1+tan(l)
0

/f{mi;)zcos(;)ﬂ, ceR}.

Esercizio 9.2

1.
_ {(%H)‘T 741
s ], 8
2. )
7, 20t 3eTT® 7 2 3 .
=L _ _ ! 3
Lz In(2) 7, 2+ln(2)+7( )
3. i
§
= [—cos(3x)+sin(2x)] =243
0
4. ) )
4 23 — 1
—|-2(1-30)%| =
-] =2
> 9 8 4 20
[ P b L T
_[ * 2 2}1 9+3 9

Esercizio 9.12

1. Bisogna verificare I'integrabilita per z — 0T e per  — +o0.
Per  — 0T abbiamo -4
abbiamo ﬁ ~ J che ¢ integrabile su [1,+00].

Questo integrale ¢ convergente.
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2. Bisogna verificare 'integrabilita per z — 0" e per 2 — +oo.
2+ \/5
xt + 3z 3
[22 42z 1
1 +3z oz

Quindi dobbiamo verificare I'integrabile di m% su [0,1] e lintegrabilita di
ﬂ% su [1,400). Sappiamo che il primo caso & integrabile quando r < 1
mentre il secondo caso € integrabile quando r+1 > 1 cioe r > 0. L’integrale

dell’esercizio quindi & convergente quando

Per z — 01 abbiamo

Per £ — 400 abbiamo

0<r<1, cioere(0,1).

3. Per z — 07, — j 7=~ Sqﬁ e quest’ultima funzione ¢ integrabile su [0, 1].

Per z — 400, 17‘-‘}\/5 ~ L e quest’ultima funzione & integrabile su [1, +00)
quando r > 1. Quindi r > 1 e la condizione generale di integrabilita in

questo caso.

4. Perz — 0T, (1+22) e (14+2'/?) sono entrambi asintoticamente equivalenti
a 1, quindi la funzione considerata e asintoticamente equivalente a x, che
¢ integrabile su [0, 1].
Per x — 400, )
(1+2%)~2% e (14+2)" ~ 2.
r1

Quindi la funzione considerata € asintoticamente equivalente a x=2 7", e
la condizione di integrabilita su [1, +00) diventa

—%—1<—17 cioe 7 > 0.

5. In questo caso abbiamo problemi di integrabilita per z — 0t e perz — 1.
Per z — 0T abbiamo che sin(z) ~ z quindi la funzione considerata &

asintoticamente equivalente a #(I)“ studiamo la convergenza di questa

su [0, 1]. Appliciamo la sostituzione y = In(x) ottenendo

1 —1In(2) 1
[ [,
o zln(z)" o Y

che sappiamo essere convergente per r > 1.

Nl

Per z — 1~ abbiamo che sin(z) ~ sin(1) una costante. Quindi ¢ sufficiente
studiare la convergenza su [%, 1] della funzione W Applichiamo di
nuovo la sostituzione y = In(z) ottenendo

Lo 0 1
1 22 In(x)" - ey rdy
5 —1n(2) Y
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Osserviamo che eV ~ 1 per y — 0~ quindi e sufficiente studiare 'integra-
bilita di y% vicino a 0. Quindi la condizione ¢ r < 1.

11 risultato & che per nessun valore di r si ha integrabilita su [0, 1].

6. Per z — 07 si ha e:/? ~ % che ¢ integrabile vicino a 0.

e~

Per z — 400 si ha che wﬁ — 0 per ogni r € R, quindi in particolare

-VE .. . .
¢ ¢ definitivamente inferiore a -
VT T

e quindi ¢ integrabile su [1, 4+00).
Quindi la funzione & integrabile su [0, +00).

7. Per  — +o00 si ha arctan(z) ~ 7 e quindi

arctan(z) T

~

1427 2.z

La funzione e quindi integrabile quando r > 1.

8. Per x — 07 abbiamo che In(1 + z) ~ 2 e arctan(z) ~ z (verificare con
Taylor), e quindi 'integrabilita della funzione su [0, %] equivale all’inte-
grabilita di i—i = ﬁ, cioe la funzione ¢ integrabile su [07 %
r—4 <1, quindi r < 5.

] se e solo se

Per z — 400 si ha In(1 + z) ~ In(z) poiché

ln(l—l—x):ln<x- (1+i>) =ln(x)+1n<1+i)7

e il secondo termine tende a 0. In pin, arctan(z) ~ 7. Quindi I'integrabi-
lita della funzione su [%, —l—oo) equivale all’integrabilita della funzione

In(z)3

x’(’

Osserviamo che In(z)¥ = o(x) per  — 400 per ogni k € RT. Quindi &

sufficiente verificare I'integrabilita di -, e questa si ha se e solo se > 1.

T

Quindi la funzione ¢ integrabile su [0, 4+00) se e solo se r € (1,5).

10 Equazioni differenziali ordinarie
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