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Capitolo 1

Problemi ai limiti
per equazioni differenziali ordinarie

1.1 Condizioni di Dirichlet

Sia L € R ; cerchiamo # € C2<[O,L] ,]R) e A€R tali che

u”(x) = Au(x), x€[0,L],
#(0)=0, (1.1.1)
u(L)=0

Questo problema ¢ detto problema di autovalori per un’equazione differenziale ordinaria
con condizioni ai limiti di Dirichlet. Qualunque sia A, la funzione # identicamente nulla
¢ soluzione del problema; cerchiamo una soluzione # non identicamente nulla. Se una tale #
esiste essa ¢ detta autofunzione per il problema (1.1.1), mentre A ¢ detto autovalore.

Per determinare gli autovalori e le autofunzioni cerchiamo anzitutto le soluzioni dell’e-
quazione differenziale #” = Au , questa equazione ¢ lineare omogenea a coefficienti costanti.
Lequazione caratteristica (v. equazione (EI-8.3.5)) ¢ s?—A=0.

Se A > 0, P’equazione caratteristica ha le due soluzioni v'A ¢ —+/ A, quindi, posto

u =+, ogni soluzione dell’equazione differenziale ¢ della forma (v. Sezione EI-8.3)

() = €y exp() + ¢ expl—pix),
con ¢;,¢c, €R. Lasoluzione # verifica le condizioni negli estremi di [0,L] se, e solo se,
¢, +¢,=0,
c,exp(ul)+ c,exp(—ul)=0.

Dalla prima equazione si ricava ¢, = —c; , la seconda diventa ¢,(exp(uL)—exp(—uL)) =0,
da cui segue ¢; =0, perché exp(uL)—exp(—uL) # 0. Pertanto anche ¢, =0, quindi # ¢
identicamente nulla.

Se A = 0, Pequazione caratteristica ha la soluzione doppia 0, quindi ogni soluzione
dell’equazione differenziale ¢ della forma

u(x)=c +c,x,

1
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con ¢;,¢c, €R. Lasoluzione # verifica le condizioni negli estremi di [0,L] se, e solo se,

¢, =0,
¢, +¢,L=0.
Quindi deve essere ¢, =c¢, =0, pertanto # ¢ identicamente nulla.
Se A < 0, ’equazione caratteristica ha le due soluzioni complesse coniugate v—Ai e
—+/—A1, quindi, posto u =+ —A, ogni soluzione dell’equazione differenziale ¢ della forma
u(x)=c cos(ux)+c,sin(ux),

con ¢;,¢c, €R. Lasoluzione # verifica le condizioni negli estremi di [0,L] se, e solo se,

¢, =0,
c;cos(uL)+c,sin(uL)=0.

Quindi ¢, =0 e dalla seconda equazione si ottiene c¢,sin(uL) = 0. Se sin(uL)#0 allora

anche ¢, =0, quindi # & identicamente nulla. Se invece sin(uL)=0, qualunque sia ¢, € R

’equazione ¢ verificata. Si ha sin(uL)=0 se, e solo se, esiste 7 € Z tale che ul = nmn;

poiché uL >0, deve essere anche 7 >0, cio¢ n € N*. Da qui si ricava A=—n’7n?/L*.
Abbiamo cosi dimostrato il seguente teorema.

1.1.1 Teorema
Sia LE€R;, . Esiste u € C*([0,L],R) non identicamente nulla soluzione del problema

u”(x) = Au(x), x€[0,L],
#(0)=0,
u(L)=0,

se, e solo se, A=—n’m?/L*, con n €N*. Pertali A siba

u(x):csin<n7nx>, ceR".

Y

Figura 1.1: Autofunzioni del problema

(1.1.1) (caso L = 1t ) corrispondenti agli
p g
autovalori —1, —4, —9. A=—9 JA=—4
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1.2 Condizioni di Neumann

Sia L € R ; cerchiamo # € C2<[O,L],R> e A€R tali che

u”(x) = Au(x), x€[0,L],
W(0)=0, (1.2.1)
u'(L)=0.

Questo problema ¢ detto problema di autovalori per un’equazione differenziale ordinaria
con condizioni ai limiti di Neumann. Qualunque sia A, la funzione # identicamente nulla
¢ soluzione del problema; cerchiamo una soluzione # non identicamente nulla. Come per il
problema di Dirichlet, se una tale # esiste essa ¢ detta autofunzione per il problema (1.2.1),
mentre A ¢ detto autovalore.

Come visto nella Sezione[I. T se A> 0, posto u = v/ A, 'equazione differenziale #” = Au
ha soluzioni della forma

(x) = €y exp() + ¢ expl—px),
con ¢;,¢, €R; quindi
() = ¢ rexplx)— cypsexpl(—pix),

La soluzione # verifica le condizioni negli estremi di [0,L] se, e solo se,

{C p—eu =0,
cyuexp(ul) —cpexp(—ul)=0.
Dalla prima equazione si ricava ¢, = c;, la seconda diventa ¢, u(exp(uL)—exp(—uL)) =0,
da cui segue ¢; =0, perché exp(uL)—exp(—uL) # 0. Pertanto anche ¢, =0, quindi # ¢
identicamente nulla.

Se A=0, I’equazione differenziale ha la soluzione

u(x)=c +c,x,
con ¢;,¢, €R; quindi
w'(x)=c,.

La soluzione # verifica le condizioni negli estremi di [0,L] se, e solo se, ¢, =0, quindi 0 ¢
autovalore a cui corrispondono le autofunzioni #(x)=c,con ¢ € R*.

Se A< 0, posto u=+/—A, ogni soluzione dell’equazione differenziale ¢ della forma
u(x)=c cos(ux)+c,sin(ux),
con ¢;,¢c, € R; quindi
u'(x) =—c, psin(ux)+ c,u cos(ux).

La soluzione # verifica le condizioni negli estremi di [0,L] se, e solo se,

¢, =0,
—cyusin(uLl)+cyucos(ul)=0.

Dalla seconda equazione si ottiene ¢, usin(uL) = 0. Se sin(uL)#0 allora anche ¢, =0,
quindi # ¢ identicamente nulla. Se invece sin(uL) =0, qualunque sia ¢, € R I’equazione ¢
verificata. Come sopra, si ha sin(uL) =0 quando u=nn/L,con neN*.

Abbiamo cosi dimostrato il seguente teorema.
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1.2.1 Teorema
Sia LE€R;, . Esiste u € C*([0,L],R) non identicamente nulla soluzione del problema

u"(x) = Au(x), x€[0,L],
#'(0)=0,
uw'(L)=0,

se, e solo se, A=—n?m?/L?, con n €N. Pertali A siha

u(x):ccos<n7nx>, ceR".

Figura 1.2: Autofunzioni del problema

(1.2.1) (caso L = 7 ) corrispondenti agli
autovalori 0, —1, —4, —9. A=—9 A=—4 A=—1

1.3 Condizioni periodiche

Cerchiamo # € C2<[O,L] ,]R) e A€R tali che

u”(x) = Au(x), x €[—m,n],
u(m)=u(—m), (1.3.1)

w' () =u'(—m).

Questo problema ¢ detto problema di autovalori per un’equazione differenziale ordinaria
con condizioni periodiche.

Il termine “condizioni periodiche” € dovuto al fatto che esse assicurano che la ripetizione
27 -periodica di # (v. Sezione El-15.4) ¢ ben definita e di classe C?. Infatti se # () = u(—m)
allora ¢ possibile definire la ripetizione 27 -periodica di # , che indichiamo con v . Poiché #
¢ di classe C?, tale ripetizione ¢ di classe C? in ]—m, [ e in tutti gli intervalli ottenuti
traslando ]—m, [ di multipli di 27 . Inoltre

(m+h)—u(r)

fim 2EER =) =),

h—0— h h—0— b
lim v(m+h)—o(r) T v(—m+h)—ov(—m) T u(—m+h)—u(—m) — ().

h—0+ h h—0+ h—0+ h

Pertanto v ¢ derivabile in 7 con v'(7) = #'(7). Dalla continuitd di #’ in 7 e —7m segue
la continuitad di v’ in 7. Per periodicita v ¢ derivabile con derivata continua in tutti i punti
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del tipo 2k7 , con k€7, quindi ¢ diclasse C' in R. In modo analogo si prova che

. ’0/(7T+/))—’0/(7'L') /i . ’Z)/(ﬂ'-l-/))—’vl(ﬂ') /i
fim b =ui(m),  lim ) =u(=m),

e si ha

u"(1) = Au(r) = Au(—n) = u"(—m).
Pertanto v ¢ derivabile 2 volte in 7, con derivata seconda continua. Per periodicita questo

assicura che v ¢ diclasse C? in R.
Se u ¢ identicamente nulla, qualunque sia A il problema ¢ verificato; cerchiamo una
soluzione # non identicamente nulla. Se una tale # esiste essa ¢ detta autofunzione per il

problema (1.3.1)), mentre A ¢ detto autovalore.
Come visto nella Sezione se A>0, allora, posto u = V2, ’equazione differenziale

1" = Au ha soluzioni della forma
() = ¢, exp(x) + €y expl—pex),
con ¢;,¢, € R; quindi
() = yprexplyer) — cyptexpl—pn).

La soluzione # verifica le condizioni negli estremi di [—7, 7t] se, e solo se,
{q exp(um) + ¢y expl— i) = €, expl—us) + ¢y explam),
¢y exp(um) — ¢ uexp(—um) = ¢ pexp(—um) — ¢ pexp(um);
cioe
{(cl —¢,)(exp(p ) — exp(—um)) =0,
(e + C2)<6Xp(/.l7'c) - exp(—yrc)) =0.

Poiché exp(um)—exp(—um)#0, questo sistema equivale a

{C1 —¢, =0,
¢, +c,=0;
e
pertanto ¢, =¢, =0, quindi # ¢ identicamente nulla.
Se A=0, allora I’equazione differenziale ha la soluzione
u(x)=c +c,x,

con ¢;,¢, € R; quindi

/

u(x)=c,.
La soluzione # verifica le condizioni negli estremi di [—7, 7] se, e solo se,

{cl +on=c¢—0om,

G, =0,

che ¢ verificato se, e solo se, ¢, =0; quindi O ¢ autovalore a cui corrispondono le autofunzioni
u(x)=c,con c eR*.
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Se A< 0, allora, posto u = v—A, ogni soluzione dell’equazione differenziale ¢ della
forma
u(x)=c cos(ux)+c,sin(ux),
con ¢;,¢, €R; quindi
u'(x) =—c, psin(ux)~+ c,u cos(ux).

La soluzione # verifica le condizioni negli estremi di [—7, t] se, e solo se,

¢ cos(um)+c,sin(um) = c cos(um)—c,sin(umn),
—c e sin(um) + ¢y cos(um) = ¢, psin(u) + ¢, pucos(u ),

RN
cloe
—0,
=0

{Cz sin(ur)

7
¢ sin(u)

Se sin(um) #0 allora ¢, =¢, =0, pertanto # ¢ identicamente nulla. Se invece sin(ur) =0,
qualunque siano c¢,¢, € R il sistema ¢ verificato. Si ha sin(um) =0 se, e solo se, u €Z, ma
@>0,quindi ueN*.

Abbiamo cosi dimostrato il seguente teorema.

1.3.1 Teorema
Esiste n e C 2([—%, 7] ,R) non identicamente nulla soluzione del problema

u"(x) = Au(x), x €[—m, 7],
u(r)=u(—rm),

u'(m) = u'(—m),
se, e solo se, A=—n?,con n€N. Se A=0 si ha
u(x)=c, ceR";
se A=—n?,con n €N*,siha

u(x)=c,cos(nx)+c,sin(nx), (cl,cz)€<R2>*.



Capitolo 2

Origine fisica
di alcune equazioni alle derivate parziali

2.1 Legge di conservazione

Cerchiamo un’equazione alle derivate parziali le cui soluzioni descrivano la densita di una
sostanza che si sposta in un canale.

Consideriamo un canale in cui scorre dell’acqua che contiene una sostanza, ad esempio
un inquinante. Supponiamo che il canale abbia sezione trascurabile rispetto alla lunghezza,
quindi lo consideriamo come un oggetto unidimensionale. Indichiamo con #(x,t) la densita
lineare (massa per unita di lunghezza) della sostanza nella posizione di ascissa x del canale
al tempo ¢ . Consideriamo il tratto di canale compreso tra il punto di ascissa x; e quello di

ascissa x, ; la quantita totale di sostanza in questo tratto ¢ f:z u(x,t)dx . La variazione della
1

quantita di sostanza in un intervallo di tempo [¢,,2,] €

X

J;xzu(x,tz)dx—f u(e,t)dx .

1 X1

Tale variazione € uguale alla somma della quantita di sostanza entrata nel tratto di canale dagli
estremi e del contributo di eventuali sorgenti. Indichiamo con f(x,t) il flusso (in direzio-
ne positiva) della sostanza nel punto del canale di ascissa x al tempo ¢, cioe la quantita di
sostanza che transita nel canale nell’unita di tempo. Osserviamo che f ¢ il prodotto della
velocita per la densita. La quantita di sostanza che entra nel canale dall’estremita x, nel-

'intervallo di tempo [#,£,] € f:z f(x;,t)dt, mentre quella che entra dall’estremita x, e
1

—f ;2 f(x,,t)dt . Il segno meno ¢ dovuto al fatto il flusso in entrata dall’estremita x, ¢ quello
1

in direzione negativa. Se inoltre s(x,¢) rappresenta una sorgente della sostanza, risulta

Jzu(x,tz)dx—J zu(x,tl)dx:Jzf(xl,t)dt—Jzf(xz,t)dt—l-fzj Co(x,t)dx dt.

1 X1

Se u e f sono diclasse C!, 'uguaglianza si puo scrivere come
» Luguag P

fzjzut(x,t)dtdx:—fzj 2fx(x,t)dxdt+sz Cs(x,t)dxdt,

7
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i \
C10€

sz fi(”f(x’ t)+ f(x,0)—s(x,1))dx dt =0;

1 1

C o ey )
vista I’arbitrarieta di x,, x,, ¢, e t,, da qui segue

u,(x,t)+ f.(x,t) =s(x,t).

Nel caso particolare che il flusso /' dipenda solo dalla densita #, quindi che sia della
forma g(u(x,t)), 'equazione diventa

u,(x,t)+ %q(u(x, t))=s(x,t),

cio¢
ut(x,t)+q/(u(x,t)>z4x(x,t):s(x,t). (2.1.1)

Un’equazione di questo tipo ¢ detta legge di conservazione, perché esprime la conservazione
della quantita totale di sostanza.

Un caso particolare di legge di conservazione si ottiene quando la velocita della sostanza
¢ costante, quindi g(#)=cu , conc>0. In tal caso si ottiene I’equazione

u,(x,t)+cu(x,t)=s(x,t), (2.1.2)

che ¢ lineare. Questa equazione ¢ detta equazione del trasporto.
Un altro caso particolare ¢ ’equazione di Burgers

u,(x,t)+u(x,t)u (x,t)=0, (2.1.3)

che si ottiene ponendo q(u) = u?/2.
Questa equazione descrive il moto di particelle, ciascuna delle quali si muove a velocita

costante. Supponiamo che delle particelle si muovano su una retta e sia #(x,t) la velocita
della particella che si trova nella posizione x all’istante ¢ . Consideriamo una delle particelle

esia ¢(r) ¢ lasua posizione all’istante ¢, allora la sua velocita in tale istante ¢ u(gp(t), t) .
Abbiamo supposto che la velocita di una particella sia costante, quindi tale funzione deve
avere derivata nulla rispetto a ¢, cioé si ha

u(p(£),t) () + u,(p(2),£) = 0;

poiché ¢'(¢) ¢ lavelocita della particella che occupa la posizione x all’istante ¢, deve essere

¢'(t)=u(p(t),t), quindi

u,(p(2), t)u(p(t),£)+ u,(p(t),t)=0.
Poiché I’equazione deve essere verificata qualunque sia ¢(¢), si ha

u,(x,t)+u(x,t)n (x,t)=0.
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2.2 Equazione del calore

Cerchiamo un’equazione alle derivate parziali le cui soluzioni descrivano la diffusione del
calore in un corpo.

Dato un corpo nello spazio, rappresentato con un sottoinsieme A di R’, indichiamo con
u(x,y,z,t) latemperatura del corpo nel punto (x,y,z) all’istante ¢ .

Consideriamo una parte V del corpo, cioé un insieme V C A, che supponiamo misura-
bile; indichiamo con Qy,(¢) la quantita di calore, cioe I’energia termica, contenuta in V' al
tempo ¢ ; essa & proporzionale al volume di V' e alla temperatura, se questa ¢ costante nella
regione V. La costante di proporzionalita ¢ il prodotto tra la densita o del corpo (massa
per unita di volume) e il calore specifico (o capacita termica) C, che esprime la capacita di
immagazzinare energia del corpo per unita di massa. Se la temperatura non ¢ costante abbiamo

= JJJ o(x,9,2)C(x,y,2)u(x,y,z,t)dxdydz.
%

Il flusso di calore nel corpo ¢ governato dalla legge di Fourier (o legge di trasmissione
del calore): il flusso di calore ¢ proporzionale al gradiente della temperatura e la costante di
proporzionalita € negativa, cioe il calore fluisce dalle zone piu calde a quelle piu fredde. In
particolare il flusso di calore attraverso una superficie ¢ proporzionale al flusso del gradiente
della temperatura attraverso tale superficie, quindi, se S € una superficie contenuta nel corpo,
il flusso totale di calore attraverso tale superficie in un intervallo di tempo [¢,,1,] ¢

123
—J Jj k(x,y,2)Vu(x,y,z,t). v(x,y,z)dg(x,y,z) dt,
t \)

dove v(x,y,z) ¢il vettore di norma 1 ortogonale alla superficie S, nella direzione verso cui
si considera il flusso di calore, mentre & ¢ la conducibilita termica del materiale, che dipende
da quanto il materiale sia un buon conduttore termico. Occorre fare attenzione al fatto che il
gradiente che compare nella formula non ¢ il gradiente della funzione # come funzione di 4
variabili (3 spaziali e il tempo), ma ¢ il gradiente solo rispetto alle variabili spaziali. Poniamo
ciog:
Vu(x,y,z,t)= <@(x,y, Z,t), @(x,y, Z,t), @(x,y, z, t)>
dx dy dz

Lagrandezza Q,/(¢) varianel tempo, perché vi ¢ un flusso di calore attraverso la superficie
che delimita V'; vi puo essere una ulteriore variazione dovuta alla presenza di sorgenti di
calore in V' . Supponendo che la frontieradi V', che indichiamo con J V', sia una superficie,
per quanto detto il flusso di calore attraverso d V' in direzione uscente da V' ¢ dato da

5
—f Jj k(x,y,2)Vu(x,y,z,t)v(x,y,z)do, , ,dt,
4 av

dove ¥(x,y,z) ¢ il vettore unitario normale a d V' in direzione uscente da V ; per il calcolo
della variazione del calore in V' occorre considerare il flusso entrante, quindi abbiamo

Qv () —Qy ()=

J va x,9,2)Vu(x,y,2, ) W(x,y,2)dog, ) df-l-J JJJ fx,y,2,t)dxdydzdr,
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dove f e la quantita di calore proveniente da eventuali sorgenti di calore presenti nel corpo.
Per il Teorema della divergenza in R El-18.5.3

f k(x,y,2)Vu(x,y,z,t)v(x,y,2)do., = ij k(x,y,2)Vu(x,y,z,t))dxdydz,
av
quindi

Qy(t) —Qy (1) f fff (x,,2)Vu(x,9,2,t)) + [ (x,5, 2, t)>dxdydzdt.

Se u, f e k sono sufficientemente regolari rispetto alla variabile ¢, da questa uguaglianza
segue che Q,, ¢ derivabile e

dQV(t)_l Qv(t"'h) Qv()
dt h—0
t+h
_}grélgf JJJ k(x,y,z Vu(x,y,z,r))+f(x,y,z,r)>dxdydzd7:

:UL(v-(/e(x,y,z)vu(x,y,z,t))+f(x,y,z,t)>dxdydz.

Inoltre se # ¢ sufficientemente regolare rispetto alla variabile ¢, allora dall’'uguaglianza

= JJJ o(x,9,2)C(x,y,2)u(x,y,z,t)dxdydz,
v

dQV JJJ x,7,2)C(x,y,z )glz(x,y,z,t)dxdydz;

segue

quindi

du
JJJ (x,7,2)C(x,y,2 )3 (x,y,2,t)dxdydz =
ij k(x,,2)Vu(x,y,z,t))+ f(x,9,2, t)>dxdydz.

Questa uguaglianza vale qualunque sia V' sottoinsieme di A, che abbia una frontiera ab-
bastanza regolare, ad esempio per le sfere; pertanto le due funzioni integrande coincidono,
quindi si ha

X

p(,3,2)C(x,0,2) (2,9, 2,1) = V- (k(x,7,2)Vu(x,y,2,8)) + [ (x,9, 2, 1).

Se il corpo ¢ omogeneo allora p, C e k sono costanti, quindi I’equazione diventa

eC @(x,y,z, £)=kVVu(x,y,z,t)+ f(x,y,2,t).

dt
Poiché V.Vu =Au,siha
du k 1
E(x,y,z, t)= p—CAu(x,y,z, t)+ /O—Cf(x,y,z, £). (2.2.1)

Questa equazione ¢ detta equazione del calore.
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2.3 Equazione delle onde

Cerchiamo un’equazione alle derivate parziali le cui soluzioni descrivano il moto di una
corda elastica.

Consideriamo una corda elastica in tensione, fissata negli estremi, che fa piccoli sposta-
menti. Supponiamo che la corda si muova rimanendo in un piano, che per chiarire le idee
supponiamo verticale, e che a riposo la corda sia orizzontale. Supponiamo inoltre che:

® ogni punto della corda si muove in direzione perpendicolare alla posizione di riposo,
cioe¢ in direzione verticale;

® la corda non oppone resistenza alla flessione;

® la corda ¢ elastica, cioe la forza che essa esercita € proporzionale alla sua lunghezza.

Identifichiamo la corda a riposo con I'intervallo [0,L] dell’asse delle ascisse e indichiamo con
u(x,t) lo spostamento, in direzione parallela all’asse delle ordinate, del punto di ascissa x
della corda, all’istante ¢ . Cio significa che all’istante ¢ la corda e descritta dal grafico della
funzione x — u(x,t).

Studiamo le forze che agiscono su ogni tratto di corda. Consideriamo la tensione della cor-
da, cioe la forza che un tratto di corda esercita su quello contiguo; per la precisione indichiamo
con T'(x,t) laforza (vettore) che la parte di corda a destra del punto (x, u(x, t)) esercita sulla
parte di corda a sinistra di tale punto. Questa forza ¢ tangenziale alla corda, perché abbiamo
supposto che la corda sia perfettamente flessibile. Evidentemente la forza che la parte di corda

a sinistra del punto (x, u(x, t)) esercita sulla parte di corda a destra e —T'(x,1).

| Figura 2.1: Tratto di corda e forze

| che agiscono su di essa (¢ omesso

X x+ 3

>

I’argomento ¢ ).

Sia a(x,t) Pampiezza dell’angolo che il vettore T'(x,¢) forma con una retta parallela
all’asse delle ascisse. Visto che T'(x,t) ¢ tangente alla corda, cio¢ al grafico della funzione
x — u(x,t), st ha

tan(a(x, t)) = %(x, t).

Abbiamo supposto che la corda non abbia spostamenti orizzontali, quindi scelto un qualun-
que tratto di corda, individuato dalle ascisse x, e x,, le componenti orizzontali delle forze
che agiscono su questo tratto di corda debbono bilanciarsi, quindi

1T Cey ) cos(a(ey £)) = [|T (e ) cos(al,, £)) =0,

percio ||T(x, t)||cos<a(x, t)) ¢ costante lungo la corda. Inoltre supponiamo che sulla corda

agisca una forza verticale la cui intensita per unita di lunghezza ¢ f(x,t). Questa forza puo
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ad esempio essere il peso della corda, se esso non ¢ trascurabile. La componente verticale
della forza che agisce sul tratto di corda compreso tra il punto di ascissa x e il punto di
ascissa x + & ¢ la somma della forza dovuta alla tensione della corda con la forza f. La
componente verticale di T'(x,t) ¢ ||T(x, t)||sin(a(x, t)) , mentre la componente verticale
di T(x+8,t) ¢ ||T(x+38,t)||sina(x + 8,t), quindi la componente verticale della forza
totale ¢

x+3
1T (e + 8, 0)l|sin(a(x + 8, 1)) — || T(x, )| sin(a(x, 1)) +f FE,1)dE

Poiché [|T(x +&,t)l[cos(a(x + &,t)) =||T(x,t)]| cos(a(x, t)) , questo ¢ uguale a

1T (x, 2)]| cos(a(x, t))
cos(a(x + &,1))

x+8
=||T(x,t)|| cos(a(x, t))(tan(a(x + 4, t)) —tan(a(x, t))) +f f(&,1)dE =

x+48
sin(a(x+8,t)>—||T(x,t)||sin<a(x,t))+f f(&,0)dé =

=||T(x, )] cos(a(x, t))<%(x +38,t)— %(x, t)> + f(&,t)d&

X

Per il principio fondamentale della dinamica questa quantita ¢ uguale al prodotto della massa
per I'accelerazione del tratto di corda, se ogni punto ha la stessa accelerazione; in generale oc-
corre considerare I'integrale del prodotto della densita lineare della corda per P'accelerazione,
dove la densita lineare, che indichiamo con p(x), ¢ la massa per unita di lunghezza. L’accele-
razione di un punto della corda € dato dalla derivata seconda rispetto al tempo della funzione
posizione del punto, cioe della funzione # . Percio la forza ¢ uguale a

x+8& 82%
| roSaEnde.

Si ha quindi

x+3

| T (x,1)]| cos(a(x, t))<%(x +38,t)— %(x, t)> +f f(&,0)dE =

X

Dividendo per 8 entrambi i membri si ottiene

x+4
17 lcos(ate) 5 SEe8.00— Shtwn)) 5 [ FEn1de =

gf ThE e,

da cui, passando al limite per & che tende a 0, se f e p sono continue, supposta # di
classe C?, segue

d%u J%u

1T G, )l cos(ate, ) S, £) + £ (x,£) = pl) S5, 0).
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Sappiamo che la componente orizzontale della tensione ||T(x,¢)|| cos(a(x, t)) non di-

pende da x, inoltre se gli estremi della corda sono fissi, questa quantita ¢ uguale alla tensione
della corda a riposo, quindi non varia nel tempo. Infatti abbiamo supposto che la tensio-
ne sia proporzionale alla lunghezza, ma la tensione ha la stessa direzione della corda, quindi

la componente orizzontale della tensione ¢ proporzionale alla componente orizzontale della

lunghezza della corda. La componente orizzontale della lunghezza della corda € sempre L,
quindi anche la componente orizzontale della tensione non cambia al variare del tempo. Se la

indichiamo con 7, risulta 7 =||T(x, t)||cos(a(x, t)) , qualunque siano x e ¢ . L'equazione

scritta sopra diventa

%*u %u
"Bt =p0) Z5( 0,
cioe %u v J*u 1
atz <x,t):l0(x) gx2<x’t)+lo(x)f(x’ t)'

Se la corda ¢ omogenea, quindi la densita ¢ costante, posto ¢*=17/p si ha

d*u 3% 1
ﬁ(x,t)_c W(x,t)—l—;f(x,t).

Questa equazione ¢ detta equazione delle onde.

(2.3.1)



Capitolo 3

Equazioni alle derivate parziali
del primo ordine

3.1 Equazione del trasporto
Consideriamo I’equazione del trasporto (v. equazione (2.1.2))
u,(x,t)+cu (x,t)=0 (x,t)eERxR,.

L’equazione si puo scrivere nella forma Vu(x,t)+(c,1) = 0, cioe, facendo intervenire un
vettore di norma 1,
1) _

e =0

Per il Teorema del gradiente El-11.4.7, il primo membro ¢ la derivata direzionale di # nella
direzione (c,1)/||(c,1)|| . Questo suggerisce che, con un opportuno cambiamento di variabili,
si possa scrivere 1’equazione in modo che compaia la derivata rispetto a una sola variabile. Vi

Vu(x,t)

sono vari cambiamenti di variabile per cui questo avviene, ma € opportuno non modificare
la variabile ¢, in modo che il semipiano ¢ >0, in cui studiamo ’equazione, si trasformi in
sé stesso. Consideriamo quindi le nuove variabili £ e 7,con 7 =1 e ¢ tale che la retta
passante per l'origine e per il punto (c,1) diventi la retta & =0. La retta per origine e per
(¢,1) haequazione x—ct =0, quindi ¢ opportuno porre { = x—ct . Consideriamo quindi

le nuove variabili
E=x—ct,
T=t¢t,

{x:cf+c7,

t=r.

da cui si ricava

Indichiamo con v la funzione incognita rispetto alle nuove variabili, quindi
v:RxR, - R, v(&,t)=u( +cT,7).
Da qui si ricava #(x,t) = v(x —ct,t), quindi
n,(x,t)+cn (x,t) =—cvg(x—ct,t)+v (x—ct,t)+cv-(x —ct,t) =v (x —ct,t).

14
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Se u ¢ soluzione dell’equazione del trasporto, da qui segue v_=0, quindi v non dipende
da 7. Percio esiste g: R — R tale che v(&,7)=g(&); pertanto #(x,t) = g(x —ct). Poi-
ché v ¢ soluzione di un’equazione del primo ordine essa ¢ di classe C'. Affinché v abbia
tale regolaritd anche g deve essere di classe C'.

Ad ogni funzione g corrisponde una sola soluzione. La funzione g ¢ univocamente
individuata dal valore di #(x,0), perché si ha g(x)= u(x,0).

Abbiamo quindi il seguente teorema.

3.1.1 Teorema
Sia ¢ € CY(R,R). Allora il problema di Cauchy

{ut(x,t)+cux(x,t)=0, (x,t)eRXR,, (3.1.1)

u(x,0)=¢(x), x €R,
ha come unica soluzione la funzione
n:RxR, =R, u(x,t)=g@(x—ct).

Osserviamo che, per questo teorema, la soluzione del problema di Cauchy é unica.

Abbiamo provato che ogni soluzione ¢ costante nelle semirette di equazione x —ct =k
con t >0. Queste semirette sono dette curve caratteristiche per 'equazione #, +cu_=0.

Consideriamo ora un analogo problema di Cauchy per un’equazione non omogenea

{ut(x,t)+cux(x,t)Zf(x,f), (x,0) ERXR,, (3.1.2)

u(x,0)=0, x €R.

Poiché conosciamo la soluzione del problema di Cauchy per I’equazione omogenea, cioe con
f =0, questo problema si puo risolvere con il seguente metodo, detto metodo di Duhamel.
Per ogni s > 0, consideriamo la soluzione dell’equazione del trasporto omogenea definita

per t >s echeper t =s vale f(x,s). Cio¢ consideriamo #®) tale che

MES)(xat)_I_C”,(CS)(X,t):Oa xeR, t>5s,
M(S)(x,g):f(x,s), xeR.

Posto

u(x,t):ftu(‘)(x,t)ds, (3.1.3)
0

u ¢ soluzione del problema di Cauchy (3.1.2). Infatti, per il Teor. El-14.4.8 si ha

t t

#(x,t)ds = f(x, t)—f cu(x,t)ds.

0

%t(x’ t)= ”(t)(x’ t)+f

0

Per il Teor. El-14.4.2 risulta fot cul(x,t)ds = cu (x,t), pertanto # verifica’equazione non

omogenea. Inoltre dalla definizione ¢ evidente che #(x,0)=0.

Supponendo f continua e derivabile parzialmente rispetto a x con f, continua, rica-
viamo dal Teor. Pespressione esplicita di # . Osserviamo che #) ¢ soluzione di un
problema di Cauchy in cui la condizione iniziale ¢ assegnata non per t =0, ma per ¢t =s,
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pertanto #)(x,t) ¢ il valore della funzione trascorso un tempo t —s dall’istante iniziale,
quindi si ha

u)(x,t) :f(x —c(t—s), s) ,
pertanto

n(x,t)= fot u(x,t)ds = Ltf(x —c(t—s),s)ds.

Abbiamo quindi il seguente teorema.

3.1.2 Teorema
Sia f € CRxR,,R) derivabile parzialmente rispettoa x con f, continua. Allora il problema

di Cauchy

{ut(x,t)+cux(x,t)=f(x,t)’ (x,t) ERxR,, (3.1.4)
n(x,0)=0, x €R,

ha come unica soluzione la funzione

n:RxR, - R, u(x,t):fof<x—c(t—s),s>ds.

L’affermazione che la soluzione € unica non ¢ giustificata dai ragionamenti fatti sopra, ma
¢ conseguenza dell’unicita della soluzione per il problema di Cauchy per ’equazione omo-

genea. Infatti se v e w sono soluzione del problema (3.1.4), posto #» = v — w, risulta,
V(x,t)eRxR_,

u,(x,t)+cu (x,t)=v,(x,t)—w,(x,t)+c¢ ( x(x,t)—fwx(x,t)):
(v,(x,8) + cv,(x,0)) = (@, (x, 1) + cw,(x,2)) = f (x,£) — f(x,£) =0.

Inoltre Yx € R si ha #(x,0) = v(x,0) — w(x,0) = 0. Pertanto # & soluzione del proble-
ma (3.1.1) con ¢ =0; allora, per il Teor[3.1.1, éidenticamente nulla, quindi v =w .

Se u ¢ somma di una soluzione v del problema e una soluzione @ del problema

(3.1.4), risulta, V(x,t)eRxR,,
()1, (5, £) = 0,5,£) 4+ , (3, ) (5, (5,£) 4 0, (3, ) =
:(vt(x,t)—l—cv )—l—( x,t)+cw (x t)):f(x,t).

Inoltre Vx € R siha #(x,0) = v(x,0)+ w(x,0) = ¢(0) . Pertanto, combinando i Teor. 3.1.1]
e[3.1.2, si ottiene il seguente teorema.

3.1.3 Teorema
Siano [ € C(RxR,,R) derivabile parzialmente rispettoa x con f, continuae ¢ € C'(R,R).
Allora il problema di Canchy

{ut(x,t)—l—cux(x,t):f(x,t), (x,t)ERxR,,
(xao)zgo(x)a x €R,

ha come unica soluzione la funzione

t

n:RxR, —R, u(x,t):go(x—ct)—l—f f(x—c(t—s),s)ds.

0
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3.2 Curve caratteristiche per una legge di conservazione

Consideriamo il problema di Cauchy per una legge di conservazione (v. equazione [2.1.1))

ut(x,t)+q/<u(x,t)>ux(x,t):O, (x,t)ERxR,,
u(x,0) = ¢(x), x €R.
Cerchiamo se anche per questa equazione, come nel caso particolare dell’equazione del tra-
sporto, esistono curve nel piano (x, ¢) in cui una soluzione ¢ costante. Sia # € C'(R x R, R)
soluzione della legge di conservazione e cerchiamo una curva, di equazione x = r(¢), incui #
sia costante. La funzione t — u(r(t), t) ¢ costante se, e solo se, ha derivata nulla, cioe,
YVt >0, siha
r’(t)ux<r(t), t) + ut<r(t), t) =0.

Ricavando #, dall’equazione differenziale e sostituendo in questa uguaglianza, si ottiene

(/(ﬂ—q’(u(r(t),t))>ux(r(t>,t> _o.

Quindi se # ¢ soluzione dell’equazione differenziale e si ha /() = ¢'(u(r(¢),t)), allora

u(7(t),t) non dipende da ¢, quindi
u(r(t), t) = 14(7’(0),0) = go(r(O)).

Posto x, = 7(0), la condizione 7/(t) = q'(u(r(t),t)) equivale a r'(¢) =q’(¢(x,)) . Pertan-
to r ¢ una funzione polinomiale di primo grado e si ha r(¢) = ¢’ (ga(xo)>t + %y . Quindi la
soluzione # ¢ costante nelle semirette di equazione x = g'(¢(x,))t +x, -
Queste vengono dette curve caratteristiche per I’equazione #, +q'(#)u, =0.
Viceversa, consideriamo # € C'(R x R, ,R) costante in ciascuna semiretta di equazione
x=q'(p(x,))t + %5, t >0 etale che, Vx € R, sia #(x,0) = ¢(x). Allora la funzione
t—s u(q/<g0(xo)>t + x4, t) ¢ costante, quindi ha derivata nulla, cioe

(' (9(%0))t + %0, 1)q (9(%0)) + 14,(q' (9(%0)) ¢ + x5, £) = 0.
Poiché ¢(x,) = u(x,,0)= u(q’(go(xo)>t + x4, t) , st ha
”t(‘]/<99(xo)>t + Xy, t) + q/<”(‘]/<§9(xo)>t + Xy, t))”x <‘]/(§0(xo)>t + Xy, t) =0.
Pertanto se (x,t) € R xR, ¢ tale che esiste x, €R per cui x = q/<g9(xo)>t + x, , allora
u,(x,t)+ q’(u(x, t))ux(x, t)=0,

cioe # ¢ soluzione della legge di conservazione nei punti del piano per cui passano le curve
caratteristiche.

Studiamo il caso particolare dell’equazione di Burgers (v. equazione 2.1.3). Abbiamo il
problema di Cauchy

{ut(x,t)—l—u(x,t)ux(x,t):O, (x,t)ERxR,,
u(x,0) = ¢(x), x €R.

Le curve caratteristiche sono semirette di equazione x = ¢(x,)t + x; .
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Se ¢ ¢ lafunzione tale che ¢(x)=1x, si ha il problema

{ut(x,t)-i-%(x>t)”x(x>t)zo’ (x,0) ERXR,, (3.2.1)

u(x,0)=x, x€eR.
Le curve caratteristiche hanno equazione x = x,t + x,; qualunque siano x e R e t € R,

da tale equazione si ricava x, = x/(t + 1), quindi per ogni punto (x,¢) del semipiano ¢ >0
passa una curva caratteristica e si ha

X X
u(x,t):ga<t+1>:t+l.

La soluzione di questo problema ¢ definita in tutto il semipiano ¢ >0.

t A

Figura 3.1: Curve caratteristiche

per il problema (3.2.1).

X
Se ¢ ¢ lafunzione tale che ¢(x)=—x, si ha il problema
u,(x,t)+u(x,t)u (x,t)=0, (x,t)ERxR,, (322)
u(x,0)=—x, x €R.
Le curve caratteristiche hanno equazione x = —xy,t +x,;se t =1 si ha x =0, qualunque

sia x, . Pertanto non esistono curve caratteristiche passanti per i punti della retta ¢ =1 diversi

da (0,1) e tutte le curve caratteristiche passano per tale punto, in cui quindi non ¢ possibile
che sia definita la soluzione. Se ¢t < 1 per il punto (x,¢) passa la curva che si ottiene per

xo=x/(1—1t), quindi
u(x,t)= < * >— a
VT T

La soluzione tende a +00 0a —oo per t — 1 (se x #0), quindi non esiste un soluzione
per t >1.

Figura3.2: Curve caratteristiche

per il problema (3.2.2).

2y
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3.3 Curve caratteristiche per un’equazione lineare

Il metodo delle curve caratteristiche puo essere utilizzato per risolvere un diverso tipo di
equazioni differenziali del primo ordine.

Consideriamo un’equazione differenziale lineare omogenea del primo ordine, 1 cui coefh-
clentl non slano necessariamente costanti,

a(x,y)u,(x,y)+ b(x,y)u,(x,)=0,  (x,7)ER?, (3.3.1)

con a,b € C(RY,R). Sia # € C'(R%*R) soluzione di questa equazione. La soluzione # ¢
costante in una curva individuata dalla parametrizzazione t — (x(z),y(t)) se, e solo se, la

funzione ¢ — u(x(t), y(t)) ha derivata nulla, cioe

i, (0,30 ()+ 1, (x(0),5(0))y/(8) =0

Poiché # & soluzione dell’equazione (3.3.1)), questa uguaglianza ¢ verificata se si ha

x(8) =a(x(2),y(2)),
{y’(t) = b(x(t),7(2)). (3.3.2)

Viceversa, se # ¢ una funzione costante nelle curve individuate dalle parametrizzazioni

t — (x(¢),5(z)) che soddisfano il sistema (3.3.2), allora

0= %u(x(t),y(t)) = 1, (x(£), ()% () + 1, (x(£), (1)) (£) =

=a(x(2),y(2))m, (x(2),5(2)) + b (x(2), (1)), (x(2), 5(2))
quindi # ¢ soluzione dell’equazione (3.3.1)).

Studiamo alcuni casi particolari.
Consideriamo I’equazione

yu(x,y)+xu,(x,y)=0. (3.3.3)

Il sistema (3.3.2) diventa

Quindi deve essere x”() = x(¢). Questa equazione differenziale ha equazione caratteri-
stica s?=1, quindi s = £1; pertanto x(t) = c,e’ + c,e™" da cui, derivando, si ottiene
y(t) =ce* —c,e" . Pertanto le curve caratteristiche hanno equazioni parametriche

— t —t
y=ce' —ce .

—_ t —t
{x =ce +qe,
Si ricava facilmente I’equazione cartesiana x* —y? = 4c,c,. Ogni ramo di una iperbole di

equazione cartesiana x> —y? =K, con K € R*, puo essere espressa nella forma parametrica
scritta sopra; anche ognuna delle semirette uscenti dall’origine contenute nella coppia di rette
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x?—y* =0 puo essere scritta in tale forma. Possiamo concludere che, se f € C'(R,R), allora

la funzione
u(x,y) = f(x*—»?%)

¢ soluzione dell’equazione (3.3.3).

Le soluzioni di questo tipo assumono lo stesso valore in entrambi 1 rami di ognuna del-
le iperboli, vi sono anche soluzioni che assumono valori diversi sui due rami di una stessa
iperbole.

Consideriamo I’equazione

Il sistema (3.3.2) diventa
{x/(f) =(1),

1Y —
y'(£) =—x(t).

Quindi deve essere x”(t) = —x(t) . Questa equazione differenziale ha equazione caratteristica

s? = —1, quindi s = %1 ; pertanto x(t) = c,cost + ¢,sint da cui, derivando, si ottiene

y(t) =—c¢;sint 4+ c,cos ¢ . Quindi le curve caratteristiche hanno equazioni parametriche

X =c,cost +c,sint,
Yy =—c;sint +c,cost.

Si ricava facilmente I’equazione cartesiana x”+y? = ¢/ +c; . Ogni circonferenza di equazione
cartesiana x*+y> = K, con K € R, pud essere espressa nella forma parametrica scritta
sopra. Possiamo concludere che, se f € C'(R,R), allora la funzione

u(x,y) = f(x*+5%)

¢ soluzione dell’equazione (3.3.4).
Sia k € N*; consideriamo I’equazione

xu (x,y)+kyn,(x,y)=0. (3.3.5)
Il sistema (3.3.2) diventa

Da qui si ricava x(t) =c,e’ e y(t) =c,e** . Quindi le curve caratteristiche hanno equazioni
parametriche
— t
x =cet,
y = ekt

Si ricava facilmente ’equazione cartesiana y/c, = (x/c,)* ; inoltre si hanno le curve x =0

e y = 0. Ogni curva di equazione cartesiana y = Kx*, con K € R, e la curva x = 0
possono essere espresse nella forma parametrica scritta sopra. Possiamo concludere che, se

f € CYR,R), allora la funzione.

u(x,y)=f(x"*y)

¢ soluzione dell’equazione (3.3.5).



Capitolo 4

Equazione del calore

4.1 Trasformata di Fourier

Utilizziamo la trasformata di Fourier per risolvere un problema di Cauchy per I’equazione
del calore (v. equazione (2.2.1)). Come vedremo, questo consente di trasformare I’equazio-
ne alle derivate parziali in un’equazione differenziale ordinaria di cui e semplice trovare una
soluzione.

Consideriamo una sbarra di lunghezza infinita e studiamo il problema di Cauchy

u,(x,t)=aun (x,t), (x,t)eRXR,,
#(x,0)= p(x), veR,

dove 2 € R% ed ¢ assegnata ¢ € PC(R,RR) assolutamente i. s. g.

Supponiamo che, per ogni fissato t € R, , la funzione x — #(x,t) sia diclasse C?, asso-
lutamente i. s. g. e che anche le derivate prima e seconda siano assolutamente 1. s. g. Indichiamo
con U la trasformata di Fourier di tale funzione, cioe

+oo
U(w,t):f e % y(x, t)dx.

—O0Q

Per il Teorema sulla trasformata di Fourier della derivata El-14.6.12, la trasformata di Fourier,
rispetto a x, di #_ ¢ —w?U(w,t). Se la funzione #, ¢ tale che si puo derivare sotto il
segno di integrale (v. Teor. EI-14.4.19), si ha

3 +o0 +o0

Ut(a),t):E e " u(x,t)dx :J ey (x,t)dt.

—0Q

Quindi, uguagliando le trasformate dei due membri dell’equazione differenziale, otteniamo la
seguente equazione, in cui compaiono derivate rispetto alla sola variabile ¢,

U(w,t)=—aw’U(w,t), (w,t)eRXR,.

Dalla condizione iniziale si ottiene U(w,0) = @(w); pertanto la funzione ¢ — U(w,t), di
dominio R, ¢ soluzione del seguente problema di Cauchy per un’equazione differenziale

21
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ordinaria lineare omogenea a coeficienti costanti

{y/+”°‘)2y =0,
y(0) = ¢(w).

Lequazione caratteristica ¢ s +aw? =0, quindi s = —aw?, pertanto I'equazione differen-

—aw?t

ziale ha soluzione ce . Aflinché sia verificata la condizione y(0) = ¢(w) deve essere

¢ = §(w), pertanto la soluzione ¢ la funzione ¢ — @(cw)e™" . Allora, Y(w,t) € R x R,,
st ha i
U(w,t)=p(w)e ",

—aw?t

Poiché ¢ ¢ limitata (v. Teor. EI-14.6.6) e la funzione w — e ¢ assolutamente 1. s. g.,

la funzione w — U(w,t) € assolutamente i. s. g., quindi, per il Teorema di inversione della
trasformazione di Fourier E1-14.6.22 e per il Teor. El-14.6.21, si ha

u(x,t)= %J Pw)e ™ el d e = % J_ (&) F[w — e_“”ztei”x](f)df .

—0Q

Dal punto (1) del Teor. EI-14.6.9 e dall’Es. EI-14.6.20 otteniamo, se ¢t >0,

—aw?t _iwx _ —aw?t _ \/E (5—96)2
Flo—e &) =F[w—e ](g—x)_ﬁexp<—v>

e quindi

_ 1 +o0 (E_x)z
u(x,t)—sz_oo exp<— ™ >gp(§)d§ (4.1.1)

Si puod dimostrare che se ¢ ¢ di classe C?, assolutamente 1. s. g., con derivate prima
e seconda che hanno la stessa proprieta, allora anche la funzione x — u(x,t) ha le stesse
proprieta; quindi i passaggi fatti sopra sono giustificati.

Si ha quindi il seguente teorema.

4.1.1 Teorema
Sia ¢ € CHR,R) assolutamente i. s. g. e tale che ¢’ e ¢" sono assolutamente 1. s. g. Allora la

funzione
1 +oo (f—x)2>
- dg, t >0,

n:RxR, —R, w(x,t) = sz_oo eXP< 4t p(&)dE se

o(x), set =0,

edi classe C?, ed ¢ soluzione del problema

{ut(x,t):auxx(x,t), (x,t) ERxR,,
u(x,0) = ¢(x), x €R.

Se ¢ ¢ continua a tratti e assolutamente i. s. g., allora la funzione # definita dall’equazio-
ne (4.1.1) ¢ soluzione dell’equazione del calore per ¢ >0.



4.2. Separazione delle variabili 23

Con la sostituzione n= (& —x)/ (2 Vat ) da cui si ricava & = x +24/at n, si ottiene

f e o x+2\/_77)2\/_d77—\/_J e o(x+2+/at n)dy

u(x,t)=

24/ mat

La funzione 7 — e ¢& assolutamente i.s. g. in R e ha integrale /7 (v. Es. E-13.5.12).
Se ¢ ¢ continua e limitata, per il Teor. EI-14.4.12 risulta

+00
lti_r)réu(x,t):lti_r)réiﬂ (x+2\/_77 \/_f e llmga x+2\/_r;>
1 too _y? 1 _,72
=7 ¢ GD(X)dn:ﬁ e T dne(x)=g(x).

Si pué dimostrare che, non solo lim, ,#(x,t) = ¢(x), ma anche che, Vx € R, risulta
lim g )0 #(E5 1) = ¢(x) . Quindi la funzione ottenuta ponendo

f+ooexp<—<€_x)2>g0(§)d§, se >0,

n:RxR, - R, u(x,t) =13 2ymat J_o 4at
§0<x)a SCIZO,

¢ continua.
Si ha quindi il seguente teorema.

4.1.2 Teorema
Sia ¢ € C(R,R) limitata. Allora la funzione

xp<—(5_’“)2>go<5>d5, et >0

u:RxR, —R, u(x,t) =13 2y mat J_ 4at

Gﬂ(x)a set =0,

é continua, di classe C* in R x R ed & soluzione del problema

%t<x’t):duxx(x’t)’ (x,t)GRXRi,
u(x,0) = ¢(x), x €R.

4.2 Separazione delle variabili

4.2.1 Problema di Cauchy-Dirichlet

Consideriamo il problema di Cauchy-Dirichlet per I’equazione del calore

u,(x,t)y=aun_(x,t), (x,t)€[0,L] xR,
u(0,t)=0, teR,,
u(L,t)=0, teR,,

u(x,0) = ¢(x), x€[0,L],

dove a,L € R’ ed¢assegnata ¢:[0,L]— R. Poiché cerchiamo una soluzione # diclasse C?
[0

[
rispetto a x , deve essere ¢ € C 2( L], ]R) Inoltre, affinché siano soddisfatte le condizioni
1(0,0) = u(L,0) =0, deve essere ¢(0)=¢(L)=0.
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Cerchiamo una soluzione non identicamente nulla di questo problema, che sia prodotto di
una funzione della sola variabile x per una funzione della sola variabile ¢ . Quindi poniamo,
per (x,t) € [O,L]x R, u(x,t) = X(x)T(t). Affinche esistano continue le derivate che
compaiono nell’equazione del calore, X deve essere di classe C? e T diclasse C!. Inoltre,

poiché cerchiamo # non identicamente nulla, X e 7 devono essere non identicamente
nulle. Lequazione del calore diventa

X(x)T'(t)=aX"(x)T(2).
Se x ¢ tale che X(x)#0 e ¢ ¢tale che T(z)#0 allorasi ha

X@)T(e) _ X"()T(2)
X()T(t) — X(x)T(t)°

C10¢ T/<t) _ X//(x) |
T(t) X(x)

Al variare di ¢ il secondo membro di questa uguaglianza non varia, quindi anche il primo
membro non varia. Percio il primo membro ¢ costante rispetto a ¢ e, per motivi analoghi,
il secondo membro ¢ costante rispetto a x . Pertanto esiste K € R tale che T'(t) =aKT(t)
se ¢ ¢tale che T(z)# 0. Per continuita 'uguaglianza vale anche se T(t) =0, purché T
non sia identicamente nulla in un intorno del punto ¢ . Infine se 7 ¢ identicamente nulla in
un intorno di ¢ si ha anche 7'(¢) =0, quindi 'uguaglianza vale anche in questo caso. Per
motivi analoghi si ha X”(x) =KX (x) qualunque sia x €[0,L].

Questo metodo di risoluzione di un’equazione alle derivate parziali ¢ detto metodo di

separazione delle variabili, perché abbiamo ottenuto due equazioni in ciascuna delle quali
compare una sola delle variabili.
Inoltre le condizioni agli estremi #(0,¢) = #(L,t) =0 diventano

X(0)T(t)=X(L)T(t)=0;

poiché T'(¢) non ¢ identicamente nulla, tali condizioni equivalgono a X(0)=X(L)=0.
Cerchiamo X non identicamente nulla, soluzione del problema di Dirichlet

X"(x)=KX(x), x€[0,L],
X(0)=0,
X(L)=0

Per il Teor. tale soluzione esiste se, e solo se, K =—n*n?/L?, con n € N*, e in tal caso
st ha

X(x):csin<n%x), ceR".

Ora risolviamo Iequazione T'(¢) = —(an’n?/L*)T(¢). E un’equazione differenziale
lineare a coeflicienti costanti del primo ordine, I'integrale generale ¢ (v. Teor. E1-8.2.3)

2,2
{t»—>cexp<—&mLG t> CG]R}.
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Quindi la funzione

u(x,t) csin<n7cx)e an’r’ t
) = - X -
L)\ T

verifica ’equazione #, = au_, e le condizioni #(0,¢) = u(L,t) = 0. Cio ¢ vero anche
per ogni combinazione lineare di funzioni di questo tipo e, sotto opportune condizioni di
convergenza, anche per il limite di tali combinazioni lineari. Abbiamo pertanto il seguente
teorema.

4.2.1 Teorema
Sia (c,),cx. #na successione in R tale che la serie di funzion:

2,2

S L [ an°m
ch sm<—x>exp — t
— L L?

converge uniformemente per (x,t) € [0,L] x R, insieme alle derivate parziali di ordine 1 ri-
spetto a t ediordine 1 e 2 rispetto a x. Allora la funzione u:[0,L]x R, — R, somma di

tale serie, verifica

u,(x,t)=aun_(x,t), (x,t)€[0,L] xR,
%(O,t):O, t€R+:
u(L,t)=0, teR,.

Non abbiamo finora considerato la condizione #(x,0) = ¢(x). Imponiamo che la fun-
zione # , definita nel teorema precedente, verifichi questa condizione. Deve essere

u(x,O):ch sin<nT7T x) = ¢(x). (4.2.1)

Per determinare 1 coeflicienti ¢, facciamo uso di cio che sappiamo sulle serie di Fourier. Le
funzioni x — sin((n /L) x) sono utilizzate nelle serie di Fourier di funzioni 2L -periodiche.
Se nella serie di Fourier di una funzione non compaiono le funzioni coseno allora la funzione
¢ dispari. Quindi la serie che compare nell’equazione puo essere considerata come serie
di Fourier di una funzione 2L -periodica dispari. Noi conosciamo la somma della serie solo
nell’intervallo [0,L], non in un intervallo di lunghezza pari al periodo 2L . Risulta quindi
naturale considerare il prolungamento dispari all’intervallo [—L,L] della funzione ¢ e la
serie di Fourier di tale funzione, che ¢ una serie di soli seni (v. Oss. EI-15.4.8).

Abbiamo supposto ¢ € Cz([O,L],]R> con ¢(0) = ¢(L) = 0. Osserviamo che, poiché
¢(0) =0, la funzione ¢ puo essere prolungata a una funzione dispari definita in [—L,L],
che indichiamo con @ Si ha

5x) = {ga(x), se x €[0,L],
—p(—x), se x €[—L,0[.

Allora
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quindi ¢ hauna ripetizione 2L -periodica (v. Sezione El-15.4), che indichiamo ancoracon ¢'.
Evidentemente ¢ ¢ derivabile in [—L,L]\ {0}, con

5'(x) = ¢'(x), sex €]0,L],
¢'(—x), se x €[—L,0[.
Osserviamo che, se h € ]—L,0[, si ha

¢(h)—¢(0) _ —p(=h) _ ¢(—h)—¢(0)
h b —bh h—0—

¢'(0),

quindi & ¢ derivabile anche in 0, ovviamente con $’(0) = ¢’(0), pertanto @ ¢ diclasse C'.
In modo analogo si puo verificare che anche la ripetizione periodica di @ ¢ di classe C'.
Inoltre ¢ ¢ evidentemente C! a tratti.

Affinché I’equazione sia verificatai ¢, devono essere i coeflicienti di Fourier di ¢,

relativamente alle funzioni senoj; pertanto

c, :%JL sin<n7n§>g'5(§)df:%LZin(%f)gp(f)d{;

—L

’'ultima uguaglianza segue dal fatto che la funzione integranda ¢ pari, perché prodotto di due
funzioni dispari (v. Oss. El-6.6.14).

Poiché & ¢ diclasse C' e ¢’ ¢ C! atratti, per il Teor. EI-15.5.14 risulta ¢, = o(n_2> ,

per n — 400 . Inoltre

) (nrc ) anzrczt
supd [sin( — x )exp | —
P L P\T 12
2 2

Quindi la serie
< L (i an’rw
chmn(—x)exp <— t>
— L L?

converge totalmente. Si puo dimostrare che convergono uniformemente anche le serie delle
derivate parziali di ordine 1 rispettoa ¢ e diordine 1 e 2 rispettoa x .
Pertanto vale il seguente teorema.

(x,t)e[O,L]xR+} =1.

4.2.2 Teorema
Sia ¢ € C*([0,L],R) tale che ¢(0)= (L)=0. Allora la serie di funzioni

f%LLSM%ﬁ £)p(E)de sin(ZEx)exp <_dn;ﬂz t>

n=1

converge uniformemente per (x,t) € [0,L] x R, a una funzione u di classe C', derivabile
parzialmente 2 wvolte rispetto a x , soluzione del problema

u,(x,t)=aun (x,t), (x,t)€[0,L] xR,
u(0,t)=0, teR,,
u(L,t)=0, teR,,

u(x,0) = ¢(x), x €[0,L].



4.2. Separazione delle variabili 27

Studiamo ora la convergenza della serie supponendo che ¢ sia solo continua a tratti, senza
alcuna condizione sui valori che assume in O ein L. Per » € N* poniamo

2.2
I/th[O,L]XR+—>R, ”n(x’t):CnSin<nTnx>exp<_dn T t>,
con
2 ([t
Cn:—f sm<n_ﬂ"£)gp(§)d§
0
St ha

2 [Cin(2me)oreac

quindi la successione dei coeflicienti ¢, ¢ limitata. Poniamo M =sup{|c || » € N*} . Scelto

t,>0,siha, V(x,1)€[0,L] x [ty,+00[,
an’m?
gMeXp<— 2 to) ]

. [nT an*m?
c, sm<—x> exp| — t
L L?

<2 j (&) dE <2supl]

quindi

an*m?
supl (5| (5,0) [0, 1 x [t o) < Mexp(— 5 ).

Poiché, Vb € R}, ,siha e =o(y™"), per y — 400, risulta exp(—an’n’t,/L*)=o(n?"),
per 7 — +o00 . Allora, per 7 grande, si ha M exp(—an?m’t,/L?) < n~?%; cio in particolare
vale per b = 1. La serie armonica generalizzata >.7°n~2 ¢ convergente (v. Es. E1-7.5.6),
quindi, per il Criterio del confronto El-7.5.4, anche la serie >7¥°5 M exp(—an’n’t,/L?) & con-
vergente. Percio la serie di funzioni 3 7% % ¢ totalmente convergente in [0,L] X [#,,+00[
e quindi, per il Criterio di Weierstrass El-15.1.22, ¢ uniformemente convergente. Pertanto,
per il Teor. El-15.1.16, la somma della serie ¢ continua.

Poiché cio e vero in [0,L] X [t,,+00[ , qualunque sia z,> 0, si ottiene facilmente che la

serie > %7 u, converge puntualmente in [0,L] x R* e che la funzione

400
wi[O,LIxRL >R, u(x,t)= D u,(x,t),
n=1

¢ continua. Si puo dimostrare che, se ¢ € C([O,L] ,]R) ﬂPC1<[O,L] ,R) e p(0)=¢(L)=0,
allora limz . o #(&,7) = ¢(x), qualunque sia x €[0,L].

Studiamo le derivate parziali delle funzioni #, . Le u, sonodiclasse C* e, per 7,7 €N,
st ha

o ‘ 2i 2,2 \/ 2,2
DXD!u (x,t)=c (—1)l<n—ﬂ) sin<n—7c x> T exp L P
* " " L L L? L?

(—1)yMad gt . nm an’m?
=c — n” " sin( —x Jexp( — t),
n [2i+2] L 12




4.2. Separazione delle variabili 28

o ‘ 2i4+1 202\ 2’
DDl e =e 1 (7)o () (e (- )=

L L L2 L2
)it g 22 - a2
:cn( ) — n2’+2]+1cos(—x>exp — t).
[2i+2j+1 L 12

Pertanto, ragionando come sopra, se t,>0 e k,7 €N, si ha

‘ ‘ 2,2
sup{ ’DfDL{ u,(x, t)‘ ‘ (x,2)€[0,L] x [to,+oo[} SMijnk“’ exp <—6mLG to) ,

con C,; € R} opportuno. Il secondo membro e o(nk”f —2b ) , qualunque sia b € R, ; da qui,
scegliendo & sufficientemente grande, segue la uniforme convergenza in [0,L] X [y, 4+ 00
della serie delle derivate parziali delle #, . Pertanto, per il Teorema di derivazione termine a
termine El-15.1.18, che vale anche per le derivate parziali, la funzione # ¢ di classe C* in
[0,L] X [t5,+00[ e quindi, per I'arbitrarieta di #,, anche in [0,L] x RY .

Ovviamente, poiché ciascuno degli addendi verifica 'equazione #, =aun__, anche # la
verifica.

Vale quindi il seguente teorema.

4.2.3 Teorema
Sia ¢ € C([O,L] ,]R) N PC1<[O,L] ,]R) tale che ¢(0)= (L) =0. Allora la serie di funzioni

f%f;sin<ng §>¢(f)dfsin<n%x>exp<_an];n2 t>

n=1

converge uniformemente per (x,t) € [0,L] x R, a una funzione u continua, la cui restrizione
all’insieme [0,L] x R’ édi classe C*, soluzione del problema

u,(x,t)y=aun_(x,t), (x,t)€[0,L] x R%,
u(0,t)=0, teR,,
u(L,t)=0, teR,,

u(x,0) = ¢(x), x €[0,L].

4.2.2 Problema di Cauchy-Neumann

Consideriamo il problema di Cauchy-Neumann per ’equazione del calore

u,(x,t)y=aun_(x,t), (x,t)€[0,L] xR,
n,(0,£)=0, teR,,
u(L,t)=0, teR,,

u(x,0) = ¢(x), x€[0,L],

dove a,L € R’ ed¢assegnata ¢:[0,L]— R. Poiché cerchiamo una soluzione # diclasse C?

rispetto a x , deve essere ¢ € C 2<[O,L] ,]R) . Inoltre, afhnché siano soddisfatte le condizioni
1 (0,0)=u (L,0)=0, deve essere ¢’'(0)=¢'(L)=0.
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Procedendo come nel caso del problema di Cauchy-Dirichlet, cerchiamo una soluzione
nella forma (x,¢)— X (x)7T(¢). In questo caso X deve essere soluzione non identicamente
nulla del problema di Neumann

X"(x)=KX(x), x€[0,L],
X’(0)=0,
X'(L)=0

Per il Teor. tale soluzione esiste se, e solo se, K =—n?n?/L*, con n €N, e in tal caso

st ha
nrw

X(x):ccos<7x>, ceR".

In modo analogo a quanto visto relativamente al problema di Cauchy-Dirichlet nella Sottose-
zione [4.2.1} per tali valori di K siha

an’m?

12

T(t):cexp(— t>, ceR".

Quindi la funzione

u(x,t) ccos<nﬂx)e an’r’ t
) = - X -
L)\ T

verifica I’equazione #, =au__ ele condizioni # (0,t)=u (L,t)=0. Come per il problema
di Cauchy-Dirichlet otteniamo il seguente teorema.

4.2.4 Teorema
Sia (c,), oy #na successione in R tale che la serie di funzioni

= nm an’m?
ch cos<—x>exp — t
— L 12

converge uniformemente per (x,t) € [0,L] x R_ insieme alle derivate parziali di ordine 1 ri-
spetto a t ediordine 1 e 2 rispetto a x. Allora la funzione u:[0,L]x R, — R, somma di

tale serie, verifica

u,(x,t)=aun_(x,t), (x,t)€[0,L] xR,
1,(0,6)=0, teR,,
n (L, t)=0, teR,.

Affinché la funzione # , definita sopra, verifichi la condizione #(x,0) = ¢(x) deve essere
u(x,O):ch cos(T x> = ¢(x). (4.2.2)

Lasituazione ¢ simile a quella del problema di Cauchy-Dirichlet, ma abbiamo una serie di cose-
ni anziché una serie di seni. In questo caso risulta quindi naturale utilizzare il prolungamento
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paridi ¢, cio¢ la funzione ¢:[—L,L]— R tale che

5(x) = {ga(x), sex €[0,L],
o(—x), se x €[—L,0[.

Poiché
P(=L)=o(L)= (L),
¢ ha una ripetizione 2L -periodica. Evidentemente ¢ ¢ derivabile in [—L,L]\ {0}, con

~ | 9(x), se x €]0,L],
7 x)= {—ga’(—x), se x €[—L,0[.

A== A A

quindi & & derivabile anche in 0, ovviamente con $’(0) = ¢(0), pertanto & ¢&diclasse C'.
In modo analogo si puo verificare che anche la ripetizione periodicadi ¢ ¢ diclasse C'. Con
i analoghi si di he & ¢ anche di classe C?
argomenti analoghi si dimostra che @ ¢ anche di classe C?.
Affinché I’equazione (4.2.2) sia verificata, 1 ¢, , per n € N*, devono essere i coeflicien-
ti di Fourier di @, relativamente alle funzioni coseno, mentre ¢, deve essere la meta del
coeficiente a4, ; pertanto

o=y [ #OdE=1 [ orae,
cn:%f_icos(n%cf)gg(cf)dgz%LLCOS<%§> (&)d¢&, n € N*

Poiché &’ & C', per il Teor. EI-15.5.14 si ha ¢, = o(n™?), per n — 400 . Inoltre

<n7'c )e amznzt
Su COS| — X X —
P I P\T 2
2 _2

Pertanto la serie
—+oo
nrw an*m
ch cos<—x>exp — t
— L 12

converge totalmente. Si puo dimostrare che convergono uniformemente anche le serie delle
derivate parziali di ordine 1 rispettoa ¢ e diordine 1 e 2 rispettoa x .
Pertanto vale il seguente teorema.

(x,t)e[O,L]xR+}:1.

4.2.5 Teorema
Sia ¢ € C*([0,L],R) tale che ¢'(0)= ¢'(L)=0. Allora la serie di funzioni

2,2

%LLgo(g)dé’+§%LLCOS(%§>¢(§)d§ cos<n7ﬂx>exp<_m;2ﬂ" t>
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converge uniformemente per (x,t) € [0,L] X R, a una funzione u di classe C', derivabile
parzialmente 2 wvolte rispetto a x , soluzione del problema

u,(x,t)y=aun_(x,t), (x,t)€[0,L] xR,
n (0,£)=0, teR,,
u,(L,t)=0, teR,,

u(x,0) = ¢(x), x €[0,L].

Come per il problema di Cauchy-Dirichlet vale il seguente teorema.

4.2.6 Teorema
Sia ¢ € C([O, L], ]R) N PCl([O,L] , ]R) . Allora la serie di funzioni

2,2

%J;Lgp(g)dé’+§%J;Lcos(i%§>¢(f)d5cos<n%x>exp<_“”yﬂ t>

converge uniformemente per (x,t) € [0,L]x R, a una funzione u continua, la cui restrizione
all’insieme [0,L] x R’ édi classe C*, soluzione del problema

u,(x,t)=aun_(x,t), (x,t)€[0,L] x R%,
n,(0,£)=0, teR,,

u (L, t)=0, teR,,

u(x,0) = ¢(x), x€[0,L].

4.3 Problema di Cauchy-Dirichlet non omogeneo

Consideriamo il problema di Cauchy-Dirichlet per I’equazione del calore non omogenea

u,(x,t)=an,(x,t)+ f(x,1), (x,t)€[0,L]xR,,

0,t)=0 R

u(0,1)=0, FER (4.3.1)
%(L,t):O, IE]R_H

u(x,0)=0, x€[0,L],

dove a,L € R’ ed e assegnata f:[0,L] xR, —»R.

Utilizziamo il metodo di Duhamel, come fatto nella Sezione [3.1] per ’equazione del tra-
sporto.

Per ogni s > 0, consideriamo la soluzione dell’equazione del calore omogenea definita

per t > s e che verifica la condizione iniziale f(x,s) per t =s. Cio¢ consideriamo #')
tale che

%ES)(x,t):&l%xsx(x,t), xE[O,L]’tZS’

#)(0,1) =0, t>s, 432
%(S)(L,t)zo, tZS, JD.
1(x,s)= f(x,s), x€[0,L].
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Per il Teor. tale soluzione esiste se x — f(x,t) ¢ diclasse C* e f(0,t)=f(L,t)=0.

Supponiamo inoltre f continua, affinché #*)(x,¢) dipenda con continuiti da s . Posto

u(x,t):ftu(‘)(x,t)ds, (4.3.3)
0

u ¢ soluzione del problema di Cauchy (3.1.2). Infatti, per il Teor. El-14.4.8 si ha

t t

u,(x,t)=u"(x,t) —I—J ux,t)ds = f(x,t) —I—J anl)(x,t)ds.

0 0

Per il Teor. EI-14.4.2 risulta
t
f anl)(x,t)ds =an_(x,t),
0

pertanto # verifica I’equazione delle onde non omogenea. Inoltre dalla definizione ¢ evidente
che u(x,t) ¢nullaper x=0, x=L e t=0.
Abbiamo quindi il seguente teorema.

4.3.1 Teorema
Sia f € C([0,L]xR,,R) derivabile parzialmente 2 wvolte rispettoa x con f,, continua e tale

che, Vit e R ,siha f(0,t)=f(L,t)=0. Allora il problema di Cauchy

u,(x,t)=an_(x,t)+ f(x,t), (x,t)€[0,L]xR,,
u(0,t)=0, teR,,
u(L,t)=0, teR,,
u(x,0)=0, x €[0,L].

ha come soluzione la funzione
t
n:[0,L]x R, —R, f u(x,t)ds,
0

dove u') & soluzione del problema (4.3.2).

4.4 Unicita della soluzione

4.4.1 Problema di Cauchy-Dirichlet

Consideriamo il problema di Cauchy-Dirichlet per I’equazione del calore

u,(x,t)=an, (x,t)+ f(x,1), (x,£)€[0,L] x RY,

u(0, 1) = go(t), teR,,

w(L,t) = g,(t), {eR,, (441
u(x,0) = ¢(x), x€[0,L],

dove a,L € R’ e sono assegnate le funzioni f € C([O,L] X R+,R) , & 8 € C'(R.,R),
pe C2<[O,L] ,R) , tale che ¢(0)=g,(0), ¢(L)=g,(0).
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Supponiamo che v,w:[0,L] xR, — R siano soluzioni di questo problema. Allora si
verifica immediatamente che la funzione v — @ ¢ soluzione del corrispondente problema
omogeneo, cioe

u,(x,t)y=aun_(x,t), (x,t)€[0,L] xR,
0,t)=0 R
#(0,2) =0, FERe (4.4.2)
%(L,t)zo, t€R+:
u(x,0)=0, x€[0,L].

E evidente che v e w sono diverse tra loro se, e solo se, v —w non ¢ identicamente nulla.
Pertanto se esistono due soluzioni diverse del problema (4.4.1)), allora esiste una soluzione
non identicamente nulla del problema omogeneo (4.4.2). Viceversa se v ¢ soluzione del
problema e z ¢ soluzione non identicamente nulla del problema (4.4.2), allora v +z
¢ soluzione di diversa da v . Pertanto la soluzione di (4.4.1)) ¢ unica se, e solo se, il
problema omogeneo ha solo la soluzione identicamente nulla.

Sia quindi #:[0,L]x R, —» R soluzione di (4.4.2). Posto

L
F:R, —R, F(t):fO <u(x,t))2dx,

per il Teor. EI-14.4.2 (v. anche Oss. El-14.4.3) F ¢ derivabile e, Yt €R, ,si ha

L

L L
F/(t):fO %(%(x,t))zdx:f 2u(x,t)ut(x,t)dx:24f u(x,t)u_(x,t)dx =

0 0

= Za[u(x, tu (x, t)]zié—ZaJO <ux(x, t))zdx .

Poiché # e nullaper x =0 e x =L, il primo addendo ¢ nullo. Quindi,

F'(t)= —Zaf (ux(x, t))2 dx <0,

0

percio F ¢ decrescente. Poiché

F(0)= L (#(x,0))’dx =0,

e F ¢ sempre non negativa, siha F(x)=0, VYxeR, .

Se una funzione » continua e non negativa ha integrale nullo allora ¢ identicamente nulla.
Infatti se esistesse un punto ¢ tale che h(c) > 0, allora esisterebbe un intorno di ¢ in cui
h(x)> h(c)/2 e Plintegrale su tale intorno sarebbe positivo. L'integrale su tutto il dominio ¢
maggiore o uguale dell’integrale sull’intorno e quindi sarebbe positivo. Questo ¢ assurdo.

. . . . 2 . .
Questa osservazione si applica alla funzione x — <14(x, t)) ,quindi V(x,z)€[0,L]xR_,
. 2 [
siha (u(x,1))" =0, cio¢ u(x,z)=0.

Abbiamo cosi dimostrato il seguente teorema.
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4.4.1 Teorema

Il problema
u,(x,t)y=aun_(x,t), (x,t)€[0,L] xR,
u(0,t)=0, teR,,
u(L,t)=0, teR,,
u(x,0)=0, x€[0,L],

ha solo la soluzione identicamente nulla.
Da questo, per quanto illustrato all’inizio della sezione, si ottiene il seguente teorema.

4.4.2 Teorema
Siano f € C([0,L]xR,R), g,g, € C'(R,R), ¢ € C*([0,L],R), tali che ¢(0)= gy(0),
@(L)=g;(0). Se v,w:[0,L] xR, — R sono soluzioni del problema

u(x,0)=an, (6,0)+f(x,0),  (x,1)€[0,L]XR,,
u(0,t) = go(2), teR,,

uw(L,t)=g (), teR,,

u(x,0) = ¢(x), x€[0,L],

allora v=w.

4.4.2 Problema di Cauchy-Neumann

Analogamente a quanto osservato relativamente al problema di Cauchy-Dirichlet, an-
che nel caso del problema di Cauchy-Neumann per dimostrare I'unicita della soluzione ¢
sufficiente dimostrare che il problema omogeneo

u,(x,t)y=aun_(x,t), (x,t)€[0,L] xR,
n.(0,t)=0, teR,,
n,(L,t)=0, teR,,
u(x,0)=0, x€[0,L],

ha solo la soluzione nulla. La dimostrazione di questo fatto ¢ del tutto analoga a quella fatta
per il problema di Cauchy-Dirichlet, I'unica modifica riguarda il motivo per cui il termine

-L . : : C
n(x,t)u (x,t)]_ siannulla: in questo caso ¢ nullo il fattore #, anziché il fattore # .
X x=0 X

Quindi vale il seguente teorema.

4.4.3 Teorema
Siano f € C([0,L]xR,,R), g,g € C'(R_,R), ¢ € C*([0,L],R), tali che ¢(0)= gy(0),
@(L)=g;(0). Se v,w:[0,L] xR, =R sono soluzioni del problema

u,(x,t)=an_(x,t)+ f(x,1), (x,t)€[0,L]xR,,
n (0,1)=go(t), teR,,

u (L, t)=g(t), teR,,

u(x,0) = ¢(x), x €[0,L],

allora v=w.



Capitolo 5

Equazione delle onde

5.1 Formula di d’Alembert

Sia # € C*(R?%,R) soluzione dell’equazione delle onde (v. equazione (2.3.1)), cio¢ tale che

risulti
u,,(x,t)=c’u_(x,t), (x,t) €R?,

dove c eRY .
Effettuiamo il cambiamento lineare di coordinate

{cf:x+ct,

n=x—ct;

da qui si ricava

(€ +n),
:Z(f—ﬁ)-

Chiamiamo v la funzione incognita rispetto variabili & ed 7, cio¢ poniamo

1
X ==
2
1
t

wRoR,  o(En)=u(5E 40 1 E—n).

Evidentemente risulta
u(x,t)=ov(x+ct,x—ct).

Scriviamo I’equazione delle onde per la funzione v . Si ha, omettendo I’argomento delle
tunzioni # e v,

u, :v5+7),7,
.. :’Ué’g"_’vé’r]"_’v}?g‘i"vm]’
", =Cvg—C0,,

2, 2. 2 2
Uy =C Vg —C Vg —C 0 +C0,, .

Pertanto u,, —c’u,, =—4cv;, , quindi # ¢ soluzione dell’equazione delle onde se, e solo

se, Vg, =0.

35
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Pertanto se # ¢ soluzione dell’equazione delle onde, la corrispondente funzione v ¢ tale
che la funzione 7~ v¢(&,7) ha derivata nulla, percio ¢ costante. Quindi esiste f: R —R,

tale che, Y& € R, Vn e R, si ha v:(&,n) = f(£). Poiché v ¢ di classe C', anche f ¢
di classe C', quindi ha una primitiva F di classe C*. La funzione & — v(&,n)—F({) ha
derivata 7)5(5, n)—f(£)=0, quindi ¢ costante, pertanto esiste G: R — R tale che, Y € R,
YneR,siha v(&,n)—F({)=G(n). Poiché G ¢ differenza di due funzioni di classe C? ¢

anch’essa di classe C?.

Quindi se v € C*(R%,R) ¢ tale che, ¥(£,7) € R?, si ha v, (¢,7) =0 allora esistono
F,G € C*(R,R) tali che
v(&,n) =F(E)+G(n).
Evidentemente vale anche il viceversa: se v ¢ nella formascrittasopraallora Y(&,7) € R?,
siha v, (&,7)=0
Questi ragionamenti possono essere adattati anche al caso in cui v ¢ definita non in tut-

to R?, ma in un aperto convesso contenuto in R?. E necessaria I'ipotesi di convessita perché
per concludere che le funzioni 7 — v:(&,n) e & — o(&,n)—F(&) sono costanti devono

essere definite in un intervallo.
Ritornando alle variabili x e ¢, otteniamo il seguente teorema.

5.1.1 Teorema
Siano A un aperto convesso di R* e u € C*(A,R). Allora u wverifica Pequazione

u,,(x,t)=c’u_(x,t), (x,t)€A,

se, e solo se, esistono
F:{x+ct|(x,t)eA} >R,
G:{x—ct|(x,t)eA} >R,
di classe C?, tali che, N(x,t) €A, siba
u(x,t)=F(x+ct)+ G(x—ct).

Studiamo un problema di Cauchy per I’equazione delle onde, considerando una corda di
lunghezza infinita

(%, 0) =
()

cu (x,1), (x,t)GRX]R_H
o(x), x €R, (5.1.1)
¢ xeR,

dove ¢ € R’ esono assegnate ¢, ¢: R — R. Poiché cerchiamo una soluzione # diclasse C 2
deve essere 9 € CA(R,R) e ¢ € C'(R,R).

Se u verifica’equazione delle onde nell’aperto R xR? , allora, per il Teor. esistono
F,G e C*R,R) tali che, ¥(x,t) € R xR’ , si ha

u(x,t)=F(x+ct)+ G(x—ct).
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Per continuita tale uguaglianza ¢ verificata anche se + = 0. Imponendo le condizioni iniziali,
otteniamo che, Yx € R, st ha

{ (x)+ G(x) = g(x )
c(F'(x)—G'(x))=
da cui, derivando la prima equazione, segue
Fl(x)+G'(x) =¢'(x),
F(0)—Gx) ==4(x)

Per ogni fissato x € R, abbiamo un sistema algebrico lineare non omogeneo nelle incognite

F'(x) e G'(x); si ricava
Fx) =35 ¢+ 9t0).

2
G0 =3 (90— tx).
Da qui, integrando da 0 a x, si ottiene
1 1 (*
F(X)=F(0)+§(90(x)—90(0))+— f J0)dy,
Glx)= GO+ 3 (pl0)—pO) 3 | 40)

Sommando membro a membro queste equazioni, risulta
F(x)+G(x) = F(0)+ G(0) + ¢(x) — ¢(0),
quindi F(0)+ G(0)—¢(0)=0.
Allora la soluzione del problema di Cauchy ¢
u(x,t)=F(x+ct)+G(x—ct)=
1
2c

fo o d(y)dy +

1
2c

= F(O)+5 plx+ct) = p(0)+

+GO)+ 1 plx—et)—1 90) J () dy =

x+ct

= (FO+GO)—p(O) + 3ol + e+ ple—ct) 45 [ g0y

—ct

;<go(x+ct)+go(x—ct)>+ ! Jx C d(y)dy.

2c o

Si ha quindi il teorema seguente.

5.1.2 Teorema (formula di d’Alembert)
Siano ¢ € CH(R,R) e ¢ € CY(R,R). Allora la funzione

x+ct

n:RxR, - R, u(x,t):%(go(x—i—ct)—l—go(x—ct))—i—z J(y)dy, (5.1.2)

x—ct

¢ Punica soluzione del problema di Cauchy (5.1.1).
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5.2 Trasformata di Fourier

Utilizziamo la trasformata di Fourier per risolvere un problema di Cauchy per ’equazio-
ne delle onde. Come per I’equazione del calore, questo consente di trasformare ’equazio-
ne alle derivate parziali in un’equazione differenziale ordinaria di cui e semplice trovare una
soluzione.

Consideriamo una corda di lunghezza infinita, quindi studiamo il problema

u,,(x,t)=c*u, (x,1), (x,t)ERxR,,
( 0)=9¢(x), xeR,
1, (5,0) = (), reR,

dove ¢ € R’ e sono assegnate @,¢ € PC(R,C) assolutamente i. s. g. Poiché cerchiamo una
soluzione # diclasse C?, deve essere ¢ € C(R,C) e ¢ € CY(R,C).

Supponiamo che, per ogni fissato t € R, , la funzione x — u(x,t) sia diclasse C?, asso-
lutamente i. s. g. e che anche le derivate prima e seconda siano assolutamente 1. s. g. Indichiamo
con U la trasformata di Fourier di tale funzione, cioe

400
U(a),t):J e % y(x,t)dx

—O0Q

Per il Teorema sulla trasformata di Fourier della derivata El-14.6.12, la trasformata di Fourier,
rispetto a x,di #_ & —w?U(w,t). Sele funzioni #, e u,, sono tali che si puo derivare
sotto il segno di integrale (v. Teor. El-14.4.19), allora si ha

8 +o00 A +00 ‘

U(w,t)= 57 e_”‘”“ u(x,t)dx :f e u (x,t)dr,
g [+t . oo

U, (w,t)= QtJ e 'er ut(x,t)dx:J e “u,(x,t)dt.

Quindi, uguagliando le trasformate dei due membri dell’equazione differenziale, otteniamo la
seguente equazione, in cui compaiono derivate rispetto alla sola variabile ¢,

U,(w,t)=—c*c?U(w,t), (w,t) ERXR,;

mentre le condizioni iniziali diventano U(w,0)=¢(w) e U (w,0) = ¢(w). Pertanto la
funzione t — U(w,t), di dominio R, , ¢ soluzione del seguente problema di Cauchy per
un’equazione differenziale ordinaria lineare omogenea a coefficienti costanti

y"(£)+c*w?y(t) =0,
$(0)=F(e), (5.2.1)
y'(0)=¢(w).

Il polinomio caratteristico dell’equazione differenziale ¢ s* + c?w?, che, se w € R*, hale
radici s = +icw ; pertanto I'integrale generale ¢

{t — c cos(cwt)+c,sin(cwt) | ¢, ¢, €R}.
Affinché sia verificata la condizione y(0) = ¢(w) deve essere ¢; = @(w), mentre perché sia

verificata la condizione y’(0) = gZ(w) deve essere c,c = gZ(w) , cloe ¢, = gZ(a))/(ca))
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Quindi, se w #0, il problema (5.2.1)) ha la soluzione

t — @(w)cos(cwt)+ i QZ(a))sin(ca)t).

Se invece w =0, allora il polinomio caratteristico ¢ s?, che ha la radice doppia 0, pertanto
I'integrale generale dell’equazione differenziale ¢

{t—c +ct|c,eR}.

Affinché sia verificata la condizione y(0) = ¢(0) deve essere ¢; = (0), mentre perché sia

A~

verificata la condizione y’(0) = (Z(O) deve essere ¢, = ¢(0). Quindi il problema (5.2.1), nel

caso w =0, ha la soluzione

A~

t— 9(0)+ ()t .
pertanto deve essere
~ 1 ~ . .
Ulew, 1) = o(w) co/s\(ca)t) + - J(w)sin(cwt), se (w,t)ER* xR,
@(0)+¢(0)z, se (w,t)e {0} xR,.

Peer trovare la soluzione # ¢ necessario determinare una funzione la cui trasformata di
Fourier ¢ w — U(w,t). Si ha

U(w,t) = p(w)cos(cwt)+ g(w),

dove
1 - )
— ¢(w)sin(cewt), se (w,t)eER*XR,,
g:R—-C, g(w)= iw Pleo)sin( ) ( ) *
40z, se (w,t)€{0} xR,

Per il Teor. EI-14.6.9 la funzione
0 fle)cos(cart) = 3 (¢ e ) p(e).
¢ la trasformata di Fourier della funzione
X % (go(x +ct)+p(x —ct)).

La funzione

w—iwg(w)= % gZ(co) sin(cwt) = % (ei“‘” —e_i“‘”) A(a))

¢ la trasformata di Fourier della funzione

7:R—>R, v(x):i<¢(x+ct)—¢(x—ct)>.
2c
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Pertanto, per il Teorema sulla trasformata di Fourier della derivata El-14.6.12, se la funzione w
¢ una primitiva di v ed ¢ assolutamente i. s. g., allora

iwg(w)=3(w)=w(w)=iod(w),
pertanto @ = g . Posto

1 N

wrok, ww=o ([ gob-[ o)=1 [ s,

per il Secondo teorema fondamentale del calcolo integrale EI-6.5.11 w € una primitivadi v.
Si puo dimostrare che @ ¢ assolutamente i. s. g., quindi w =g .

Si puo verificare che, se le funzioni ¢’, ¢” e ¢’ sono assolutamente i. s. g., allora #
verifica le proprieta necessarie a giustificare 1 passaggi fatti sopra.

Vale quindi il seguente teorema.

5.2.1 Teorema
Siano @ € C*(R,R) assolutamente i.s. g con @' e ¢” assolutamente i. s. g. e ¢ € CY(R,R)
assolutamente i. s. g. con ' assolutamente i. s. g. Allora la funzione

x+ct

n:RxR, »R, u(x,t):%(ga(x+ct)+g0(x—ct))+zf d(y)dy,

x—ct

edi classe C?, ed é soluzione del problema

u,,(x,t)=c*u_ (x,1), (x,t)eERXR_,
u(x,0)=¢(x), x €R,
u(x,0) = ¢(x), x €R.

Abbiamo ottenuto in un modo diverso la formula di d’Alembert (5.1.2).

5.3 Separazione delle variabili

5.3.1 Problema di Cauchy-Dirichlet

Consideriamo il problema di Cauchy-Dirichlet per I’equazione delle onde

u, (x,0)=c*u_(x,1), (x,t)€[0,L] xR,
u(0,t)=0, teR,,

{ u(L,t)=0, teR,,
u(x,0) = ¢(x), x€[0,L],
u,(x,0)=d(x), x€[0,L],

dove ¢,L € R e sono assegnate ¢,¢:[0,L] — R. Poiché cerchiamo una soluzione # di
classe C?, deve essere ¢ € C*([0,L],R) e ¢ € C'([0,L],RR). Poiché #(0,0)=u(L,0)=0,
deve essere ¢(0) = ¢(L) = 0. Inoltre dalle condizioni su #(0,t) e #(L,t) segue che si ha
#,(0,0)=#,(L,0)=0 quindi deve essere anche ¢(0)= ¢(L)=0.
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Utilizziamo il metodo di separazione delle variabili gia utilizzato per risolvere I’equazione
del calore (v. Sottosezione[4.2.1). Per questo cerchiamo una soluzione non identicamente nulla
di questo problema che sia prodotto di una funzione della sola variabile x per una funzione
della sola variabile ¢ . Quindi, per (x,t) € [0,L]xR, , poniamo #(x,t)=X(x)T(t). Poiché
cerchiamo # di classe C?, le funzioni X e T devono essere di classe C?. Inoltre, poiché
cerchiamo soluzioni non identicamente nulle, X e 7" devono essere non identicamente nulle.
L’equazione delle onde diventa

X(x)T"(t) = X" (x)T(t).
Se x ¢ tale che X(x)#0 e ¢ ¢tale che T(z)#0 allorasi ha

X)T(t) _ 2 X"()T(t)
XTI  X@T@)’

') LX)
W) - X(x)

Poiché i due membri dipendono da variabili diverse, come gid visto nel caso dell’equazione del
calore, essi sono costanti. Pertanto esiste K € R tale che, Yt € R, ,siha T"(¢r) = c*KT(t)
e, Yx€[0,L], st ha X"(x)=KX(x).

Inoltre le condizioni agli estremi #(0,¢) = u(L,t) =0 diventano

X(0)T(t)=X(L)T(t)=0;

poiché T(t) non e identicamente nulla, tali condizioni equivalgono a X (0)=X(L)=0.
Quindi cerchiamo X non identicamente nulla, soluzione del problema di autovalori con
condizioni di Dirichlet

X"(x)=KX(x), x€[0,L],
X(0)=0,
X(L)=0

Per il Teor. tale soluzione esiste se, e solo se, K =—n*n?/L?, con n € N*, e in tal caso
st ha
nm

X(x):cosin<7x>, eER".

Dobbiamo risolvere I’equazione T"(t) = —c?n*n?/L*T(t) . E un’equazione differenziale
lineare a coefhicienti costanti, I’equazione caratteristica (v. equazione (EI-8.3.5)) ¢

,  c*ntr?

=0,
12

S

che ha le soluzioni complesse coniugate +(cnm/L)i . Pertanto si ha
T(t)=c cos<chﬂ: t) +c, sin<chn t> ,

con (¢;,¢,) € (R?)".
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Quindi la funzione

n(x,t)= (C1 cos(% > +c, sm(% /t>>sir1<nT7t x)

verifica 'equazione #,, = c?u__ e le condizioni di Dirichlet #(0,t)=u(L,t)=0. Ci0 ¢ vero
anche per ogni combinazione lineare di funzioni di questo tipo e, sotto opportune condizioni
di convergenza, anche per il limite di tali combinazioni lineari. Abbiamo pertanto il seguente
teorema.

5.3.1 Teorema
Siano (c,),on. € (d,), . successioniin R tali che la serie di funzioni
+o00
cnm . [cnT . (nT
Z <cn cos <— t) +d, sin (— t>> sm(— x)
£ L i i

converge uniformemente per (x,t) €[0,L] xR insieme alle derivate parziali di ordine 1 e 2.
Allora la funzione u:[0,L]1 xR, — R somma di tale serie verifica

u,(x,8) = u (x,1), (x,t)€[0,L] x RY,
u(0, )= ; teR,,
(L ) o, t€R+.

Non abbiamo finora considerato le condizioni iniziali #(x,0) = ¢(x) e #,(x,0) = ¢(x).
Imponiamo che la funzione # , definita nel teorema precedente, verifichi queste condizioni.
Poiché

deve essere

:icnsin<n7ﬂ x>:g0(x), (5.3.1)

cnTt

Zd —sin< 7 x> ¢(x). (5.3.2)

Come nel caso dell’equazione del calore (v. Sottosezione [4.2.1), indicata con ¢ la ripetizione

periodica del prolungamento disparidi ¢ econ ¢ laripetizione periodica del prolungamento
dispari di ¢, affinché ’equazione (5.3.1) sia verificata i ¢, devono essere i coeflicienti di

Fourier dei seni di @, pertanto

cn:%fisin(%g)g?(cf)dgZELLsin«TnfE)sﬂ(g)d@;

~

analogamente, affinché sia verificata I’equazione (5.3.2) i coefficienti di Fourier dei seni di ¢

devono essere uguali a d, cnr/L, quindi

L 2 [n(2E ) ieae,
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i =2 Lm(”{ £)d(E)de.

cnm Jo

Poiché ¢ édiclasse C! e ¢’ ¢ C' atratti (vedi sottosezione#.2.1)), per il Teor. EI-15.5.14
risulta ¢, = o(n~?), per 7 — 400 . Analogamente, poiché gZ ¢continuae C! atratti, risulta

d,cnm/L=o0(n""), quindi d, =o(n"?). Pertanto la serie

+00

Z <cn cos<ch7T t) +d sin <ch7T t))sin(n% x)

n=1

converge totalmente e quindi uniformemente. Si puo dimostrare che convergono uniforme-
mente anche le serie delle derivate parziali fino all’ordine 2, purché ¢ sia di classe C?; cio
¢ verificato se ¢”(0) =¢"(L)=0.

Pertanto vale il seguente teorema.

5.3.2 Teorema
Siano ¢ € C*([0,L],R), ¢ € C'([0,L],R) tali che ¢(0) = o(L) = ¢(0) = (L) =0 e
¢"(0)=¢"(L)=0. Allom la serie di funzioni

S3 [ it epmresale)s 2 [ sn(tFe)weriesn(51)
xsin (5 x)

converge uniformemente per (x,t) € [0,L] x R, a una funzione u di classe C?, soluzione del

problema
u, (x,t)=c*u_(x,t), (x,t)€[O,L] xR,
n(0,t)=0, teR,,
{u(L,t)=0, teR,, (5.3.3)
u(x,0) = ¢(x), x€[0,L],
u,(x,0) = ¢(x), x€[0,L],

Osserviamo che, Vn € N*, le funzioni ¢ — cos((cnrz:/L)t) e t— sin((cnrc/L)t) sono
periodiche di periodo 2L/c . Quindi la soluzione # ¢ periodica di tale periodo rispetto a ¢ .
Questo ¢ il periodo naturale di vibrazione della corda fissa negli estremi.

Se indichiamo con b, i coefhicienti di Fourier dei seni di ¢ e con b, gli analoghi

coeficienti di ¢, la soluzione ¢

u(x,t)= +Z.o<b cos<ch7T t) + % b sm<ch7T t)> sin<nTn x) .
=1

Utilizzando la formula di addizione per la funzione seno, si dimostra facilmente che,

Va,B€R siha
sinacos 8= %(sin(a + B)+sin(a— 3)). (5.3.4)
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Percio
+Z.obnc05<chﬂ t)sin( > Zb <sm< x+ct)>+sin<n%(x—ct)>):

_ %(g’ﬁ(x +et)+Fx—ct)).

Analogamente, Ya,3€R siha

sinasin 8 = %(cos(a—ﬂ)—cos(a +,6)>

Percio
S B in (% 1) =
:—Z%b (cos(ZE (x—ct))—cos(ZE (x+c0)) ) =
L R C T g R C A P G

Pertanto vale il seguente teorema.

5.3.3 Teorema

Siano ¢ € C*([0,L],R), ¢ € C'([0,L],R) tali che ¢(0) = o(L) = ¢(0) = (L) =0 e
¢"(0) = ¢"(L) =0. Indichiamo con & e gZ la ripetizione periodica del prolungamento dispari
di ¢ e  rispettivamente. Allora la funzione

x+ct

n:[0,L]xR, - R, u(x,t):%(gﬁ(x+ct)+g3(x—ct))+% J(y)dy,

xX—ct
edi classe C? ed é soluzione del problema (5.3.3).

Abbiamo ottenuto una formula analoga alla formula di d’Alembert (5.1.2)). Occorre fare
attenzione che nella formula compaiono, invece delle condizioni iniziali ¢ e ¢, le ripetizioni
periodiche del loro prolungamento dispari.

5.3.2 Problema di Cauchy-Neumann

Consideriamo il problema di Cauchy-Neumann per ’equazione delle onde

u, (x,t)=c*u_(x,t), (x,t)€[O,L] xR,
n,(0,¢)=0, teR,,

{u (L,t)=0, teR,,
u(x,0) = p(x), x€[0,L],
u,(x,0) = (x), x€[0,L],

dove ¢,L € R esonoassegnate ¢,¢:[0,L]— R. Poiché cerchiamo una soluzione # diclas-
se C? deve essere ¢ € C2<[O L], ) yeC ( [0 L],]R) . Poiché #_(0,0)=u_(L,0)=0, de-
veessere ¢'(0)=¢'(L)=0. Inoltre da u (0,¢)=wu,(L,t)=0 segue u,,(0,¢t)=u,(L,t)=0,
quindi deve essere ¢'(0)=¢'(L)=0.
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Utilizziamo il metodo di separazione delle variabili, come abbiamo fatto nel caso del pro-
blema di Cauchy-Dirichlet (v. Sottosezione[5.3.1). Pertanto cerchiamo una soluzione nella for-
ma (x,t)— X (x)T(¢). Con considerazioni analoghe a quelle fatte per il problema di Cauchy-
Dirichlet, si ottiene che X deve essere soluzione non identicamente nulla del problema di
autovalori con condizioni di Neumann

X"(x)=KX(x), x€[0,L],
X’(0)=0,
X'(L)=

Per il Teor. tale soluzione esiste se, e solo se, K =—n?7?/L?, con n €N, e in tal caso
si ha
nmw
X(x):cocos<7x>, peER".

In modo analogo a quanto visto relativamente al problema di Cauchy-Dirichlet nella Sottose-
zione[5.3.1} per tali valori di K si ha

T(t)=c,+ct

se n=0c¢e¢
n n

T(t)=c cos<CTTC t) +c, sin<CTTC t> ,

se n € N*.
Come per il problema di Cauchy-Dirichlet otteniamo il seguente teorema.

5.3.4 Teorema
Siano (c,), oy € (d,),oy Successioni in R tali che la serie di funzioni

co+dy t-l-Z(C cos<cn—n t>+d sm<ch7T t>>cos<n7nx>

converge uniformemente per (x,t) € [0,L] xR insieme alle derivate parziali di ordine 1 e 2.
Allora la funzione u:[0,L]x R, — R, somma di tale serie, verifica

u”(x,t):czuxx(x,t), (x,t)€[0,L] xR,,
n,(0,¢)=0, teR,,
u (L,t)=0, teR,.

Affinché la funzione #, definita sopra, verifichi le condizioni iniziali #(x,0)=¢(x) e

u,(x,0) = (x) deve essere.

u(x,O):co+Z.ocncos<nTn x) = ¢(x), (5.3.5)

n=1

cnT

=d, +Zd —cos( 7 x> &(x). (5.3.6)

La situazione ¢ simile a quella del problema di Cauchy-Dirichlet, con la funzione coseno al
posto della funzione seno. In questo caso risulta quindi naturale utilizzare i prolungamenti

~

paridi ¢ e ¢, che indichiamo con @ e ¢.
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Affinché le equazioni (5.3.5)) e (5.3.6) siano verificate deve essere

c ZEJ;Lcos<nTn§>§9(£)d£’ neN",

1 L
h=7 | weae,
2 L

d =" cos<n%§>¢(§)d§, neN".

n
cnt o
Vale il seguente teorema.
5.3.5 Teorema

Siano ¢ € C*([0,L],R), ¢ € C'([0,L],R) tali che ¢'(0) = ¢'(L) = ¢'(0) = ¢/(L) = 0.

Allora la serie di funzioni

1

R G R GLAE

-I-g(%LLCos(nTﬂ 5)99(5)615 Cos<crzﬂ t) + Cjﬂ LLCOS(ZTTC 5>¢(5)d5 sin<chn t>> X

(T*)
X cos| —x
L

converge uniformemente per (x,t) € [0,L]1X R, a una funzione u di classe C*, soluzione del

problema

u,,(x,t)=c*u_/(x,t), (x,t)€[0,L] xR,
n . (0,t)=0, teR,,
{ u (L,t)=0, teR,, (5.3.7)
u(x,0) = ¢p(x), x €[0,L],
u,(x,0)=d(x), x€[0,L].

Se indichiamo con a, i coefhicienti di Fourier dei coseni di ¢ e con z, gli analoghi

coeficienti di ¢/, la soluzione ¢

— +oo I '
u(x,t)= ﬂ_zo + % t +;<ﬂn cos<mzn t> + cnnE" sm<ch7T t>> cos<nT7T x> .

Utilizzando la formula di addizione per la funzione coseno, si dimostra facilmente che,

Va,€R siha
cosacos = %(cos(a + f3)+cos(a — ).
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Percid
+Zd cos( S5 ¢ )cos( " x) =
o2 Za (cos(™2 x+ct)>+cos<n%(x—ct)>>:%(g’ﬁ(x-l—ct)—i—g?(x—ct)).
Analogamente, per (53), si ha
e S -
P o ) te-c)) -

—1 cni
- x+ct x+ct
:z—z ldy—i- Za J cos(%y)dy—
x—ct
1 x+ct do < > 1 x+ct
Bl dy = — d
ZC —ct < Zd o > y ZC x—ct ()L(y) y

Pertanto vale il seguente teorema.

5.3.6 Teorema
Siano ¢ € C*([0,L],R), ¢ € C'([0,L],R) tali che ¢'(0)=¢'(L)=¢'(0)=¢'(L)=0. Indi-

chiamo con § e ¢ la ripetizione periodica del prolungamento pari di ¢ e ¢ rispettivamente.
Allora la funzione

x+ct

n:[0,L]xR, - R, u(x,t):%(gﬁ(x+ct)+g3(x—ct))+% J(y)dy,

xX—ct

edi classe C? ed ¢ soluzione del problema (5.3.7).

5.4 [Equazione non omogenea

Consideriamo il problema di Cauchy per un’equazione delle onde non omogenea

#e,(x,8) =P, (x5 1) + (x5 1), (x,t) ERXR,,
(x 0)=0, x€R, (5.4.1)
u,(x,0)=0, x€R.

Utilizziamo il metodo di Duhamel, gia impiegato per trovare soluzioni di problemi non
omogenei nel caso dell’equazione del trasporto (v. Sezione[3.1) e del calore (v. Sezione 4.3).
Per ogni s > 0, consideriamo la soluzione dell’equazione delle onde definita per ¢ > s

che per t =5 vale O e ha derivata rispetto a ¢ uguale a f(x,s). Cio¢ consideriamo #®)
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tale che
u (v, 1) = ull(x, ), x€R, 1>,
I/t(s)(x,s):O, xeR,
u(x,5) = f(x,5), x €R.
Posto
t
%:RXR+—)R, M(x,t):f %(S)(x,t)ds, (5.4.2)
0

la funzione # & soluzione del problema di Cauchy (5.4.1). Infatti, per il Teor. El-14.4.8, si ha
t t
u,(x,t)=u(x,t) +J u(x,t)ds = f u(x,t)ds,
0 0

t t
u,,(x,t)= #(x, 1) —I—f u(x,t)ds =f(x,t)+ czf u(x,t)ds.
0 0

Per il Teor. El-14.4.2 risulta | Ot uC)(x,t)ds = u_(x,t), pertanto # verifica 'equazione non
omogenea. Inoltre dalla definizione ¢ evidente che #(x,0) = 0 e dall’espressione di #,

ottenuta sopra segue #,(x,0)=0.
Ricaviamo dall’equazione (5.4.2) 'espressione esplicita di # . Per la formula di d’Alembert
(5.1.2), effettuando successivamente le sostituzioni s=t—7 e { =x—1y,si ha

M(x,t):JOtu( :—f J+ - )dEds =

xX+ctT cT
:if f f(f,t—r)a’fdz-:—f f(x—y,t—7)dydr.
2c 0 Jx—ct 2c 0 J—ct
Abbiamo quindi il seguente teorema.

5.4.1 Teorema
Sia f € C(RxR,,R) derivabile parzialmente 2 volte rispetto a x con f continua. Allora

il problema di Cauchy

u, (x,0)=c*u_ (x,t)+ f(x,1), (x,t)ERxR,,
u(x,0)=0, x €R,
u,(x,0)=0, x €R,

ha come soluzione la funzione

x+c(t—s)
w:RxR, - R, f f s)d& ds.
x—c(t—s)

Un procedimento del tutto analogo consente di trovare una soluzione per il problema di
Cauchy-Dirichlet per ’equazione delle onde non omogenea su un intervallo limitato

u,(x,t)=c?u_ (x,0)+ f(x,¢), (x,)€[0,L] xR,
u(0,t)=0, teR,,

{ u(L,t)=0, teR,,
u(x,0)=0, x€[0,L],
u,(x,0)=0, x €[0,L].
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Questo problema ha la soluzione
x+c(t ~
w:RxR, >R, ff s)d&ds,

dove con f indichiamo la ripetizione periodica del prolungamento dispari rispetto alla prima
variabile di f .

Calcoliamo la soluzione # in un caso particolare. Sia L=1 e
f:[0,nr] xR, - R, f(x,t)=sin(nx)cos(bt),

con n € N* e b € R:. La ripetizione 27 -periodica del prolungamento dispari di f ¢
definita dalla stessa formula.
Supponiamo anzitutto b # nc . Si ha, utilizzando ’equazione (5.3.4),

x+c(t—7)
u(x,t) J f sin(ny)cos(bt)dydt =
2c

=— <cos<n(x —c(t —1)))—cos(n(x +c(t — T)))) cos(bt)dr =

" 2nc J,

_ % tsin(nx)sin(nc(t —1))cos(bT)dT =

:i Ot<sin<nc(t—’r)+bT)-i—sin(nC(t—T)—bT)dein(nx):

= el g eoslrele = b+ o peosne(t—n)—be)]| st =
:(m(ms(m)—cos(ncr))Jrm(cos(bt)—cos(nct)))sin<nX>=
= sin(nx)(cos(b1)—cos(nct)).

Se invece b =nc,cioe f(x,t)=sin(nx)cos(nct), otteniamo

x+c(t—7)
(x,t) =3 f f sin(ny)cos(nct)dydt =
¢

= — : (cos(n(x —c(t— T))) —cos(n(x +c(t— T))>> cos(nect)dr =

 2nc
1 t
= — sin(nx)sin(nc(t — T)) cos(net)dt =
ne Jo
1 t
=— <sin(nct)+sin<nc(t—27)>dfsin(nx):
2nc J,
17. 1 =t 1 . .
= —[sm(nct)r +— cos(nc(t —27)>:| sin(nx) = —t sin(nx)sin(nct).
2nc 2nc =0 2nc

In questo caso la soluzione ¢ illimitata, per la presenza del fattore ¢ . Siamo in presenza
di risonanza: la forza f e periodica rispetto al tempo con periodo 27t/b , la vibrazione non
forzata della corda ha periodo 27t/c;se b =nc il periodo della forza ¢ un sottomultiplo del
periodo di vibrazione della corda non forzata e il sistema entra in risonanza.
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5.5 Unicita della soluzione

5.5.1 Problema di Cauchy-Dirichlet

Abbiamo gia visto che una soluzione del problema di Cauchy per I’equazione delle onde
in tutto I’asse reale ¢ univocamente determinata dalla formula di d’Alembert (v. Teor.[5.1.2).
Studiamo ora I'unicita della soluzione per un problema di Cauchy-Dirichlet in un intervallo
limitato.

Consideriamo il problema di Cauchy-Dirichlet per 'equazione delle onde

u,(x,t)=c*u_(x,0)+ f(x,¢), (x,t)€[0,L] xR,
n(0,t) = go(t), teR,,
S u(L,t)=g (), teR,, (5.5.1)
u(x,0) = ¢(x), x€[0,L],
u,(x,0) = ¢(x), x€[0,L],

dove ¢,L € R’ e sono assegnate le funzioni f € C([O,L] X R+,R> , & 8 € C*(R.,R),
p € C([0,L1,R), ¢ € C'([0,L],R), tali che ¢(0) = g,(0), p(L) = g,(0), ¥(0)=gl(0),
4(1)=g/(0).

Supponiamo che v, € C*([0,L] x R,,R) siano soluzioni di questo problema. Allora

si verifica immediatamente che la funzione v —w ¢ soluzione del corrispondente problema
omogeneo, cioé

u,(x,t)=c*n_(x,t), (x,t)€[0,L] xR,
n(0,t)=0, teR,,
{ u(L,t)=0, teR,, (5.5.2)
u(x,0)=0, x€[0,L],
u,(x,0)=0, x€[0,L].

E evidente che v e w sono diverse tra loro se, e solo se, v —w non ¢ identicamente nulla.
Pertanto se esistono due soluzioni diverse del problema (5.5.1)), allora esiste una soluzione
non identicamente nulla del problema omogeneo (5.5.2). Viceversa se v ¢ soluzione del
problema e z ¢ soluzione non identicamente nulla del problema (5.5.2), allora v +z
¢ soluzione di diversa da v . Pertanto la soluzione di (5.5.1)) ¢ unica se, e solo se, il
problema omogeneo ha solo la soluzione identicamente nulla.

Sia quindi # € C 2<[O,L] x R +,]R> soluzione di (5.5.2). Posto

F:R,—»R, F()= LL@t(x, 1)) dx,

per il Teor. EI-14.4.2 (v. anche Oss. El-14.4.3) F ¢ derivabile e, Yt €R, ,si ha

L d L L

F/(t):fo E(Mt(x,t»zdx :JA0 2u,(x,t)n,,(x,t)dx ZZCZJ u,(x,t)u,_ (x,t)dx =

0
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Poiché le funzioni ¢ — u(0,¢) e t — u(L,t) si annullano identicamente, anche le loro
derivate sono nulle, quindi il primo addendo ¢ nullo. Percio, utilizzando nuovamente il
Teor. El-14.4.2, si ha

Pertanto la funzione .,
t—s f <<ut(x, t))2 +c*(u,(x, t)>2> dx
0

ha derivata nulla e quindi ¢ costante. Per ¢t =0 si ha

fo <<%t(x,0)>2 + Cz(Mx(x,O)>2> dx =0,

quindi la funzione F ¢ identicamente nulla.

Abbiamo gia osservato (v. Sottosezione [4.4.1) che una funzione continua e non nega-
tiva che ha integrale nullo ¢ identicamente nulla. Pertanto, V(x,t) € [0,L] x R, risulta
(Mt(x,t)>2+cz<ux(x,t)>2 =0, quindi #,(x,t) =0 e u(x,t) =0. Percio # ha gradiente
nullo e quindi, per il Teorema sulle funzioni a differenziale nullo El-11.7.5, # & costante.

Poiché # siannullain (0,0) essa ¢ identicamente nulla.
Abbiamo cosi dimostrato il seguente teorema.

5.5.1 Teorema

Il problema
u, (x,t)=c*u_(x,t), (x,t)€[0,L] xR,
u(0,t)=0, teR,,
{u(L,t)=0, teR,,
u(x,0)=0, x€[0,L],
n,(x,0)=0, x€[0,L],

ha solo la soluzione identicamente nulla.
Da questo, per quanto illustrato all’inizio della sezione, si ottiene il seguente teorema.

5.5.2 Teorema
Siano f € C([0,L]xR,,R), g, g € C(R,,R), p € C}([0,L],R), ¢ € C'([0,L],R), tali

he 9(0) = g(0), p(L) = £,(0), $(0)=gl0), $(L)=gl(0). Se v,w € CH[O,L]x R,,R)
sono soluzioni del problema

u,(x,t)=c*u_(x,6)+ f(x,¢), (x,t)€[0,L] xR,

n(0,t)=gy(t), teR,,
(L) =g (1), teR,,

u(x,0) = ¢(x), x€[0,L],

u,(x,0) = ¢(x), x€[0,L],

allora v=w.
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Osserviamo che, per provare che la funzione

s JO <<ut(x, t))2 + cz(ux(x, t)>2> dx

ha derivata nulla, e quindi ¢ costante, abbiamo utilizzato il fatto che sia soluzione dell’equazio-
ne delle onde omogenea e che sia nulla negli estremi dell’intervallo [0,L]. Nella Sezione
abbiamo ottenuto I’equazione delle onde come descrizione del moto di una corda. In par-
ticolare in tale sezione abbiamo posto ¢ = 7/p, dove 7 ¢ una forza che corrisponde alla
tensione della cordae p ¢ la densita della corda. Allorase # ¢ soluzione dell’equazione delle
onde con dati nulli negli estremi dell’intervallo, st ha

LL % (,(x, 1)) dx +LL % (#,(x,1)) dx =K.

Questa uguaglianza esprime la conservazione dell’energia durante il moto della corda, perché
il primo addendo ¢ I’energia cinetica della corda, il secondo I’energia potenziale.

5.5.2 Problema di Cauchy-Neumann

Analogamente a quanto osservato relativamente al problema di Cauchy-Dirichlet, an-
che nel caso del problema di Cauchy-Neumann per dimostrare 'unicitd della soluzione e
sufficiente dimostrare che il problema omogeneo

u,,(x,t)=c*u_/(x,t), (x,t)€[0,L]xR,,
n . (0,t)=0, teR,,
{u(L,t)=0, teR,,
u(x,0)=0, x€[0,L],
u,(x,0)=0, x€[0,L],

ha solo la soluzione nulla. La dimostrazione di questo fatto ¢ del tutto analoga a quella fatta
per il problema di Cauchy-Dirichlet, 'unica modifica riguarda il motivo per cui il termine

=L . . . . .
[Mt(x, Hu (x, t)]z:o st annulla: in questo caso ¢ nullo il fattore #_ anziché il fattore #, .
Quindi vale il seguente teorema.

5.5.3 Teorema
Siano f € C([0,L]xR,,R), g, g € C'(R,,R), p € C¥[0,L],R), ¢ € C'([0,L],R), tali

che ¢'(0) = g(0), ¢'(L)=g,(0), ¢'(0) = g(0), ¢'(L)=g;(0). Se v,w:[0,L]x R, — R
sono soluzioni del problema

u,(x,t)=c?n_ (x,0)+ f(x,¢), (x,t)€[0,L] xR,
1, (0,£) = (1), teR,,
L u (L 1) =g (1), teR,,
u(x,0) = ¢p(x), x€[0,L],
u,(x,0) = ¢(x), x€[0,L],

allora v=w.



Capitolo 6

Equazione di Laplace

6.1 Equazione di Laplace in un rettangolo

6.1.1 Problema di Dirichlet

Consideriamo il problema di Dirichlet per

{

Au(x,y)=0,
u(x,y)=g(x,7),

’equazione di Laplace in un rettangolo

(x,y) €[0,L] x [0,M],
(x,y) € 2([0,L] x [0,M]),

dove L,M R, ed ¢ assegnata g: J([0,L]x [0,M]) - R.
Le funzioni che hanno laplaciano nullo in tutto il dominio sono dette funzioni armoniche.
Studiamo anzitutto il problema nel caso particolare che la g sia non nulla solo nel lato in

basso di 3([O,L] x [0, M ]) , cio¢ per y = 0. In questo caso il problema si puo scrivere nella

forma

Au(x,y)=0
#(x,0)=h(x
u(x,M)=0
(an) =0,
(L,y)=0,

),

u

u

dove ¢ assegnata h:[0,L] — R. Le condizioni nei punti (0,0) e (L,0) richiedono che sia

h(0)

h(L)=0.

Utilizziamo il metodo di separazione delle variabili (v. Sottosezione [4.2.1); per questo
cerchiamo una soluzione non identicamente nulla # nellaforma #(x,y) =X (x)Y(y),con X

e Y diclasse C?. Lequazione diventa

X"(x)Y (y)+ X (x)Y"(y)=0

da cui, dividendo per X (x)Y(y), si ha

X'(Y0)  X@Y'0)

X0Y0) | X@Y0)
X'(x)_ Y'()
X Y0

53
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Come gia visto, poiché i due membri di questa uguaglianza dipendono da variabili diverse,
essi sono costanti, quindi esiste K € R tale che

X'(x) _ Y'(0) _
Xk Y0)

Risolviamo ’equazione relativa alla funzione X . Imponendo anche le condizioni per x =0

(6.1.1)

e x =L, dobbiamo cercare KeR ¢ X €C 2([O,L] ,]R) , non identicamente nulla, soluzione
del seguente problema

X"(x)=KX(x), x€[0,L],
X(0)=0,
X(L)=0,

che ¢ un problema di autovalori con condizioni di Dirichlet. Per il Teor. esiste una
soluzione non identicamente nulla se, e solo se, K =—n?n?/L?, con n € N*, e si ha

X(x):csin<n%x), ceR".

Da (6.1.1) segue

cioe
n’m?

7 Y0

Questa equazione differenziale ¢ lineare a coeficienti costanti, 1’equazione caratteristica €

s?=n?n?/L?, che ha le soluzioni s ==4nn/L . Pertanto

Y'(y)=

nT

Y(y)=c¢, exp<7y>+czexp<—n7ny> , (cl,cz)E(R2>*.

Dalla condizione per y =M segue Y (M)=0, pertanto ¢, e ¢, devono essere tali che

clexp<nTnM>+czexp<—nTnM>:O,

i \
C10€

,=—¢, exp<2 nTnM) .
Quindi
Y(y)=¢ <eXp<nTny) —eXp<nT7T (ZM—y))> ;
che si puo scrivere nella forma
Y(y)=¢ eXP(”fM) <eXp<nTn (o —M)> —eXp<nTn (M—y)>) =

=—2c, exp(%M) sinh<n7ﬂ (M_y>> :
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Quindi la funzione

nrT nrT

u(x,t)= csin<T x) sinh<T (M —y))

verifica 'equazione Ax =0 e le condizioni #(0,y) = #(L,y) = u(x,M) =0. Cio € vero
anche per ogni combinazione lineare di funzioni di questo tipo e, sotto opportune condizioni
di convergenza, anche per il limite di tali combinazioni lineari. Abbiamo pertanto il seguente
teorema.

6.1.1 Teorema
Sia (c,),cx. #na successione in R tale che la serie di funzion:

Zc‘n sin<nTn x) sinh<7;—ﬂ (M —y))

converge uniformemente per (x,y) € [0,L] x [0, M] insieme alle derivate parziali di ordine 1
e 2. Allora la funzione w:[0,L] X [0,M]— R somma di tale serie verifica

Au(x,y)=0, (x,y)€[0,L]x[0,M],
u(x,M)=0, x€[0,L],
u(0,y)=0, ye[0,M],
u(L,y)=0, y€[0,M],

Non abbiamo finora considerato la condizione #(x,0) = h(x). Imponiamo che la fun-
zione # , definita nel teorema precedente, verifichi questa condizione, cioe che sia

u(x,O):JrZ.ocnsin<nTn x)sinh<nTnM>:h(x). (6.1.2)
=1

Come nel caso dell’equazione del calore, indicata con b la ripetizione periodica del prolun-
gamento dispari di 54, affinché ’equazione (6.1.2)) sia verificata i numeri c, sinh(n7tM /L)

devono essere i coeflicienti di Fourier dei seni di 4, pertanto

= 2 Lsin aid .
Cn_Lsinh<nTﬂM>J0 < L £>h(§)d£

Poiché b ¢diclasse Cle b’ & C! atratti (vedi sottosezione4.2.1)), per il Teor. El-15.5.14
risulta ¢, sinh(nM /L) =o0(n"?), per n — +00 . Pertanto la serie

gcn sin<nT7T x) sinh<nL—n (M —y))

converge totalmente. Si puo dimostrare che convergono uniformemente anche le serie delle

derivate parziali fino all’ordine 2, se B &diclasse C?;cid richiede che sia 5" (0)=h"(L)=0.
Pertanto vale il seguente teorema.
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6.1.2 Teorema

Sia h € C*([0,L],R) tale che h(0)=h(L)=0 e h"(0)=h"(L)=0. Allora la serie di funzioni

+Z’° <2n7_CM> LLsin<nTn§>b(§)d§sin<nL )s1nh<nLTC(M—y))
L

n=1 [ sinh( —

converge uniformemente per (x,y) € [0,L] X [0,M] a una funzione u di classe C?, soluzione

del problema

Au(x,y)=0, (x,y)€[0,L] x [0, M]
u(x,0) = h(x), x€[0,L],

u(x,M)=0, x€[0,L],

u(0,y) =0, ye[o,M],

u(L,y)=0, ye[o,M].

Le considerazioni fatte finora nel caso che il valore di # assegnato alla frontiera sia non
nullo solo sul lato in basso del rettangolo si possono ripetere per ciascuno degli altri tre lati.

Nel caso generale in cui si richiede che sia #(x,y) = g(x,y) per (x,y) € 3<[O,L] X [O,M]) ,
con g arbitraria, si puo scrivere g come somma di quattro funzioni, ciascuna delle quali
¢ nulla su tre lati del rettangolo. Poiché la somma di funzioni armoniche ¢ una funzione
armonica, la soluzione del problema assegnato ¢ somma delle quattro soluzioni cosi trovate.
Questo modo di procedere presenta per6 un problema: la funzione ottenuta ponendo uguale
a 0 la condizione al bordo su tre lati deve essere continua, questo richiede che la funzione g
sia nulla nei quattro vertici del rettangolo. Ci si puo sempre ricondurre a questa situazione
osservando che la funzione v:[0,L] x [0,M ] — R, tale che

g(0,0) g(L,0) g(M,0)
M o M+

g(L,M) .
LM

v(x,y) = (L—x)(M —y)+ (L—x)y+

b

¢ armonica e si ha
v(0,0) = g(0,0), o(L,0)=g(L,0), o(0,M)=g(0,M), v(L,M)=g(L,M).
Pertanto la funzione
b: ([0 LIX[0,M) =R, h(x,y)=g(x,0)—2(x,),

si annulla nei quattro vertici del rettangolo. Allora, con il metodo illustrato sopra, possiamo
trovare una soluzione w del problema

{Aw(x ,9) =0, (x,y)€[0,L]x [0,M],
w(x,y)=h(x,y), (x,y) € 2([0,L] x [0,M]).

La funzione # =w + v ¢ soluzione del problema di Dirichlet

{Au(x,y) -0, (x,y)€[0,L]x [0,M],
u(x,y) = g(x,y), (x,y) € 2([0,L] x [0,M]).
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6.1.2 Problema di Neumann

Consideriamo il problema di Neumann per ’equazione di Laplace in un rettangolo

gu(m) =0, (x,y)€[0,L]x[0,M],
T =gy, () ed(0L]x[0.M]),

dove L,M R, ed ¢ assegnata g: J([0,L]x [0,M]) - R.

Con la notazione du/dv indichiamo la derivata normale alla frontiera della funzio-
ne #, cioe la derivata direzionale di # nella direzione del campo vettoriale normale esterno
a [0,L]x [0,M] (v. Def. EI-17.7.6). Tale derivata ¢ uguale a —#, in ]0,L[ x {0}, a #, in
10, L[ x {M},a —u, in {0} x JO,M[ ea u_ in {L} x ]J0,M[. La derivata normale non ¢
definita nei vertici del rettangolo, percheé in tali punti non ¢ definita la normale alla frontiera.

Limitiamoci a studiare il problema nel caso particolare che la g sia non nulla solo nel
lato in basso di J ([O,L] x [0, M ]) , cioe per y =0. In questo caso il problema si puo scrivere

nella forma

Au(x,y)=0, (x,y)€[0,L] x[0,M],
u,(x,0)=h(x), x€[0,L],
3 u,(x,M)=0, x€[0,L],
.(0,y)=0, ye[o,M],
u,(L,y) =0, yeloM],
dove ¢ assegnata 5:[0,L] - R.
Osserviamo che, poiché nei punti del segmento ]0,L[ x {0} st ha du/dv = —u , la

funzione » ¢ ’opposto della derivata normale.
Procediamo per separazione delle variabili, cercando una funzione non identicamente nul-

la # nella forma #(x,y) =X (x)Y(y),con X e Y classe C?. Come nel caso del problema
di Dirichlet, dall’equazione segue che esiste K €R tale che

X"(x) _ Y"0) _
X Y0)

Risolviamo ’equazione relativa alla funzione X . Imponendo anche le condizioni per x =0
e x =L, dobbiamo cercare KER e X € C 2([O,L] ,]R) , non identicamente nulla, soluzione

(6.1.3)

del seguente problema

X"(x)=KX(x), x€[0,L],
X’(0)=0,
X'(L)=0,

che ¢ un problema di autovalori con condizioni di Neumann. Per il Teor. esiste una
soluzione non identicamente nulla se, e solo se, K =—n*n?/L?,con n €N, esi ha

X(x):ccos<n7ﬂx>, ceR".
Da (6.1.3) segue

Y”(y) n?m?
Y(y) L2
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cioe
n’m?

12
Questa equazione differenziale ¢ lineare a coefficienti costanti, I’equazione caratteristica €
s?=n?r?[L?, che hale soluzioni s ==+nm/L . Pertanto, se 7 #0

Y'(y)=

Y(y).

Y() clexp<n%y)+czexp<—n%y>, (cl,cz)e(]R2>*, se n #0,
V)= .
¢ +ot, (¢,6,) € (]sz , se n=0.
quindi
nmw nm nmw nmw
vy o T (D) meT (=), wnpo
> se n=0.

Dalla condizione per y =M segue Y'(M)=0; pertanto, se 7 # 0, allora ¢; e ¢, devono

essere tali che
niw ni ni niw
¢ T exp(—M)—cz— exp<—TM> =0,

cioe
nit
- 2"% ).
= exp< 7
Quindi
ni nit
Y()=¢ (exp(Zoy) +exp(ZE @ —))),

che si puo scrivere nella forma

Y(y)=c eXp(nTﬂ M) (eXp(nTﬂ (v —M)> + eXP(nTﬂ (M —y)>> =
=—2c, exp<nTnM) cosh<nT7T (M—y)> .

Se invece 7 =0 deve essere ¢, =0, quindi Y(y)=c¢,.
Quindi, per » €N, la funzione

nmw nm
u(x,t :ccos<—x)cosh<— M— >
(x,0) = ccos (™ = ()
verifica 'equazione Au =0 e le condizioni #,(0,y) = u,(L,y) = u,(x,M)=0. Cio ¢ vero
anche per ogni combinazione lineare di funzioni di questo tipo e, sotto opportune condizioni

di convergenza, anche per il limite di tali combinazioni lineari.
Abbiamo pertanto il seguente teorema.

6.1.3 Teorema
Sia (c,), . una successione in R tale che la serie di funzioni
neN

gcn cos<nT7t x) cosh(nTﬂ (M—y)>
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converge uniformemente per (x,y) € [0,L] x [0, M] insieme alle derivate parziali di ordine 1
e 2. Allova la funzione u:[0,L] X [0,M]— R somma di tale serie verifica

Au(x,y)=0, (x,y)€[0,L]x[0,M],
uy(x,M):O, x€[0,L],
u,(0,)=0, y €[0,M],
u.(L,y)=0, ye[o,M],

Non abbiamo finora considerato la condizione #,(x,0) = s(x). Imponiamo che la fun-
zione # , definita nel teorema precedente, verifichi questa condizione. Poiché

+o0o

u,(x,y) :—Z c, nTn cos<nTn x>sinh<nTn(M—y)> ,
n=1
deve essere
+o00
uy(x,O):—chnTn cos(nTﬂ x>sinh<nTﬂM>:h(x). (6.1.4)
n=1

Abbiamo una serie di Fourier di coseni, in cui manca il termine costante. Analogamente a

~

quanto fatto per I’equazione del calore (v. Sottosezione [4.2.2), possiamo considerare 5, ri-
petizione periodica del prolungamento pari di 5, e ricavare i ¢, a partire dai coefficienti di

Fourier di 5, malasomma della serie non puo essere » se b ha coefliciente 4, diverso da 0,

cioe se foL h(&)d& #0. Sotto questa ipotesi, affinché I’equazione (6.1.4) sia verificata i coeffi-
cienti ¢, moltiplicati per —(n7/L)sinh(n7tM /L) devono essere i coefficienti di Fourier dei

~

cosenidi b .
Si puo dimostrare che la serie

gcn cos<nT7t x) cosh(nTﬂ (M—y)>

converge totalmente. Se inoltre » ¢ di classe C', cio¢ A’(0) = b'(L) = 0 convergono
uniformemente anche le serie delle derivate parziali fino all’ordine 2.
Pertanto vale il seguente teorema.

6.1.4 Teorema

Sia h € C*([0,L],R) tale che fOL h(&E)dE =0 e h'(0)=h'(L)=0. Allora la serie di funzioni

S ol pose(E en(Fu)

n=1 n 7 sinh

converge uniformemente per (x,y) €[0,L] X [0,M] a una funzione u di classe C?, soluzione

del problema

Au(x,y)=0, (x,y)€[0,L] x[0,M],
u,(x,0)=h(x), x€[0,L],

3 u,(x,M)=0, x€[0,L],
%X(O,y)zo, y €[0,M],
u.(L,y)=0, y€[0,M].
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Osserviamo che questa non ¢ I'unica soluzione. Qualunque funzione costante ha lapla-
ciano nullo e derivata normale nulla in ogni punto della frontiera. Pertanto, sommando una
costante a una soluzione si ha ancora una soluzione.

6.2 Equazione di Laplace in un cerchio

6.2.1 1l laplaciano in coordinate polari

Sia # € C*(R%R); consideriamo la funzione v ottenuta da # passando in coordinate
polari (v. Es. EI-13.5.6), cio¢
v(r,0) = u(r cos@,rsinb).
Si ha, omettendo gli argomenti di #,di v e delle loro derivate,
v, =u,cos0 +u, sin0,
v,, = (4, cos0+n, sinl)cost +(un, cosO+u, sint)sint =

_ 2 .2 :
—=u_ cos 0+ iy, SIN (9—|—2uxy cos@sinf,

vg=—u,rsinf+u rcost,
Vgp = —(— s, 7 sin0+u v cost)rsint—u rcosf +
+(—u,, rsinf+u, rcosd)rcost—u,rsinf =

_ 22 2.2 2 - -
=u, v sin” O +u, r°cos”0—2u, r cosOsinf —u rcos@—u,rsinb.

Pertanto

1
vrr+zv99:

= u,,(cos’ @ +cos’ 0) + u,, (sin® 0 + cos’ ) + 2u, (cos & sin  — cos O sin ) —

1 1.
—#,—cost—u, —sinf =
r r

1 4 1. 9 1
—uxx—i-uyy—ux;cos —uy;sm —uxx—i-uyy—;vr.

Quindi

1
An=9,,+—-v,+—=vg.
r r

Abbiamo cosi dimostrato il seguente teorema.

6.2.1 Teorema
Sia u € CH(R%,R); posto
v:RPS R, v(r,0) = u(r cos, rsinf),
Y(r,0)eR* xR, si ha
Au(rcos,rsinf)=v_(r,0)+ ! v, (r,0)+ iz V(7. 0). (6.2.1)
r r

Questo teorema vale anche se # ¢ definita in un aperto di R?, modificando opportuna-
mente il dominio di v.
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6.2.2 Problema di Dirichlet
Se (c,d)eR? e LR’ , indichiamo con S((c,d),L) il cerchio aperto di centro (x,y) e

raggio L, cioe
S((c,d),L) = {(x,y) ER| (x—c)+(y—d)y< Lz} .
Ovviamente la sua chiusura ¢ il corrispondente cerchio chiuso, cio¢
S((e.d)L)={(x.0) €R? | (x—cf +(y—d) <7},
mentre la frontiera ¢ la circonferenza di centro (c,d) e raggio L, cioe
IS((c,d),L)={(x,y) eR?| (x—c)*+(y —d)’ =L*}.

Consideriamo il problema di Dirichlet per 'equazione di Laplace

n(x,y)=g(x,y), (x,y)€dS(O,L),

dove L eR? ed ¢ assegnata g: dS(0,L) - R.

Sia neC 2(5 (O,L),]R) . Passiamo in coordinate polari, ponendo

{Au(x,y) -0, (x,9)€S(0,L),

v:[0,L] X [—m, 7] = R, v(r,0) = u(r cos@,rsinb).
Per il Teor. se u verifica 'equazione di Laplace allora v ¢ tale che

o (r,0)+ % vr(r,9)+%7}99(7,(9) —0,  (n6)€l0,L]x[—m x]. (6.2.2)

Viceversa se v verifica tale uguaglianza, allora # ha laplaciano nullo in §(0,L)\ {0} ; ma,
poiché # ¢diclasse C?, le derivate parziali seconde sono continue, quindi A# ¢ nullo anche
in 0.

Se u ¢diclasse C? allora v ¢ composizione di una funzione C? con unadi classe C*,
quindi ¢ di classe C?. Viceversa, sia v: [0,L] x [—m,w] — R soluzione di (6.2.2) e supponia-

mo che v sia la trasformata in coordinate polari di una funzione # diclasse C? in S(0,L).
Poiché sia v(r,7) che v(r,—m) sono uguali a #(—r,0), deve essere v(r,7) = v(r,—n),
per r € ]0,L]. Inoltre, V8 € [—m, r], si ha ©(0,0) = #(0,0), pertanto v(0,8) non deve
dipendere da 6. Inoltre si verifica facilmente che, Yx € ]—L,0[, si ha

g M) ZH00) )~ n(50)

y—0t y y—0— y - (Ue(_x’ _7-5) ’

pertanto affinché # siaderivabile rispettoa y in (—x,0) deve risultare vy(r, ) = vy(r,—m),
Vr €10, L[ ; per continuita I'uguaglianza deve valere anche per » = L. Analoghi ragionamen-
ti relativi alla derivata seconda porterebbero a chiedere che valga vy,(7, ) = vyy(r,—m),
ma se v verifica 'equazione di Laplace questa uguaglianza e conseguenza dell’uguaglianza
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v(r,m) = v(r,—mn). Infatti da qui segue v (r,7) = v (r,—7m) e v, (r,n)=0, (r,—7),
pertanto risulta

vpe(r,m)=—710, (r,m)—7rv, (r,7)=—0"0, (r,—7)—rv, (r,—7) = Vygy(7,—70).

Quindi, passando in coordinate polari, consideriamo il problema

vrr(r,ﬁ)—l—%vr(r,@)—l— % 06(n0)=0,  (nO)el,L]x[—mx],
v(r, ) =v(r,—m), relo,L],

vy(r, 70) = vg(7,—70), relo,L],
v(L,0)=h(0), 0e[—n,n],

dove b ¢ tale che h(0) = g(Lcos@,Lsinf). Occorrera verificare a posteriori che v(0,0)
sia costante rispetto a @ e che la soluzione espressa in coordinate cartesiane abbia derivate
parziali fino al secondo ordine continue anche nell’origine.

Utilizziamo il metodo di separazione delle variabili, cercando una funzione non identica-
mente nulla v nella forma v(r,0) = R(r)©(8), con (r,0)€[0,L] x [—mr,7],dove R ¢ ©
sono funzioni di classe C?. L'equazione di Laplace diventa

R'(r)O(6)+ = R'(1)0(0) + = R(6"(6)=0,

da cui, dividendo per R(r)©(8)/r?, si ha

LR(O) | R()O©)  R(1O"®)
R(e0) ' R(16E) " R(BO)

=0,

cioe
RG) | R() @)
R(r)  R(r) o)
Come gia visto, poiché i due membri di questa uguaglianza dipendono da variabili diverse,
essi sono costanti, quindi esiste K € R tale che
R R0 __@0)
R(r) ~ R(r) o(0)

Risolviamo ’equazione relativa a © . Imponendo anche le condizioni per =7 ¢ § =—,

(6.2.3)

dobbiamo cercare K € R e Re C 2([—71, n],]R) , non identicamente nulla, soluzione del
seguente problema

0"(0)=—K0©(9), 0e[—mn,n],

6(7-[) = 6(_7T) ’

O'(m) =0'(—m),

che ¢ un problema di autovalori con condizioni periodiche. Per il Teor. esiste una

2 con n€N,esiha

soluzione non identicamente nulla se, e solo se, —K = —n

0@)=c, ceR*,

se K=0e
O(0) = ¢, cos(nl)+ ¢, sin(nb), (¢1,¢,) € (R?)".

se K=n?,con neN*,
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Da (6.2.3) segue
R// R/
2 RY(7) 4y (7) — 2,

R(r) — R(r)

cioe

r*R"(r)+rR'(r)—n*R(r)=0.
Questa equazione differenziale ¢ lineare e puo facilmente essere trasformata in una equazio-
ne a coeflicienti costanti considerando una nuova funzione incognita 7: R — R tale che

T(t)=R(e"), cioe R(r)=T(logr). Risulta quindi

R(r)= 1 T'(logr),

7

1z 1 / 1 1/
R (r):—ﬁT(logr)—i-ﬁT (log7),

pertanto si ha
r?R'(r)+r R (r)—n*R(r)=—T'(logr)+ T"(log r)+ T'(log r)— n* T (log r).

Quindi R ¢ soluzione dell’equazione r*R”(7)+ r R'(r)—n’R(r) =0 se, e solo se, T ¢
soluzione dell’equazione T”(¢t)—n?T(t) = 0. Questa equazione ¢ a coefficienti costanti,

’equazione caratteristica ¢ s> —n? = 0, che ha le soluzioni +7n se n € N* e la soluzione
doppia O se » =0. Abbiamo quindi le due soluzioni linearmente indipendenti 7'(¢) ="
e T(t)=e ™ nel primocasoe T(t)=1 e T(t)=1¢ nel secondo. A queste corrispondono
rispettivamente le soluzioni R(r)=7", R(r)=r"", R(r)=1 e R(r)=logr . La soluzio-
ne R(7)O(0) deve essere riscritta in coordinate cartesiane, quindi deve essere definita anche
per r =0, pertanto le soluzioni ™" e logr non sono accettabili. Abbiamo quindi

7)(7’(9):5: ceR",
v(r,0) =c,r" cos(nf)+ c,r" sin(nb), (c10) €(R*) ,neN".

Come osservato sopra, per concludere che queste sono soluzioni dell’equazione di Laplace

occorre verificare che, in coordinate cartesiane, sono ben definite nell’origine e di classe C?.
Nel caso della funzione costante questo ¢ verificato. Per n» € N* si ha

ein€+e—in€ B (reiﬁ)n +(7.e—i€)n B
2 2 a
(rcos@+irsin@)"+(rcos@—irsin@)" (x+iy)" +(x—iy)"

2 2

Quindi in coordinate cartesiane otteniamo una funzione polinomiale, che ¢ di classe C* . In

r"cos(nf)=1r"

modo analogo si ottiene che anche la funzione r”sin(n6), espressa in coordinate cartesiane,
¢ polinomiale. Percio le funzioni

v(r,0)=c,

v(r,0) = c;r" cos(nl)+c,r" sin(nb), neN".
hanno laplaciano nullo e si ottengono scrivendo in coordinate polari funzioni di classe C? in
coordinate cartesiane. Ci0 ¢ vero anche per ogni combinazione lineare di funzioni di questo

tipo e, sotto opportune condizioni di convergenza, anche per il limite di tali combinazioni
lineari. Abbiamo pertanto il seguente teorema.
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6.2.2 Teorema

Siano (c,), o € (d,) . Successioniin R tali che la serie di funzioni

+o0
¢+ Z(cn r" cos(nf) +d,r" sin(n0)) (6.2.4)

n=1

converge uniformemente per (r,0) € 10, L[ X [—m, t] insieme alle derivate parziali di ordine 1
e 2. Allora la funzione v: |0,L[ X [—m,t] — R, somma di tale serie, verifica lequazione

v, (r,0)+ l v (r,0)+ iz vge(1,0) =0, (r,0)e 10, L[ x [—m, ] .
r r

Non abbiamo finora considerato la condizione sulla frontiera. Affinché questa sia verifi-
cata i coeflicienti della serie scritta sopra devono essere tali che

+o00
co+ > (c,L” cos(nf) +d, L" sin(n8)) = h(0),
n=1

V0 € [—m,7]. Quindi, indicati come sempre con 4, e b, i coeficienti di Fourier di 5,
deve essere ¢y, =a,/2, ¢,L" =a, e d L" =b . Pertanto si ha la soluzione

A :
o(r,0)= ?O +; H<d" cos(n)+ b, sin(n0)),
con
ﬂn=lj h(p)cos(np)dp, bnzlf h(p)sin(np)de.
), ),

Si puo dimostrare che, se 4 ¢diclasse C?, allora la serie converge uniformemente insieme
alle serie delle derivate di ordine 1 e 2.

Quindi
v(r,0) = lJ% <1 ++Z’°7_n (cos(ngp)cos(nf) + sin(ngp)sin(n@))) h(p)de.
) _\2 “=lL»
Si ha
1-|-+0<)r—n(cos(71 )cos(n8) + sin(ng)sin(rnd)) =
2 T4 4 % =
1 IXpn 1 IXpn ein(@ gp)+e—in(9—g0)
St S S
1 +o00 ; n o]
3 2() 2 () )-
1 rel6=%) 1 re=H0=9) 1
—-| 1+ ‘ =
2 L 1 ret(t—o) L ) re—i(0—9)
- -

‘+ rel@=9) N re—i(0—9) 1 ‘+ rLe'0=9) 4y Lei(0—9) _Dy2 B
L—rei@—9) " [ —ye—ilb—9) | 2 L2 —yLei0=9) — y Le—i(0—¢) 4 52

L2—7’2
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pertanto

o(r e>—if L—r h(o)d
2 ) 12 —2rLcos(6— )+ 12 et

Notiamo che
(7 cos 8, 7 sin ) — (L cos ¢, Lsin )||> = (r cos@ — Lcos @)* + (r sin@ — Lsin p)* =
=72 —2rL(cos@cos g +sinGsin @)+ L* = r* —2rLcos(6 — @) + L*;

quindi, tornando in coordinate cartesiane,

L) 1
2rL aso.n [1(&,7)—(e,2)||

u(x,y) = 2 8(5a’7)d5(5,;7)-

Poiché ||[(&,7)—(x,»)||> = (£ —x)*+(n—7y)* & continua rispetto a (&,7,x,y), indefi-
nitamente derivabile rispetto a x e a y, con derivate parziali di qualunque ordine continue,
la funzione integranda nella formula precedente ha le stesse proprieta. Pertanto, adattando il
Teor. El-14.4.2, si prova che la funzione # definita sopra ¢ di classe C* .

Quindi si ha il seguente teorema.

6.2.3 Teorema
Sia g € C(JS(0,L),R). Allora la funzione u: S(0,L)— R,

Lot ey, e (6)€SO.L),
u(x,y) = 2L ds(o,L) ||(£30)_<xay)|| ,
2(x,7), se (x,y) € dS(0,L),

¢ continua, la sua restrizione a S(0,L) édi classe C™ ed é soluzione del problema

{Au(x,y) =0, (x,j/) c S(O,L),

u(x,y)=g(x,y), (x,7)€35(0,L).

La funzione |
(x,9,&,7)— L™ —[|(x:0)ll

27L||(€,7)— (x|

¢ detta nucleo di Poisson per il problema di Dirichlet per I'operatore di Laplace.

6.2.3 Problema di Neumann

Consideriamo il problema di Neumann per ’equazione di Laplace

gu(x,y)ZO, (x,7)€S8(0,1L),
a—t(x,y):g(x,y), (x,y)€JS(0,1),

dove L eR® ed ¢ assegnata g: dS(0,L) > R.
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Passando in coordinate polari, ricordando le osservazioni gia fatte nella sottosezione pre-
cedente, il problema diventa

vrr(r,ﬁ)—l—%7},(7’,(9)4—%7)99(7,(9)20, (r,0) € 10,1[ x [—r, 7],
v(r, ) =v(r,—m), relo,L],
{09(7’75):7}9(7’_75)’ r 6]0>L[ ’

v, (L,0)=h(0), fe[—n,n],

dove b ¢ tale che h(6)= g(Lcos8,Lsinb).
Procedendo come sopra otteniamo la funzione armonica (6.2.4)), imponiamo che verifichi
la condizione di Neumann. Poiché si ha

+00
v,(rf)= Z(ncn r"~tcos(nf)+nd,r" sin(n0)),
n=1
deve essere
+oo a e
Z(ncn r"~cos(nf)+nd,r" ' sin(nd)) = EO + Z(ﬂn cos(n8)+ b, sin(n0)),
n=1 n=1

dovegli a4, ei b, sono i coeflicienti di Fourier di 4, cioe

a,=—| h(p)cos(np)dy,  b,=— | h(g)sin(np)de.
wJ)_r TJ_n

Affinché valga 'uguaglianza deve essere a, =0 e, per n € N*,

a b

n _ n

c = =
n nL}’l—l > n nL?Z—l >

mentre il coefficiente ¢, puo essere scelto arbitrariamente. Si ha quindi

(r,0) —CO+Z

(a, cos(nf)+ b, sin(n0)).

Siverifica facilmente che questa serie converge puntualmente in S(0,L) e converge totalmente
in ogni cerchio di raggio minore di L

Abbiamo trovato una soluzione solo se il coefliciente di Fourier a, ¢ nullo, cio¢ se » ha
integrale nullo in [—7, 7] ; questo equivale alla condizione che g abbia integrale nullo in
dS(0,L) . Questa restrizione non ¢ dovuta al metodo utilizzato per risolvere il problema, ma
¢ una proprieta generale del problema di Neumann. Infatti, se # ¢ armonica, per il Teorema
della divergenza in R? El-17.7.21, si ha

J @ds—J Vu-vds:Jf V-Vu(x,y)dxdy:JJ Au(x,y)dxdy =0.
J8(0,L) v JS(0,L) S(0,L) S(0,L)

Osserviamo che, poiché la dimostrazione si basa sul Teorema della divergenza, il risultato vale
p 8
per aperti regolari arbitrari.



6.2. Equazione di Laplace in un cerchio 67

Anche il fatto che la soluzione non € unica ¢ un fenomeno generale; evidentemente ogni
funzione costante ha laplaciano nullo e derivata normale alla frontiera nulla; quindi la somma
di una soluzione del problema di Neumann con una costante ¢ ancora soluzione dello stesso
problema.

Considerando il caso 4, =0, si ha

T 400
Z (cos(ngp)cos(n8) + sin(ng)sin(n0))h(p)d¢.
- n= 171 L
Risulta
400 yh (9 ) ) (9 +0o0 r" (9
; Tt (cos(ngo)cos(n )+ sin(ng)sin(n )) _; = cos(n( —gp)) =

+oo n in(6—p) —in(6—p) +oo i(6—@)\" £ —i(0—p)\ "
Z r" e +e L Z 1/re Z 1/7re
n=1 nLn—1 2 2 n L n L

n=1

Poiché (v. Es. EI-15.2.8), per a € C con |a| < 1,si ha

>

nln

7Z

)" =—log(1—a),

quanto scritto sopra ¢ uguale a

I i(6—p) —i(6—
_5<log<1—reL >+10g<1_re >>
L
2

L <(L—rei(9_¢))(L—re —i(6— g"))>
=——log
12

Lz
g<L2—2rLcos(<9—g0)+ 72> ’

pertanto risulta

L (7 L’
v(r)= Zf_ 10g<L2—2rLcos(<9—g0)+ 72> hlp)dg.

7T

Poiché, come gia osservato,
||(7 cos 8, 7 sin @) — (L cos ¢, Lsin @)||> = r*—2rLcos( — @)+ L2,
tornando in coordinate cartesiane si ha

1 L2
u(x ) ds;r .
)= 2an“ <||<£ — <,y>||2>g(5 Mésen

Osserviamo che, se (x,y) € dS(0,L), allora la funzione integranda non ¢ definita in tutto
dS(0,L). Abbiamo un integrale generalizzato, che ¢ sempre convergente, per la presenza
della funzione logaritmo.

Utilizzando questa formula, si puo dimostrare il seguente teorema.
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6.2.4 Teorema

Sia g € C(JS(0,L),R) tale che '8 ds =0. Allora la funzione

f 3S(O,L

1 I?
un:S(0,L) >R, u(x,y)=— lo ) ds ;- .
o ) 2an<o,L> g<||<£,n>—<x,y>||2>g(5 Ve

¢ continua, la sua restrizione a S(0,L) édi classe C*° , ammette derivata normale in ogni punto
di dS(0,L) ed e soluzione del problema

g%(x,y)=0> (x,y)€5(0,1),
5,00 =800, (2))€dS0L).

6.3 Equazione di Laplace nell’esterno di un cerchio

Sia v una funzione di classe C? nel cerchio §(0,L), espressa in coordinate polari; per

r > L poniamo
L2
w(r,0)= v<—, (9>.
r

Allora
2 2
w, (r,0)= —L—D17)<L—, (9> ,
r2 r
2 2 4 2
w, (r,0)= £D17)<L—, (9> + L—D11v<L—, (9> ,
r3 r r4 7
LZ
wge(r,0) = D22f0<—, <9> :
r
Quindi

Aw(r,0) = w,,(1,0)+ 2w, (,0) + L w5y(r,0) =
A 7

LY L? L? [? 1 L?
o) E D E0) Lo L) =
r r r r r r

L I? 1 I? 1 12 L* 12
= <D“’”<7’9>+ B Dl”<7’9>+ml’n”<7’9>> = o0o(78).

Pertanto se v ¢ definitain $(0,L) e ha laplaciano nullo, allora w ¢ definita nel complemen-
tare di $(0,L) e ha laplaciano nullo.
La trasformazione che a (7,6) fa corrispondere (L?/r,8), espressa in coordinate cartesia-

nea (7 cos@,rsinf) facorrispondere (L?/r*)(r cos@,rsinf), quindi a (x,y) fa corrispon-
dere (LZ /(x* + y2)>(x,y) . Pertanto se # ¢ soluzione del problema

{Au(x,y) -0, (x,y)€S(0,L),
n(x,y) =g(x,9), (x,y)€dS(0,L),
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allora la funzione (x,y)— u((LZ /(x*+ y2)>(x, y)) ¢ soluzione del problema

{Au(x,y) =0, (x,7) € R?\ §(0,L),
u(x,y)=g(x,y), (x,y)€dS(0,L).

Questa non ¢ I'unica soluzione. Infatti nella Sottosezione [6.2.2 utilizzando il metodo di
separazione delle variabili, abbiamo visto che le funzioni, in coordinate polari, logr e 1 sono

armoniche in (R?)". Pertanto la funzione logr —logL, cio¢ log(4/x?+y?/L), ¢ armonica
in R?\S(0,L) esiannullain J$(0,L); quindi ¢ soluzione non nulla del problema precedente
con g =0. Tale problema ha anche la soluzione identicamente nulla, quindi ha due soluzioni
distinte.

Si puo dimostrare che, aggiungendo la condizione che la soluzione sia limitata all’infinito,
st ha unicita.

6.4 Equazione di Poisson

In questa sezione studiamo I’equazione di Laplace non omogenea Ax = f, detta equa-
zione di Poisson.

6.4.1 Identita di Green

Ricaviamo due formule utili per lo studio dell’equazione di Poisson.
Siano A un aperto di R?*, # € C'(A,R) e v € C*A,R);si ha

2 2
«(uVo :Zﬁi j):Z(uxjvxj—I—uvx]_x):Vu-Vv—l—uAv.

=1

Questa uguaglianza vale anche in dimensione maggiore di 2. Se Q ¢ un aperto regolare
(v. Def. EI-17.7.3) tale che Q C A, allora, per il Teorema della divergenza in R? El-17.7.21,

si ha
Jj uAfvdxdy:—Jj Vu-Vvdxdy+ff V(uVo)dxdy =
Q Q Q

:—Jj Vu-Vvdxdy+f uVovevds :—Jj Vu-sz)dxdy+f ug—ds
Q a0 Q dv

Abbiamo quindi dimostrato il seguente teorema.

6.4.1 Teorema (prima identita di Green)
Siano A un apertodi R?, Q0 un aperto regolare tale che QC A, u € C'(A,R) e v € C*(A,R);

allora
Jj uAfvdxdy:—Jj Vu-vadxdy+f ua—ds (6.4.1)
Q Q a0 dv
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Se # e v sono entrambe di classe C?, possiamo riscrivere la prima identita di Green
scambiando # e v, si ottiene

Jf vAudxdy :—JJ Vv-Vudxdy—l—f v@ds.
Q Q oa OV

Sottraendo membro a membro queste due identita si ha il seguente teorema.

6.4.2 Teorema (seconda identita di Green)
Stano A un aperto di R*, Q0 un aperto regolare tale che QCA, u,veC 2(A,R); allora

Jj (uAv—quu)dxdy:f <u@—v@> ds. (6.4.2)
Q 0 81/ 81/

6.4.2 Equazione non omogenea

Sia (c,d) € R? e poniamo

w: R\ {(c,d)} =R,  w(x,y)=log|l(x,y)—(c,d)|| = % log((x—c)* +(y—d)’).

Siha, Y(x,y)eR2\ {(c,d)},

wx(x:y):(x_c)2+(y_d)2’

w (x,y):(x_C)z-i-(y—d)z—Z(x—C)z _ =P+ —dy ,
" (c—cPt—dp) (=P +O—dp)
w X - y_d

y( ’y) (x_c)2+(y_d)2’

(=P +O=df =20 =) (x—f—(—d}
(x—cp+(y—d)) ((x—cp+(y—d)p)

pertanto Aw(x,y)=w, (x,y)+ ‘wyy(xay) =0.

wyy(x’y) =

Siano Q un aperto regolare di R?*, z € C (Q,]R) , di classe C? in €, armonica e tale
che z = w in dN e u una funzione di classe C? in un aperto contenente 2. Fissato

(c,d) €, poniamo S, = S((c,d),s) ,con ¢ € RY tale che S_g C . Dalla seconda identita
di Green (6.4.2)), applicata a # e w—z, segue

—Jf Au(‘w—z)dxdy:f <uM—@(‘w—z)>d5:
AR A(NS,) dv dv

_[ ,d==2) _J dw—z) LY.
_Lﬂu EN ds asfu EN ds+ asfgv(w z)ds,

dove abbiamo tenuto conto del fatto che w —z ¢ nullain I e la normale esternaa JS, ¢
opposta alla normale esternaa J(Q2\ S.) nello stesso punto.
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Poiché Au(w—z) ¢i.s.g. in Q elareadi S, tendea O per ¢ chetendea O, siha

JJQ\SEAM<W_Z)dXdy_)JJQA”(‘W—Z)dxdy_

Consideriamo la curva JS§, parametrizzata da

[—r, 7] — R?, =(c+esing,d+ccosyp);
® % %

si ha
||f || || —esing,ecosy) ||—\/52coszg0+azsm p=c.
Abbiamo quindi
du
—(w—2z)ds =
’ 3v< )

:J Vu(c+£cosgo,d+ssingo)-(cosgo,singo)<loga—z(c —I—scosgo,d—kesingogSE))adgo

—0,
c—0

dz
J ugds—

:J u(c+scosgo,d—I—ssingo)Vz(c—|—5cosgo,d—|—esing0)-(cosg0,singo)adgo7)0,

dw
f %Ed.?—

:f u(c+ecosg,d+esing)Vw(c+ecosp,d+esing)(cosg,sing)edy =

Cos @ sin @

:J (c+scosgo,d+ssmgo)< , > (cosg,sinp)edgp =

e e

:J u(c+scosgp,d+ssingo)ladgo—0>27'm(c,d).
Cn ¢ e

Quindi
_Jj Au(w—2z)dxdy :f u I(w— )ds—27'm(c d),
Q 0 8)/

da cui segue

_iff Au(w—z)dxdy+if umds.
TT Q 27'[,' 20 gV

Abbiamo quindi dimostrato il seguente teorema.
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6.4.3 Teorema _
Stano Q0 un aperto regolaredi R?, f: Q2 —R e g: IN—>R. Se u € CA,R), con A aperto

contenente S, é soluzione del problema

{A%(x,y) = f(x,9), (x,) €9,
u(x,y) = g(x,7), (x,y) €90,

allora, Y(x,y) €, si ha

e =5 || rEm(@En-sEnacar - [ g HE"Dae o

27 J a0

dove

w: R\ {(x,7)} =R,  w(&,n)=log|l(x,y)— (&, )l

e z: QN — R éarmonicain Q ecoincide con w in IN.

Questo teorema fornisce una rappresentazione della soluzione, nel caso che essa esista. Si
puo viceversa dimostrare che la funzione definita dalla ¢ soluzione del problema di
Dirichlet purché la funzione f siadiclasse C'. Per scrivere tale equazione ¢ perd necessario
che esista la funzione armonica z che coincide con @ in in J€. vi sono aperti regolari
per cui tale funzione non esiste. Una condizione che assicura ’esistenza di z ¢ che Q sia
convesso.

6.4.3 Equazione non omogenea in un cerchio

Se 2=5(0,L), la funzione z che compare nel Teor.[6.4.3| puo essere determinata espli-
citamente. Fissato (c,d) € S(0,L) dobbiamo trovare z tale che

{Az(x,y) =0, (x,y)€S(0,L),
z(x,y) =log||(x,y)—(c,d)|l , (x,y)€dS(O,L).

Per quanto visto nella Sezione [6.3] tale funzione si puo ottenere con la trasformazione

L2
1Gesy)II?

(x,9)— (x,9),

a partire da una funzione armonica nell’esterno di $(0,L), che abbia limite reale all’infinito
e che assuma 1 valori richiesti in d§(0,L). La funzione log||(x,y)—(c,d)|| ha queste pro-
prieta, ad eccezione dell’esistenza del limite reale all’infinito; per ottenere la funzione cercata
¢ sufliciente sottrarre log<||(x,y)|| /L) , che si annulla in JS§(0,L) e cancella la singolarita
all’infinito. Otteniamo la funzione

Lll(x,y)—(c,d)||>

x,7)— lo
(:3) g< el
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Quindi
L
2(x,y) =1 |nyH H MGl
o) =los & [T
nuwm(x”
B -l ed|
m LGl
Pertanto

Wﬂmw—mme@ﬁm>
z(x,y)—w(x,y)=lo .
() —w(x,y) g<mewmwy%%a@H

:110g<||1>2<x B[S d>||2> _
2\ L2l(e )Pl ) — (e, d)IP
:h%<ﬁman—ﬂﬂmyM(xw(c@+mmeWQ@W>:

2 L[, )P (1Ces I =20x,9) (e, d) + (e, IF)
_10<U—ﬂﬂ ><c@+wanmc@n>

L(||(xe, )P = 2(x,9) (e d) + I, IF)

1bg<L+L“+waﬂlWadNV—LﬂK%yNP—LﬂKadNF>:
2 L(||(xe, )P = 2(x,9) (e d) + I, DIF)

:§%G+@“WMMW mdm»

L2[|(x,2) = (e, d)|I*

NI»—\

Abbiamo quindi il seguente teorema.

6.4.4 Teorema
Siano LER, feC ( (0,L),R). Allora la funzione u: S(0,L) — R

1 Wﬂhﬁﬁ@ﬂﬁﬂﬁ)
u(x.y) = “ffsmmfﬁxwk%<l+ Clwn—GnF )

se (x,y) € S(0,L),
0, se (x,y) € dS(0,L).

¢ soluzione del problema di Dirichlet

{Auxwzﬂ 7, (x,9)€S(0,L),
(x,y)=0 (x,y)€ 3S(0,L).
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6.5 Unicita della soluzione

Da quanto esposto nella Sezione (6.4 segue I'unicita della soluzione del problema di Diri-
chlet per ’equazione di Laplace. Cio si puo ricavare anche con metodi piu semplici. A tale
scopo proviamo anzitutto il seguente teorema.

6.5.1 Teorema (principio della media per funzioni armoniche)
Stano A unapertodi R?*, u € C*(A,R) taleche, ¥(x,y) €A, siha Au(x,y)=0. Se (c,d) €A

e ReRY sono tali che S((c,d),R) CA, allora

1

u(c,d)=
27R 35(c,d)R)

(x’y) ds(x,y)

Questo teorema afferma che se una funzione ¢ armonica allora il suo valore in un punto
¢ la media del valore nella frontiera di ogni cerchio centrato in quel punto e contenuto nel
dominio della funzione. Si puo dimostrare che vale anche il viceversa.

Dimostrazione. Poniamo

F:10,R]— R, F(ry=— u(x,y)ds
27T7 ) a5((c.d)yr) ’

Si ha

J u(x,y)ds(x,y):f u(c+rcost,d + rsinf) \/(—rsin9)2+(r cos@)dl =
dS8((c,d),r)
:rf u(c+7rcosl,d+rsinf)do.

Pertanto, per il Teor. El-14.4.2, si ha

F/(r):$j—rj u(c+rcosl,d+rsinf)dd =

O

=— —u(c—l—rcos@ d+rsinf)df =

L Or

:2i (#,(c+7rcosl,d+rsinf)cos@+u(c+7cost,d + rsinb)sin0)do =
TJ_r
L1 Vu(c—l—rcos@,d—l—rsin@) (cos O, sm(9)a,'(9—L Vu-vds.
27 277 J as((csd)r)

Poiché Axn =0, per il Teorema della divergenza in R? EI-17.7.19, si ha

f Vu vds—fj V «Vu(x,y)dxdy = Jf Au(x,y)dxdy=0.
3S((c,d),r (c,d),r S((c,d),r

Pertanto, Yr € JO,R],siha F'(r)=0, quindi F ¢ costante. Poiché

lim]:(r):limi u(c+rcos<9,d+rsin(9)d(9:ij u(c,d)dl =u(c,d),
r—0 r—0 27T _n 27T _n
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tale costante ¢ #(c,d), quindi

1

— u(x,y)ds, ,=F(R)=u(c,d). O
27tR J a5((c,d),R) )

6.5.2 Teorema (principio del massimo per funzioni armoniche)
Sia Q0 un aperto limitato di R*, n € C (5, ]R), la cui restrizione a Q) é di classe C?. Se,
Y(x,y)€Q, st ha Au(x,y) =0, allora

max{ #(x,7) ] (x,) €0} = max{u(x,) | (x,) € 30},

min{ u(x,y) ‘ (x,) €Q} = min{ u(x,y)| (x,7) € I} .

Osserviamo che 1 massimi e 1 minimi che compaiono nell’enunciato esistono per il Teore-
ma di Weierstrass EI-10.6.12.

Dimostrazione. Dimostriamo la proprieta relativa al massimo, quella relativa al minimo si
dimostra in modo analogo.
Se Y(x,y) € siha u(x,y) < maxu latesi e verificata.
0

In caso contrario # assume il suo valore massimo in 2, quindi esiste (c,d) € tale

che #(c,d) = maxu . Per il Principio della media [6.5.1, qualunque sia R € R, tale che
Q

S((c,d),R) c,stha
ZﬂRM(C,d):f %(x,y)ds(xy),
3S((c.d),R) ’
cioe

f (u(c,d)—u(x,y)) ds., =0.
25((c,d).R)

Poiché #(c,d) e il massimo di #, la funzione integranda € non negativa. Se esistesse (x,7)
per cui la funzione integranda ¢ positiva anche I'integrale sarebbe positivo, il che ¢ assurdo.

Pertanto, Y(x,y)€ dS((c,d),R),si ha u(x,y)=u(c,d).

Sia (x,7,) il puntodi JQ adistanza minimada (c,d) e poniamo L = ||(xy,7,)— (¢, d)|| -
Allora S((c,d),L) C Qe (x99, € S((c,d),L) . Qualunque sia (x,y) € S((c,d),L) , posto
R=||(x,y)—(c,d)||, st ha (x,y) € S((c,d),R) C S((c,d),L) C Q, quindi, per quanto gia
provato, #(x,y)=u(c,d). Pertanto # vale costantemente #(c,d) in S((c,d),L) ; per con-
tinuita cio ¢ vero anche in S((c, d),L) , in particolare in (x,,y,) . Quindi #(x,,y,) = #(c,d),
da cui

max # > u(xy,Y,) = #(c,d) = maxu.
N Q

Pertanto max,,# = maxg# . O

Dal Principio del massimo segue che se una funzione armonica si annulla nella frontiera
del dominio, quindi ha massimo e minimo nulli nella frontiera, allora ha massimo e minimo
nulli in tutto il dominio e quindi ¢ nulla. Abbiamo quindi il seguente teorema.
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6.5.3 Teorema
Sia Q0 un aperto limitato di R*. Il problema

{A”(x,y)=0> (x,y) €9,
u(x,y)=0, (x,y) € IN

ha solo la soluzione identicamente nulla.

Da questo segue immediatamente 'unicita della soluzione del problema di Dirichlet per
’equazione di Poisson.



Capitolo 7

Equazione delle onde in dimensione 2 e 3

7.1 Alcune proprieta del laplaciano

Sia # € C*(R’,R); consideriamo la funzione v ottenuta da # passando in coordinate
sferiche (v. Sottosezione El-13.9.3), cio¢

v(r,0,0) = u(rsinfcos g, rsin@sin g, r cos ).
Si ha, omettendo ’argomento di # e delle sue derivate,

v, =u, sintcosp+u, sinfsing +u,cos b,

v,, = (4, sin0cosg +u, sinfsing +u,, cosd)sinb cosp +
+(u,, sin0cos g +u,, sinOsing +u,, cosf)sin Isin ¢ +
+(#,, sinfcos g +u,, sinOsinp + u,, cosf)cos ) =

= u,, sin’ 0 cos’ ¢ + u,, sin> Osin* p + u,,, cos’ 0 +
+2u,, sin” @ cos g sin ¢ + 2u, , cos O'sin 6 cos ¢ +2u,, cosOsin Isin g,
Vg =1, 7 costcosp +u,r costsing—u,rsinb,

Vgp = (4, 7 costcosp+u rcoslsing—u ,rsinb)rcosdcosp—u rsinbcosyp+

+(u

—(n,,7cosfcosp+u, rcosOsing —u,,rsinl)rsind—u,rcosd =

7 cosfcosg+u, rcosOsing —u ,rsinl)rcosfsing —u rsinlsing—
= u,,r’cos’ O cos’ g+ u,,r’cos’ Osin® o+ u,,r*sin’ 0 +

+2u,,r? cos® O cos g sing —2u,, 7% cos O'sin G cos ¢ —2u,, 7% cos 0 sin ' sin p —

—uxrsinﬁcosgo—uyrsinﬁsingo—uzrcosﬁ,
v, =—u,rsinfsing+u, rsinbcosp,
Uy, = (=, rsinbOsing+u, rsinfcosp)rsinbfsing —u, rsindcosp +

+(—u,, rsinOsing +u, rsintcosp)rsinbcosp—u, rsinfsing =
= u,,r*sin* Osin® o + u,, r?sin® O cos’ p — 2u,,, 7 sin’ 0 cos g sin ¢ —

—uxrs1n<9005ga—uyrsmt95mgp.

77
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Pertanto

1
r2sin’8 ¢

= u, (sin” @ cos® ¢ + cos® @ cos” ¢ + sin” ) + Myy(sin2 Gsin” ¢ + cos® @sin® ¢ 4 cos® ) +

1
Vyy +—= Vpo +
72

+ u,,(cos® @ +sin” 0) + ZMXy(sin2 6 cos ¢ sin ¢ + cos” 6 cos ¢ sin @ — cos @ sin @) +
+2u,,(cosOsin 0 cos p — cos Osin 6 cos @) + 21, (cos I sin 0 sin ¢ — cos U'sin O sin ) +

1 . 1 . . 1 1 1 .
—u,—sinfcosp—u —sin@sing—u, — cosd —u, ——— cosgp —u, ——— singp =
r Yy r rsin@ Y rsind
1 . 1 . . 1
:uxx+uyy+uzz—2ux;31n<9005g9—2uy;sm@smgp—Zuz;cos@—
1 1 . 1 1 . . 1
—ux—< _ —sm<9>cosgo—u —<_——sm(9>smgo+uz—c05(9:
r \sin@ Yy \sin& r
. 2 cos @
=u w, +u, ——v — vy
e Dy Tz T a6ing Y
Quindi
A +2 N 1 N cosf 1
nw=uov “o 4+—v v v =
oy T 27T 600 YT p2gin29 ¥Y
1 a,, 13, 1
=— —(r‘v.)+ —— —(sinf v, )+ ———v_.
723, )t g a0 %) r2sin20 ¢7
Abbiamo cosi dimostrato il seguente teorema.
7.1.1 Teorema
Sia u € CH(R?,R); posto
7: R’ 5 R, v(7,0,0) = u(rsinfcos @, rsinGsin g, r cos ),
Y(r,0,90) eR* x [0, [ xR, si ha
Au(rsinfcosg,rsinfsing, r cosd) =
1 3d,, 1 ad,. 1 (7.1.1)
=——(r"v.(r,0,0))+ —— =—(sinOv,(r,0,0))+ ———v_ (7,6, 0).
r2 g7< r( gﬂ)) 72511’1(9 8(9< 9( gﬂ)) 7'28in2(9 gpgﬂ( gﬂ)

Questo teorema vale anche se # ¢ definita in un aperto di R’, modificando opportuna-
mente il dominio di v .

Sia # € C*(R’,R), consideriamo la funzione M(x) che a ogni punto dello spazio fa
corrispondere la media di # nella superficie sferica centrata nell’origine passante per quel
punto. Cio¢ M(u): R’ >R,

)
%dO', N (?C,%Z)?éO’
M(u)(x,y,2) = { 4m(x? + 92+ 22) ) J a5y
) s (12,2) =0
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Posto r = ||(x,y,2)||, la superficie QS(O, ||(x,y,z)||> ¢ la sfera di centro 'origine e rag-
gio 7 € puo essere parametrizzata dalla funzione

f:[0,n]x[~m, ] =R, f(0,9)=(rsin@cos e, rsinbsing, r cost).

Si ha
rcos@cosep rcosOsing —rsinfd
Jo(0,0) % £,(0,9) = <—r sinfsing 7rsinfcosg 0 > =
€ € &
= (rz sin6 cos , r?sin’sin ®, r2sin @ cos (9);
pertanto

1/5(6, ) x 1,00, o) = \/r4sin4(9 cos2p + r#sin*Osin’p + r#sin*0 cos?6 = r?sin 6.
Quindi, esplicitando I'integrale di superficie, si ha

M(u)(x,y,2) =

_ 1 Jf #(|l(x, 7, 2)||sin@ cos @, ||(x, 7, 2)||sin Osin ,||(x, 7, 2)||cos ) sin O d G d g,
T [0,7]x[—7,7]

oppure, se v ¢ la funzione ottenuta da # passando in coordinate sferiche,

1

M(u)(x,y,2) = EJJ[ . ]fz)<||(x,y,z)||,<9,g9>sin(9d<9dga.
O, |x[—m,7

Lafunzione M(u) evidentemente ha simmetria radiale, cioé il suo valore in un punto dipende
solo dalla distanza del punto dall’origine; pertanto esiste #: R, — R tale che, V(x,y,z) e R’,

siha M(u)(x,y,2) =u(|l(x,y,2))-

In modo analogo possiamo definire la media di A ; anch’essa ha simmetria radiale, quindi
esiste Au:R, —R tale che M(Au)(x,y,z) :H(H(x,y,z)”) .
Per ’equazione (7.1.1) si ha

A_u(r):iff Av(r,0,0)sin0d0dp =
Ix[—m,7]

<Jj (7,0,9) sm<9d(9dg9+ff (r,0,0)sin0db0de+
4% 0,7 ]x =] X

_ <d72 Jf o(r,0 go)sm@dgod@—i— 7 Jf v(r,0,0)sin0ded0 +
0, |x[—m,7] 0, |x[—7,7]
1

+ J_ﬂz[sinﬁfvg(r,@,qﬂ)]gig do+ J

[ (750, gp)]qj i dgad<9>

r2sin @
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dove il terzo addendo ¢ nullo perché la funzione seno si annulla in 0 e in 7 e I'ultimo

addendo ¢ nullo perché v ¢ una funzione in coordinate sferiche, quindi v, assume gli stessi

4
valori per ¢ =7 e ¢ =—m . Pertanto

M(Bu)(x,y,2) = Bu(||(x, 3, 2)l)) = 7%, (Il(e, 5, 2)l]) + %%(Il(x,y,Z)ll) = AM(n)(x,,2),

dove 'ultima uguaglianza ¢ giustificata dal fatto che M(#), in coordinate sferiche, non dipen-

denéda 6 néda ¢.

E evidente che questa uguaglianza vale anche se, fissato (x,,y,,2,) diverso dall’origine, le
medie vengono fatte nelle superfici sferiche di centro (xy,7,, 2,) -

7.2 1l problema di Cauchy in dimensione 3

7.2.1 Soluzioni a simmetria radiale

Sia n € C 2<]R3 x R +,]R) una soluzione dell’equazione delle onde a simmetria radiale.
Supponiamo cio¢ che, Y(x,y,z,t) R’ xR, , sia

u,,(x,y,2,t) = c*Au(x,y,z,t)
e che esista v € C%Ri,R) tale che VY(x,y,z,t) R’ xR sia

w(x,3,7,0) = 9([(x3, ) 2).

Scrivendo il laplaciano di # tramite v in coordinate sferiche (vedi equazione (7.1.1)),
visto che una funzione a simmetria radiale non dipende da & e da ¢, si ottiene 'equazione

2
o) =¢ (v, )+ 20,(n0), () ERIXR,.
r
Poniamo
w:R, xR, =R, w(r,t)=rov(r,t).
Si ha

w (r,t)=rv (r,t)+v(rt),
w, (r,t)=rv _(r,t)+o.(r,t)+o(r,t)=rv (r,t)+2v (r,t).

Quindi, se v verifica ’equazione delle onde, allora per w si ha

w,,(r,t)=rv, (r,t)= cz(rfow(r, t)+2v,(r, t)) =c*w, (r,t).
Percio w ¢ soluzione dell’equazione delle onde in R xR, .

Si ha w(0,¢) =0, per ogni ¢, quindi w,,(0,¢) =0. Inoltre, poiché ¢ radiale, # ¢ pari

rispetto alla variabile x, quindi #_ ¢ dispari, percio # (0,0,0,¢) = 0, cioe o (0,¢) = 0.
Allora

w. (0,8)=lim 2D =@ 00 L o)) =e00 ) 6 g

r—0 r r—0 r

Quindi w,,(0,t)=c%w, (0,t), pertanto w verifica I’equazione delle onde anche per » =0.
Inoltre, indicato con @ il prolungamento dispari rispetto a r di w, poiché w(0,7)=0 e
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w, (0,¢) = 0, si verifica facilmente che @ ¢ di classe C?. E inoltre immediato verificare
che,se » <0,siha @, (r,t)=—w,,(—7,t) e W, (r,t)=—w, (—7,t), quindi @ verifica
I’equazione delle onde in tutto R x R, . Pertanto, per la formula di d’Alembert (5.1.2), si ha

r+ct
@(r,t):%(ﬁ(;’+ct,0)+ﬁ(7—ct,0))+2if @,(p,0)dp.
c —ct

Se r > ct siottiene

1 1
w(r,t)= —(w(r +ct,0)+ w(r —ct,O)) +—
2 2c

ct+r

1 g ct+r
T 203t

r—ct

Se invece r < ct, poiché o — @,(p,0) ¢ dispari, il suo integrale da » —ct a ct—r ¢nullo,

quindi la (7.2.1) diventa

Quindi in ogni caso si ha

Inoltre

v(0,¢) =limv(r,t) =lim

r—027r

1
w(p,0)d o+ ZJ

r—ct

—cCt

w,(p,0)dp.

r+ct
f w,(p,0)dp

1 1 ct+r
w(r,t):§<w(ct—|—r,O)—fw(ct—r,O)>+Z£t_r w,(p,0)dp =
1 8 ct+r 1 ct+r
—— = ,0)dp+ — ,0)dp.
ZC&L_r w(p,0) p+ZCL_r w,(p,0)dp
1 8 ct+r 1 ct+r
=— = 0)do+— O)dp.
w(r,1) = atflct_”‘w)(p, Jdp+— |ct_r|wt(p’ )dp
o(r t)—iifmﬂ v(p,0)d -I—L o v,(0,0)d
’ _2C7' Qt |ct—r|l0 P P 2cr |ct—r|l0 P P
w(r,t)
r—0 r—0 r o
1 ct+r
=lim — ,0)— —7,0 lim — ,0)d
im (w(ct-i—r )—w(ct—r )>+r1£>%2cr o w,(0,0)dp
fw(ct—r,O)—w(ct,O)>+1w

:lim1<w(ct + 7,0)— w(ct,0) N

y

—r

C

=w,(ct,0)+ 1'wt(ct,O) = laifw(ct,O) + ! w,(ct,0)=
¢

c

= %(w(ct,O» +tv,(ct,0)

Quindi

d
’U(O,t) = E

Si puo viceversa dimostrare che se v ¢ una funzione che verifica le equazioni (7.2.2) e
(7.2.3)), allora la funzione a simmetria radiale definita a partire da v ¢ soluzione dell’equazione

t C

<tv(ct,0)> +tv,(ct,0).

,(ct,0)=
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delle onde. Queste equazioni consentono di ricavare v a partire dal valore di v e di v, per
t =0, quindi se si conoscono posizione e velocita iniziali si conosce © .

Studiando I’equazione delle onde in una variabile di spazio, abbiamo supposto che la posi-
zione iniziale fosse una funzione di classe C? e la velocita iniziale di classe C'. In questo caso
cio non ¢ sufficiente per avere una soluzione sia di classe C?. Infatti dall’equazione
risulta che per assicurare che la funzione t — v(0,¢) sia di classe C? occorre supporre che

la posizione iniziale sia di classe C” e la velocita iniziale di classe C?.

Si verifica facilmente che una funzione radiale ha derivate di ordine dispari nulle in 0.
Questa condizione deve essere rispettata dalle condizioni iniziali imposte.

Si ha quindi il teorema seguente.

7.2.1 Teorema
Siano ¢ € C*(R,R) e ¢ € CHR_,R), tali che ¢'(0)=¢"'(0)=¢'(0)=0. Sia v: R - R
tale che

1 ct+r 1 ct+r

- - (p)do+— (o)dp, ser >0,
sty | 27 L FPRet s lct_ﬂpsﬁp e

%(tgo(ct))—l—tgb(ct) ser =0.

Allora la funzione
M:R3XR+—)R, %(xayazat):7)<||(x’y’z)||’t>’

¢ Punica soluzione del problema di Cauchy

u,,(x,9,2,t) = c*Au(x,y,2,t), (x,9,2,t) ER* xR,
u(x,9,2,0) = ¢(|I(x, 3, 2)|l), (x,y,2) R,
u,(x,7,2,0) = ¢(||(x, 3, 2)M) (x,y,2) ER’.

7.2.2 Soluzioni generali

Utilizziamo la soluzione radiale ottenuta nella Sottosezione precedente per determinare
un’arbitraria soluzione dell’equazione delle onde. Sia #» € C 2<]R3 x R +,]R) soluzione del-
I’equazione delle onde. Fissato (x,,7,,2,) € R’, consideriamo la media di # nelle superfici
sferiche centrate nel punto (x,7,2), cio€ sia M(u): R* xR, - R,

M(u)(x,y,2,1) =

; f f
2 %(ganagat)da(f,m()a
47 [|(x5 9, 2) — (%05 Vos Zo)I|™ I J 280zl emne)—(xorrerzo)l)
se (x,9,2) 7£ (X0> Y05 Z0)5

(X5 Vo> Zos 1) se (x,9,2) = (X0;Yos Z0)-

Allora M(n),, ¢lamediadi #,, e, per quanto provato nella Sottosezione[7.1.1, AM(x) ¢la
media di Az . Quindi anche M(u) verifica ’equazione delle onde.
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Sia v e C*((R, %, R) tale che V(x,y,2,t) eR’ xR, sia
M(u)(x,y,z,t):7)<||(x,y,z)—(xo,yo,zo)H,t).

Poiché M(u) & radiale, per (7.2.3) si ha

%
1(Xgs Vs Zgs t) = M (2 )(Xg, Vs 29s t) = (0, 1) = Z(tv(ct,O)) +tv,(ct,0)=

a< 1 H

- %(5,7],(,0)6{0' +

It \ 472t J ) a5((xpmpz)ct) (©78)
u,(&,n,{,0)do .

42t ) Jasoporer) (€7d)

Pertanto se # ¢ soluzione del problema di Cauchy per I’equazione delle onde

_|_

u,,(x,9,2,t) = c*Au(x,y,z,t), (x,9,2,t) ER* xR,
n(x,7,2,0) = 0(x,9,2), (x,7,2) ER, (7.2.4)
u,(x,9,2,0) = (x,9,2), (x,9,2) €R?,
allora
u(x,y,2z,t) =

d 1 ff 1
=2 (&, Q)doe, >+—ff G(&n,O)dog, r)-
Jt <4”52t 2S((x0.2)ct) €29 ) " ancrt | ) asenmen €nd)

Viceversa si puo verificare che questa funzione ¢ soluzione del problema (7.2.4)), purche ¢
¢ ¢ abbiano la regolarita richiesta nel Teor.[7.2.1]
Si ha quindi il seguente teorema.

7.2.2 Teorema (formula di Kirchhoff)
Siano ¢ € C*(R*,R) e ¢ € CHR’,R). Allora Punica soluzione del problema (7.2.4) ¢ la
funzione u: R> xR, —R,

d 1 1
_< - Jf gpd0>—|— ; JJ Ydo,  set>0,
u(x,y,2,t) =4 It \ 47t J ) o5 p0ct) 472t J J as((xy,2)ct)

o(x,9,2), set =0.

7.3 1l problema di Cauchy in dimensione 2

Sia # soluzione del problema di Cauchy per ’equazione delle onde

u,,(x,y,t)=c*Au(x,y,t), (x,7,t) ER* xR,
n(x,y,0) = ¢(x,y), (x,7) €ER?, (7.3.1)
u,(%,9,0) = d(x,), (x,7) € R%.
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Posto
7:R*xR, >R, v(x,y,2,t) = u(x,y,t),

la funzione v ¢ soluzione del problema

v,,(x,7,2,t) = c*Av(x,y,2,t), (%,9,2,t) ER* xR,
v(x’y’z’o>:§0<x’y)’ (x’y’Z>ER3’
vt<x,y,2,0):¢<x,y), (x’y’Z>ER3'

Per la formula di Kirchhoff, ¥(x,y,z,t) € R xR’ ,siha
v(x,y,2,t) =

J < 1 f J 1
=3 o(&,n)dog, |+ d(&,n)doe, .-
It \4me’t ) Jaswyaner 10 ) " dncrt | ) asepmen o)

Trasformiamo gli integrali sulla superficie sferica in integrali su un cerchio. La superficie

sferica ¢ unione delle due semisfere
S, ={(&n,0)€IS((x,y,2)sct)| { > 2},
S ={(&n{)€IS((x,9,2),ct)| { <z}

Poiché la funzione integranda non dipende da { I'integrale in S, coincide con quelloin §_,
pertanto si ha

1 1
doe = o =
47_L_C2t ffas((x,y,z),ct) gﬂ(f 7]) 0-(5,77,{) 27‘[C2tf S+ gp(g 7]) 0'(5,}7,5)

:if J @(x +ctsinfcosp,y +ctsinbsing)sinfdodl.
77.' o —7T

Ponendo r =ctsinf, quindi 6 = arcsin(r /ct), 'integrale risulta uguale a

L7 (x+7r Y+ 7 si )7 ! dodr
— cos ¢, sing) — —
27 Jg J—ngp v Pt cty/1—(r/ct)? v

1 (e . L
_%Jo _ngo(x—l—rcosgo,y+rsmg0)r—62t2_rz pdr =

1 f'f 1
=-— o(&,7) d&dn.
27t¢ J J st )et) \/cztz—(f—>c)2—(r;—y)2

Un’analoga uguaglianza vale per la funzione ¢, quindi vale il seguente teorema.

7.3.1 Teorema
Siano ¢ € C*(R4L,R) e ¢ € CHR*,R). Allora Punica soluzione del problema (7.3.1) ¢ la
funzione u: R* xR, —» R,

(cf 77)
8t<2nc Jf (e)et) A/ €22 — —(n—y)? d5d77>+

(.= e )
&dn,

" 2ne ffsaxy ) /22— (& —x)?—(n—y)’ 7

@(x,9), set =0.

set >0,




	Problemi ai limiti per equazioni differenziali ordinarie
	Condizioni di Dirichlet
	Condizioni di Neumann
	Condizioni periodiche

	Origine fisica di alcune equazioni alle derivate parziali
	Legge di conservazione
	Equazione del calore
	Equazione delle onde

	Equazioni alle derivate parziali del primo ordine
	Equazione del trasporto
	Curve caratteristiche per una legge di conservazione
	Curve caratteristiche per un'equazione lineare

	Equazione del calore
	Trasformata di Fourier
	Separazione delle variabili
	Problema di Cauchy-Dirichlet
	Problema di Cauchy-Neumann

	Problema di Cauchy-Dirichlet non omogeneo
	Unicità della soluzione
	Problema di Cauchy-Dirichlet
	Problema di Cauchy-Neumann


	Equazione delle onde
	Formula di d'Alembert
	Trasformata di Fourier
	Separazione delle variabili
	Problema di Cauchy-Dirichlet
	Problema di Cauchy-Neumann

	Equazione non omogenea
	Unicità della soluzione
	Problema di Cauchy-Dirichlet
	Problema di Cauchy-Neumann


	Equazione di Laplace
	Equazione di Laplace in un rettangolo
	Problema di Dirichlet
	Problema di Neumann

	Equazione di Laplace in un cerchio
	Il laplaciano in coordinate polari
	Problema di Dirichlet
	Problema di Neumann

	Equazione di Laplace nell'esterno di un cerchio
	Equazione di Poisson
	Identità di Green
	Equazione non omogenea
	Equazione non omogenea in un cerchio

	Unicità della soluzione

	Equazione delle onde in dimensione 2 e 3
	Alcune proprietà del laplaciano
	Il problema di Cauchy in dimensione 3
	Soluzioni a simmetria radiale
	Soluzioni generali

	Il problema di Cauchy in dimensione 2


