R" e spazi metrici

Davide Guidetti

1 R", prodotti scalari, norme, metriche

Dato n € N e gli n oggetti z1,..., z,, introduciamo la nozione primitiva di n—pla ordinata
(1, ..., Tpn), estensione della nozione di coppia ordinata. Richiediamo solo quanto segue: che due
n—ple z = (z1,...,2n) € y = (y1,...,yn) coincidano se e solo se r1 = yi,..., T, = Y. Dati gli
insiemi Aq,..., A,, non necessariamente a due a due distinti, definiamo con A; x .... x A, il loro
prodotto cartesiano:

Definizione 1.1. Dati gli insiemi A1, ...,Ay, poniamo
Al X oo X LA = {(x1y e xp) txy € Al ey € At
Se Aq,..., A, coincidono tutti con un certo insieme A, scriveremo A™ in alternativa a A X ... X A.

Ci interessera’ in particolare il caso A = R, ove R indica l'insieme dei numeri reali. Al
lettore sara’ probabilmente gia’ noto il fatto che i numeri reali costituiscono un modello della
retta, mentre I'insieme R? delle coppie ordinate di numeri reali viene utilizzato come modello
di piano. Nello stesso modo si puo’ procedere con R? nei confronti dello spazio tridimensionale:
basta fissare un piano 7 e su questo adottare un sistema di coordinate cartesiane ortogonali
(z1,22). Si puo’ poi introdurre un asse r perpendicolare al piano e su questo introdurre un
sistema di ascisse (x3). Assegnato un arbitrario punto P, questo ¢ univocamente determinato
da una tripla di numeri reali (x1, z2, z3) ottenuta come segue: (x1,x2) sono le coordinate della
proiezione ortogonale del punto su 7, x3 costituisce ’ascissa della proiezione di P sull’asse r.

Noi considereremo qui R™ per un fissato n € N. Dati 2 = (z1,...,2n) € ¥ = (Y1,---,Yn)
elementi di R”, definiamo la loro somma x + y come segue

x4y :=(T1+ Y1, Tn + Yn)- (1.1)

In dimensione 2 e 3, la somma definita in tal modo costitusce una generalizzazione della somma di
vettori, che probabilmente sara’ gia’ familiare al lettore, almeno nel caso bidimensionale: & utile
identificare = e y con i vettori applicati che hanno il primo estremo nell’origine O = (0, ...,0)
e il secondo rispettivamente in (z1,...,2,) € (y1,...,y). Trasliamo ora il secondo vettore in
modo da trasferirne il primo estremo in (zy,...,x,). Il secondo estremo si trovera’ proprio in
corrispondenza del punto di coordinate (x1 + y1, ..., Tn + Yn)-

Sia poi A € R. Per z = (x4, ...,x,) € R", definiamo

Az = (AT1, .oy ATp). (1.2)

Anche questo ”prodotto per uno scalare” ammette una semplice interpretazione geometrica:
identifichiamo ancora z con il vettore applicato che ha il primo estremo in O e il secondo in



(21, ..., ). Consideriamo la retta r che contiene il vettore (supposto di lunghezza positiva) e O.
Az sara’ allora identificabile con il vettore applicato che ha il primo estremo in O, lunghezza pari
alla distanta di (x1,...,x,) da O moltiplicata per |\| e verso coincidente con quello del vettore
identificato con x se A > 0, opposto a quello del vettore identificato con z se A < 0.

Con le operazioni di somma e prodotto per uno scalare definite in (1.1) e (1.2), R
spazio vettoriale sul campo R dei numeri reali.

Ricordiamo che uno spazio vettoriale sul campo K & una coppia ordinata (X, K) tale che X
¢ un insieme e sono definite una somma (z,y) — = +y da X x X a X e una moltiplicazione per
uno scalare (A, z) - Az da K x X a X in modo che siano soddisfatte le seguenti proprieta’:

(ASV1)Vx,y e X

" & uno

y+r=x+y

(proprieta commutativa della somma);
(ASV2)Vx,y,z € X
v+ y+z2)=(@+y) +=

(proprieta associativa della somma);
(ASV3) esiste O € X tale che Vx € X
r+0=0+z=2

(esistenza di un elemento neutro per la somma);
(ASV4) Vx € X esiste —x € X tale che

r+(—z)=(—z)+z=0,

ove O e’ elemento specificato in (ASV3); (esistenza di un inverso additivo per ogni x € X );
(ASV5) YA\ peK, Ve e X
A+ p)x = Az + px;

(ASV6) YA € K, Va,y € X
Az +y) = Az + Ay;

(ASVT) YA, peK, Ve e X
Alpx) = (Ap);
(ASVS) Yz € X

lz = .
Nel caso di K=R e X = R", si ha
O =(0,...,0)
e,se x = (T1,...,Ty),
—x = (—T1,...,—Tp).

Osservazione 1.1. In (ASV6) e (ASV7) abbiamo usato la solita convenzione che, qualora non
compaiano parentesi, ”i prodotti hanno la precedenza sulle somme”. Cosi’ Az + Ay sta per
(Az) + (Ay).

Osservazione 1.2. Nel seguito, il campo K sara’ sempre R (il campo dei numeri reali) o C (il
campo dei numeri complessi).



Definizione 1.2. Siano X wuno spazio vettoriale sul campo K (al solito coincidente con R o
C), <.,.> un’applicazione da X x X a K (che associa dunque a ogni coppia ordinata (x,y) di
X x X un elemento < x,y > appartenente a K). Diremo che < .,. > & un prodotto interno
(o scalare) in X se valgono le sequenti condizioni:

(PI1)Vy € X x —»< x,y > & lineare da X a K;

(PI2) < y,x >=<x,y > Va,y € X;

(P13) < x,z > & un numero reale non negativo Vx € X ;

(P1}) sex € X e <z, >=0, allora z = 0.

Osservazione 1.3. (PI1) equivale a richiedere che VA1, A2 € K, Vz!, 22, y € X si abbia
< Mzt +)\2:L'2,y >= )\ < xl,y >4 < :BQ,y > .
Da (PI1) e (PI2) segue poi, VA1, A2 € K, Vo, y', 9% € X,

<z, )\1@/1 + /\2y2 >=

<Myl + X2z >=X N <yl,z>+ A <y?az>=
:)\71<$,y1 >—|—)\72<:E,y2>.

Si usa dire che Vo € X y —< x,y > ¢ antilineare da X a K. Nel caso K = R, cio’ significa che
un prodotto interno € lineare anche nel secondo argomento.

Esempio 1.1. Siano X =R" e K=R. Se x = (21, ...,zn) € y = (Y1, ..., Yn ), pOniamo

< T,y >i=T1Y1 + oo+ Tpn. (1.3)
E’ facile verificare che lapplicazione definita in (3.10) & un prodotto scalare in R™.
Esempio 1.2. Siano X =C" e K=C. Se x = (21, ...,2n) € y = (Y1, --., Yn ), pOniamo

<X, Y >= 1Y + - + Tuln. (1.4)

L’applicazione definita in (3.11) & un prodotto scalare in C". Lasciamo la facile verifica al lettore
(vedi esercizio 1.1).

Esempio 1.3. Sia X lo spazio vettoriale C([0, 1]) delle funzioni continue a valori reali di dominio
[0,1]. Con le solite operazioni di somma di funzioni e di moltiplicazione di una funzione a valori
reali per uno scalare reale X € uno spazio vettoriale su R. Se f,g € X, poniamo

1
<fg = /0 F(@)g(x)d.

La proprieta’ (PI4) puo’ essere verificata nel modo seguente: sia f € C([0,1]) tale che < f, f >=
0, cioe’ fol f(z)%dz = 0. Poniamo

I:[0,1] =R,

I(z) = [ f(t)%dt.

Per ogni € [0,1] si ha
0<I(z)<I(1)=0.



Quindi I(x) = 0 Vz € [0,1]. Poiche’ f & continua, f? & continua. Percio’, per il teorema
fondamentale del calcolo integrale, Va € [0, 1],

0=1'(x) = f(2),

da cui f(z) =0 Vz € [0,1].

Definizione 1.3. Sia < -, > un prodotto scalare sullo spazio vettoriale X. Per x € X, poniamo
|z =< z,z >/

Osservazione 1.4. La definizione 1.3 ha senso a causa della proprieta’ (PI3) del prodotto
scalare.

Vale la seguente fondamentale disuguaglianza:

Teorema 1.1. Sia X uno spazio vettoriale su K (=R o C) col prodotto interno < .,. >. Sia
poi ||.|| come nella definizione 1.3. Allora Vx,y € X

| <z y>[<|z[lyl-
(Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz)

Dimostrazione Siano « € K, che specificheremo nel seguito. Allora, Vi € R, utilizzando
(PI1) — (PI3),
0 <<z+tay,z+tay >

—<zx>Htla<yz>+a<azy>)+tal® <yy>
= [lz|I* + 2t Re(o < y, x >) + t|af*|[y]1%,

essendo
a<y,r>+aoa<zr,y>=a<y,r>+a<y,r >

=2Re(a < y,z >).

Scegliamo

o Eiz; se <ux,y>#0,
se <z,y>=0.

Osserviamo che in ogni caso |a| =1 e si ha
P(t) :==< z + tay,z + tay >= ||z||* + 2t| < z,y > | + |y||* VteR.

P & un polinomio di grado non superiore a due a coefficienti reali e P(t) > 0Vt € R. Cio’ implica
che il suo discriminante € non positivo, vale a dire

| <a,y > =zl lly|* <0,
da cui segue subito la conclusione. [

Definizione 1.4. Sia X uno spazio vettoriale su K (= R o C). Una norma in X € una
funzione ||.|| : X = [0, +o0[, x — ||z| Vo € X, tale che
(VX eK, Ve e X
Az = [A[ll]);
(1) Vx,y € X
[+ yll < llll + llyll;

(III) se z € X e ||z|]| =0, allora x = 0.



Teorema 1.2. Siano X uno spazio vettoriale su K e < .,. > un prodotto interno in X. Allora
Uapplicazione || - || della definizione 1.8 & una norma nel senso della definizione 1.4.

Dimostrazione Siano A € K e x € X. Allora

IAz]| = /< Az, Az > = VA2 < @@ > = [N«
Se x e y sono elementi di X, si ha poi
|z +yl> =<z +y,z +y >= |z + 2Re(< z,y >) + [|y[?

< lz]|* + 2| Re(< 2,y >)| + Iy < l|z[* + 2] <2,y > |+ |yl
< Jlzl® + 2zl llyll + llyll?

(per Cauchy-Schwarz)
= (lzll + llyll)?,

da cui, prendendo le radici quadrate,
lz 4+ yll < [l=]] + llyll-

Infine, se ||z|| =0, allora < z,2 >=0, da cui z = 0. O

Osservazione 1.5. Dato lo spazio vettoriale X munito del prodotto scalare < -,- >, salvo
diversa precisazione indicheremo con ||- || la norma associata al prodotto scalare della definizione
1.3.

Esempio 1.4. Consideriamo ’esempio 1.1. Dato z = (z1, ..., z,,) € R", otteniamo dal prodotto

scalare la norma
lz|| = V< a2 >=/2? + ... + 22,

che ¢ la ben nota norma euclidea. Salvo diversa precisazione, questa sara’ la norma che consi-
dereremo su R™.

Altre norme su R" sono, dato z = (z1,...,z,) € R",
n
[l == |l (1.5)
j=1
e
e i= e [z (16)

Esempio 1.5. Consideriamo 'esempio 1.2. Dato = = (z1, ..., z,,) € C", otteniamo dal prodotto
scalare la norma

2| = V< z, 2 > = ]z1> + .. + |za |2 (1.7)

Salvo diversa precisazione, questa sara’ la norma che considereremo su C".

Esempio 1.6. Consideriamo l’esempio 1.3. Se f : [0,1] — R & continua, si ha

1
Ifl =< £, f >Y2=( / F(2)2da) 2.
0



Esempio 1.7. Sia A un insieme non vuoto. Indichiamo con B(A) liinsieme delle funzioni
f A — R limitate, tali, cioe’, che f(A) € un sottoinsieme limitato di R o (equivalentemente)
che esiste M € [0,00) tale che |f(a)] < M Va € A. E’ facile vedere che B(A) e’ uno spazio
vettoriale con le operazioni (date f,g € B(A))

(f +9)(a) := fla) + g(a), (cf)(a) :=c- f(a) (a€AcecR).
Data f € B(A), poniamo
1fllBa) = sup{[f(a)] : a € A}. (1.8)

Verifichiamo che || - | p(4) €’ una norma in B(A).
Innanzi tutto e’ chiaro che ||.||« €’ ben definita su X e a valori in [0, +oc[. Siano ¢ € R e
f € B(A). Allora Va € A

(ef)(a)l = le- fla)| = |el[f(a)| < [c[sup{|f(b)| - b € A} = [c]l|fl| Ba)- (1.9)

ISlegue che [lcf]|pa) < lell| fllBa)- Se ¢ =0, ovviamente |[cf|pa) =0 = |c|[|fl[5a)- Se c#0, si
a
1 £l Bea)y = |C_1(Cf)||B(A)
e quindi, per (1.9),
1By < e Hllefllseay = lel ™ lef | say,
da cui
lelll flIBeay < llefllBay-

Concludiamo che Ve € C [[cf| pa) = lclll fllBa)-
Se f,g € B(A), si ha, Va € A,

((f +9)(a)] = |f(a) + g(a)| < |fa)] +Ig(a)] < [IfllBea) + 9l Ba),

da cui
1f +gllsay < Il Bay + llgllBay-
Infine, ovviamente se f(a) =0 Va € A | f||pay = 0. Viceversa, se ||f|p4) =0, Va € A

|f(@)] <[ fllBea) =0,

da cui f(a) =0Va € A. Quindi (B(A), |- ||p(a)) € uno spazio normato.

Possiamo considerare anche 'insieme B(A;C) delle funzioni limitate da A a C, che e’ uno
spazio vettoriale su C (vedi l'esercizio 1.4).

Se A C R, l'insieme BC(A) delle funzioni continue e limitate da A a R e’ un sottospazio
vettoriale di B(A) e e’ percio’ normato da (1.8).

Esempio 1.8. Indichiamo con C(]0,1]) lo spazio vettoriale delle funzioni continue a valori reali
di dominio [0, 1]. Data f € C([0, 1], poniamo

1
[rals :=/0 |f(z)|da.

|| - [[1 € una norma in C(]0,1]). Verifichiamo solo che, se f € C([0,1]) e ||f]l1 =0, f =0 (cioe’
f(z) =0 per ogni z € [0, 1]. Poniamo, infatti, per z € [0,1],

Pl = [ Ifae

6



Si ha, per ogni x € [0, 1],
0< F(x) §/01|f(x)\d:z20.
Per il teorema fondamentale del calcolo integrale, F' € C'1([0,1]) e, Vz € [0, 1],
/(@) = F'(x) = 0.
Da cio’ f(z) = 0 Vx € [0,1].

Definizione 1.5. Sia X un insieme. Una metrica (o distanza) su X e’ una funzione d :
X x X —[0,00) tale che:

(I) Vrg,x1 € X d(l‘o,l’l) = d(xl,l'o),'

(II) Vxo, 1,22 € X d(zo,z2) < d(x0,21) + d(z1,22) (disuguaglianza triangolare);

(III) Vxo, 1 € X d(xo,21) =0 se e solo se xg = x1.

Uno spazio metrico e’ una coppia ordinata (X,d), con X insieme e d metrica su X.

Esempio 1.9. Se (X,d) € uno spazio metrico e A C X, la restrizione di d a A x A e’ una
metrica su A.

Esempio 1.10. Sia X un insieme aritrario. Poniamo d : X x X — [0, 00),

1 se =z # 71,
d(l‘o,fvl) =
0 se Tro = 1.

Lasciamo al lettore verificare che d €’ una metrica su X.
Esempio 1.11. Se (X, || - ||) e’ uno spazio normato (su R o C), poniamo, dati zg,z; € X,
d($0,$1) == ||$0—$1H. (110)

Allora d €’ una metrica su X. Infatti:
(I) se o, 21 € X,

d(z1,w0) = [|z1 — 2o = [[(=1)(z0 — z1)[| = [ = Llllzo — z1[| = [|wo — 21| = d(z0, 21);
(II) se xg, z1,22 € X,
d(zo,2)
= [lzo — @2|| = [[(zo — 1) + (21 — z2)|| < [[wo — 1 || + [lz1 — 22|

= d($0, 1‘1) + d(Il, xg).

(ITT) d(xp,x1) = 0 se e solo se ||zg — x1]| = 0. Cio’ equivale a xy — 1 = 0, cioe’ a z¢ = 7.

Nel seguito, salvo diversa precisazione, dato uno spazio normato (X, || - ||), la metrica d sara’
quella definita in (1.10) (metrica associata alla norma).
Dalle norme (1.5)-(1.6) si ricavano le metriche

n

di(z,y) = |z —yjl

Jj=1

7



doo(,y) = max |z — vl

con = (T1,...,&n), Y= (Y1, Yn).
Dall’esempio 1.5 si ricava in C™ la metrica

n

d(z,y) = O lzj —y;[))'?, (1.11)

Jj=1

con x = (T1,...,Zn), ¥y = Y1,---,Yn), x,y € C".
Dall’esempio 1.7 si ottiene su B(A) la metrica

dp(ay(f,g) = sup |f(a) — g(a)|.
a€A

Esercizio 1.1. Verificare che 'espressione in (1.4) definisce un prodotto scalare in C™.
Esercizio 1.2. Provare che || - ||1 € || - ||oo Sono norme su R™.
Esercizio 1.3. Provare che || - |1, - |l2,] - |loo Son0 norme su C".

Esercizio 1.4. Sia A un insieme non vuoto. Indichiamo con B(A;C) l'iinsieme delle funzioni
f A — C limitate, tali, cioe’, che esiste M € [0, 00) tale che |f(a)] < M Va € A.
Verificare che B(A;C) ¢ uno spazio vettoriale su C con le operazioni (date f,g € B(A;C))

(f +9)(a) := f(a) + g(a), (cf)(a) :=c- f(a) (a€ A ceC).
Data f € B(A;C), poniamo
1/l Basc) = sup{|f(a)| : a € A}. (1.12)
Verificare che || - || p(4;c) " una norma in B(4;C).
Esercizio 1.5. Completare la dimostrazione del risultato dell’esempio 1.8.

Esercizio 1.6. Sia f : [0,27] — R, f(x) =z — sin(x) — 4x. Calcolare || f|| (0,27 € IIf]l1-
Sia f:[-2,1] = R, f(z) = 23. Calcolare ||f||B([,2,1]) e |lflh-

Esercizio 1.7. Per a € R™, poniamo f, : [0,1] — R, f,(z) = 2% Dati a,b € R, calcolare
Ifa— Foll o115 IIfa— ol | fa— foll2, ove || - [|2 & la norma indotta dal prodotto scalare descritto
nell’esempio 1.3.
2 Nozioni di carattere topologico in uno spazio metrico
Definizione 2.1. Siano (X,d) uno spazio metrico, v € X e r > 0. Poniamo

B(z,r) ={ye X : d(z,y) <r}.
Chiameremo B(z,r) la palla aperta di centro x e raggio r.

Osservazione 2.1. Se X = R, con la metrica euclidea, che e’ quella indotta dalla norma | - |
(valore assoluto), B(x,r) coincide con Iintorno circolare

I(x,r)=(x—r,x+7).



Definizione 2.2. Sia (X,d) uno spazio metrico e siano A C X, xg € X.
Diremo che zy appartiene all’ interno di A (e scriveremo xqy € A) se esiste una palla aperta
B(zo,7), con r > 0, tale che B(xg,r) C A. Diremo che A e’ aperto se A= A.

Esempio 2.1. Sia (X,d) un arbitrario spazio metrico e siano zyp € X e r > 0. Proviamo che
B(zo,7) € aperto. A tale scopo, si deve far vedere che, posto A = B(xzg,r), si ha A = A oppure
che, per ogni x € B(xq, ) esiste p > 0 tale che B(z, p) C B(zo, ).

Sia p > 0. Se y € B(z, p), si ha

d(ya :EO) < d(y7$) + d($,l’0) <p+ d(CC,[E(]) sr
se p <r —d(x,xzg). Percio’ si puo’ prendere p = r — d(x, zo).

Esempio 2.2. Sia (X, ||-||) uno spazio normato non costituito dal solo 0 e siano 2° € X e r > 0.
Poniamo
A:={recX:dxz") <r}.

A €’ la palla "chiusa” di centro 2" e raggio r. Proviamo che A non e’ aperto.

Infatti, sia # € X tale che d(x,z2%) = r ( per esempio, z = 2% + ﬁe, con e € X \ {0}).
Allora z € A ma x ¢ A. Sia infatti p > 0. Dobbiamo trovare y € B(x, p) tale che y & B(zo, ).
Cerchiamo y nella forma

y = xo + t(z — o),
con t > 0. Si ha d(xo,y) = t||z — zo|| = tr > r se prendiamo ¢ > 1. In tal caso d(z,y) =
|(t —1)(z — xo)|| = (t — 1)r < p se scegliamo

t<14 2.
T

Percio’, se y = xg + (1 + 4)(z — p),avremo che y € B(z, p), ma non appartiene a B(zo,7).

Proposizione 2.1. Siano (X,d) uno spazio metrico. Allora:
(I) 0 e X sono aperti;
(II) se (A;)ier €’ un’arbitraria (finita o infinita) famiglia di aperti, Ujcr A; e’ un aperto;
(III) sen € N e Ay, ..., Ay sono aperti, N7_; A; e’ un aperto.

Dimostrazione (1) Se () non fosse aperto, esisterebbe xg € () che non sta nell’interno di ). 1l
fatto che X sia aperto e’ ovvio.
(IT) Se zp € UjerA; esiste ig € I tale che zg € A;,. Poiche’ A;, e’ aperto, esiste r > 0 tale
che
B(xo,7) C Aiy C UierA;.

(III) Sia xp € N, A;. Dato i € {1,...,n}, poiche’ A; e aperto, esiste r; € RT tale che
xo € B(xg,1;) C A;.
Se r = minj<;<y, 7, si ha allora
B(xg,r) C Ny B(zo, ;) € NIy A
O

Definizione 2.3. Siano (X, d) uno spazio metrico, A C X, xg € X. Diremo che xy appartiene
alla frontiera di A, e scriveremo z¢ € Fr(A), se ogni palla aperta B(zg, ), conr > 0, contiene
sia elementi appartenenti ad A, sia elementi non appartenenti ad A.



Esempio 2.3. Siano (X, | - ||) uno spazio normato, A = B(z%r), con 2° € X e r > 0.

Verifichiamo che Fr(A) = {z € X : d(z,z0) = ||z — zo|| = r}.

Sia infatti € X. Proviamo che, se € Fr(A), necessariamente d(x,z) = r. In effetti, se
d(xz,x9) < r, per Pesempio 2.2 esiste p > 0 tale che B(x,p) C A. Segue che z ¢ Fr(A). Sia
invece d(x, o) > r. Sia poi p > 0 e y € B(z,p). Allora

d((L’, ZIS‘()) < d(l‘, y) + d(y7 330) <p+ d(y7 ':UO)?

da cui
d(y,zo0) > d(z,20) —p >

se
p < d(z,zo) — 1.

Con tale scelta di p si ha che B(z,p) N A =0, per cui z ¢ Fr(A). Dunque, se x € Fr(A), deve
essere necessariamente d(z,zg) = r.

Sia, viceversa, d(x,zo) = r. Verifichiamo che x € Fr(A). Sia p > 0. Dobbiamo far vedere
che B(x,p) contiene sia elementi appartenenti ad A, sia elementi non appartenenti ad A. Sia
y =xo + t(x — x0). Si ha

d(z,y) = (1 = t)(z —zo)[| = [1 —t|r <p

se |1 —t] < 2, che equivale a
1-2cic14l
r r
Vale inoltre
d(xo,y) = [[t(z — o) = [t|r.

Dunque y € A se [t| < 1, mentre y € A se |t| > 1. Dunque, set =1,y € B(x,p) ey & A, se
t =max{l— £, 3}y € B(z,p) N A.
Osservazione 2.2. Se (X, d) e’ uno spazio metrico, in generale vale 'inclusione F'r(B(zg,r)) C
{zx € X : d(xz,z9) = r}, ma tale inclusione puo’ essere propria. Consideriamo, in proposito,
Pesempio 1.10 nel caso di X con almeno due elementi. Se xg € X, si ha A = B(xo, 1) = {x0},
mentre

{re X :d(z,z9) =1} = X \ {z0}-

Tuttavia, se © # zo, B(z,1) N A= (. Quindi z & Fr(A).
Osservazione 2.3. Dalla definizione 2.3 segue immediatamente che
Fr(A)=Fr(X\ A).
Il seguente risultato costituisce una semplice caratterizzazione degli insiemi aperti:

Proposizione 2.2. Siano (X,d) uno spazio metrico e A C X. Le sequenti condizioni sono
equivalenti:

(I) A e’ aperto;

(IT) AnFr(A) = 0.
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Dimostrazione Sia A aperto e sia © € A. Allora x € A. Dunque esiste 7 > 0 tale che
B(z,r) C A. Ne segue che z & Fr(A) e percio’ AN Fr(A) = 0.

Sia, viceversa, AN Fr(A) = (. Proviamo che A e’ aperto. Sia z € A. Allora x ¢ Fr(A). Ne
segue che esiste r > 0 tale che B(z,r) C A, oppure B(z,r) C X \ A. La seconda condizione non
si puo’ verificare, perché z € A. Concludiamo che ogni elemento di A appartiene anche a A, e
quindi che A e’ aperto.

O

Definizione 2.4. Siano (X,d) uno spazio metrico e A C X. Diremo che A é chiuso se
Fr(A) C A.

Proposizione 2.3. Siano (X,d) uno spazio metrico e A C X. Allora A e’ chiuso se e solo se
X\ A e’ aperto.

Dimostrazione Segue subito dal teorema 2.2 e dall’osservazione 2.3.
O

Osservazione 2.4. Un sottoinsieme di uno spazio metrico (X,d) puo’ essere sia aperto che
chiuso.

Per esempio, dalla proposizione 2.3 segue che X e () sono aperti e chiusi.

Nell’esempio 1.10 ogni singoletto {x} e’ sia aperto che chiuso. Puo’ anche capitare che un
sottoinsieme A di X non sia ne’ aperto, ne’ chiuso. Per esempio, consideriamo X = R con la
metrica euclidea e poniamo A = [0,1), A non e’ aperto perche’ 0 € A\ A, non e’ chiuso perche’
1e Fr(A)\ A

Esempio 2.4. Dalla proposizione 2.3 e dall’esempio 2.1 segue che in ogni spazio metrico (X, d)
{x € X : d(xo,z) > r} € un insieme chiuso Vzy € X, Vr € R*.

Definizione 2.5. Siano (X,d) uno spazio metrico e A C X: Chiameremo chiusura di A
Uinsieme AU Fr(A). Lo indicheremo col simbolo A.

Proposizione 2.4. Siano (X,d) uno spazio metrico e A C X. Allora:
(I) A e’ un chiuso;
(II) A e’ chiuso se e solo se A = A.

Dimostrazione (I) Proviamo che Fr(A) C A. Sia xg € Fr(A). Se my € A, evidentemente
r9 € A. Supponiamo che zg € A. Verifichiamo che xg € Fr(A). Sia r € R*. Proviamo che
B(zg,7) N A# 0 e B(zg,r) N (X \ A) # 0. Poiche’ zg &€ A, B(xg,r) N (X \ A) # 0.

Poiche’ xg € Fr(A), B(wxg,r) contiene qualche elemento z1 € A. Se z1 € A, sara’ anche
B(xg,7) N A # (. Supponiamo z1 ¢ A. Allora 1 € Fr(A). Prendiamo 71 > 0 tale che
B(z1,7m1) € B(xg,r) (1 esiste perche’ B(zg,r) € aperto). Esiste xo € AN B(z1,r1). Si ha
quindi anche o € B(xg,7) N A # 0.

(IT) segue immediatamente dalla definizione 2.5.

U

Consideriamo ora successioni a valori in uno spazio metrico.

Definizione 2.6. Siano (zy,)nen una successione nello spazio metrico (X,d) edl € X. Diremo
che (zn)nen converge al o ha per limite [ se Ve € R esiste n(e) € N tale che per ognin € N
con n > n(e€) si ha

d(zp,l) <e.
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Osservazione 2.5. La definizione 3.1 equivale a richiedere che

lim d(zp,l) =0.
n——+00
Osservazione 2.6. Si vede facilmente con lo stesso argomento delle successioni a valori in R che,

se una successione in uno spazio metrico ammette un limite, tale limite e’ unico (vedi esercizio
2.2).

Esempio 2.5. Consideriamo la successione (2*)ey a valori in R”, munito della metrica euclidea.

Sia

k k k
¥ = (xf,...,x;). (2.1)
Sial € R", [ = (ly,...,l,). Verifichiano che lim;_,o, ¥ = [ se e solo se, per ciascun i = 1,...,n,
si ha
lim =¥ =1; (2.2)
k—00

in R. Infatti, supponiamo che valga (2.1). Allora, dato € in RT, esiste k(¢) € N, tale che, se
k> k(e),
d(z*,1) = ||z = 1| <e.

Segue allora, per ciascun i =1,...,n,
|xf -1 < ka =l <e

Vale, quindi, limg_,o :cf = l;. Viceversa, valga (2.2) per ciascun i. Allora

d®, ) = ||zF -1 = [Zn:(xf — 1)V 50 (k= ).
j=1

Dunque da (2.2) segue (2.1).
Anteponiamo a un ulteriore esempio la seguente importante definizione:

Definizione 2.7. Siano A un insieme, per ogni k € N f, : A — C, f: A — C. Diremo che la
successione di funzioni (fx)ren converge uniformemente a f se per ogni € € Rt esiste k(e) € N
tale che per ogni k € N con k > k(e) e per ogni a € A

[fr(a) — f(a)] <e.

Proposizione 2.5. Sia (fr)ren una successione nello spazio normato B(A) (esempio 1.7). Sia
f € B(A). Allora sono equivalenti:
(1) (fx)ken converge uniformemente a f;

(1I) limy, o0 fx = f in B(A).
Proof. Valga (I). Allora, dato € € R, esiste k(e) € N tale che, se k > k(e),
€
[fe(@) = fla)] < 5 Vae A
Di qui, per k > k(e),

dpa)y(fr, ) = Sug|fk(a) ~ fa)| < % <

ac
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Supponiamo, viceversa, che valga (IT). Allora Ve € R esiste k(e) € N tale che, se k > k(e),
dpay ([, f) < e

Per tali k, si ha, qualunque sia a € A,

|fr(a) — f(a)| < dpay(fr, f) <e.

Esempio 2.6. Siano per ogni kK € N

Ty - [0, 1] — R,
w(t) = t*,
[:]0,1] = R,
0 se tel0,1],
I(t) =
1 se t=1.

Per ogni t € [0,1] si ha
lim x(t) = I(t),

k—o0

cioe’ la successione (zy)ren converge puntualmente (punto per punto) a I. La convergenza non
e’ uniforme. Infatti,

sup |z (t) — (t)| > sup ¥ = 1.

te[0,1] te[0,1]

per ogni k € N. Dunque, se 0 < € < 1, per ogni k € N esiste t; € [0,1] tale che
|z (t) — U(t)] > e.
Sia invece § €]0, 1[. Indichiamo con y; e A le restrizioni di z, e [ a [0, d]. In questo caso si ha

sup |yr(t) — A(t)| = sup z(t) =6 =0 (k — 00).
te[0,6] te[0,6]

Percio’ la successione (yi)ren converge a A in B(]0,d]).

Proposizione 2.6. Siano X,d) uno spazio metrico, A C X e xg € X. Allora sono equivalenti:
(1) zo € A;
(II) esiste una successione (an)nen @ valori in A convergente a x.

Dimostrazione Verifichiamo che da (I) segue (II). Sia zo € A. Costruiamo una successione
a valori in A convergente a . Se xg € A, allora xg € A oppure xg € Fr(A). Nel primo caso,
possiamo prendere a, = x¢g Vn € N. Sia invece xg € Fr(A). Per definizione, per ogni n € N

esiste a, € AN B(zg,1). Siha
1
d(ap,x0) < — — 0(n — +00).
n

Dunque, da (I) segue (I1).

Supponiamo invece che valga (IT). Dobbiamo far vedere che o € A. Consideriamo separata-
mente i due casi zg € A e g € A. Nel primo caso, zg € A. Nel secondo caso, sia r > 0. Poiché
xg € A, B(xp,r) contiene almeno un elemento non appartenente ad A: xg stesso. Scegliendo
poi n € N in modo che d(a,,zq) < r, si ottiene a, € AN B(z",r). Dunque z¢ € Fr(A). O
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Esercizio 2.1. Sia, dato n € N, A, =] — X, L[, Provare che N,enA, = {0}. Dedurre che

n’n
I'intersezione di una famiglia infinita di insiemi aperti non & necessariamente un insieme aperto.

Esercizio 2.2. Verificare che in ogni spazio metrico l'eventuale limite di una successione e’
unico.

Esercizio 2.3. Dati i seguenti sottoinsiemi di R™, dire se sono aperti o chiusi e determinarne
frontiera e chiusura:
(D) {z eR": ||z —2°|| =7} (2 € R?, r > 0);
) {(z1, 79, 23) € R3 : 22 + 23 < 1,23 > 0};
D) {(z1,72) €R?:0< 21 < 1,0 < 29 < min{l,In(1/z1)} };
IV) {(.731,%2) € R2 X9 = O};
) {(z1,72) € R : 21 > 1,29 > 22 };
D) {(z1,22) € R? : 21 > 23 > 27/2} \ {(0,0)};
) {(x1,22) € R?: |z1| < 1, |z2| < 1};
IH) {(.Tl,mg) S RZ . €T > O,IQ < 1/%‘1};
IX) {(z1,72,23) € R? : 23 > 2% + 23, 23 > 1};
X) {(1‘1,%2) S R? . ‘.%'1‘ < 1,1’2 = 0}.

Esercizio 2.4. Siano A un insieme e f : A — C. Provare che f € B(A;C) se e solo se Re(f) e
Im(f) appartengono a B(A).

Sia (fx)ken una successione in B(A;C) e sia f € B(A;C). Provare che limg_, fr = f in
B(A;C) se e solo se limy_,o0 Re(fi) = Re(f) e limg—oo Im(fr) = Im(f) in B(A).

(
(
(
(v
(V
(v
(V
(
(

0 ¢ X. Provare che sono

Esercizio 2.5. Siano (X,d) uno spazio metrico e A C X. Sia z
equivalenti:
(1) 2¥ € A;
(I) ¥r € RT B(2%,r) N A # 0;
0

(ITT) esiste una successione (ay,)nen a valori in A tali che lim,_, a,, = 2.

Esercizio 2.6. Siano (X, d) uno spazio metrico e Vi € I (insieme di indici) A4; un sottoinsieme
chiuso di X. Provare che N;erA; € chiuso (sugg: sia xg € N;erA;. Allora esiste una successione
(Zn)nen a valori in N;erA; tale che limy, o0 ay, = x0).

Provare che, se I ¢ finito, U;erA; € chiuso (sugg.: sia z¢g € U;er4;). Verificare che, se
xo € Uier Ay, esiste 7 > 0 tale che B(zg,r) N A; =0 Vi € I).

Siano X =R, A, = [L,1— 1]. Verificare che Unen4, =]0,1[. Dedurre che 'unione di una
famiglia infinita di chiusi non € necessariamente un insieme chiuso.

3 Limiti. Funzioni continue.

Definizione 3.1. Siano (X, d) uno spazio metrico, A C X e 2° € X. Diremo che 2° ¢’ un
punto di accumulazione per A se Vr >0 AN B(z% r) contiene qualche elemento distinto da
2. Indicheremo con D(A) insieme dei punti di accumulazione di A.

Esempio 3.1. Siano, per n € N, X = R" con la metrica euclidea e A := R™\ {O}. Allora
O(= (0,...,0)) € D(A). Infatti, per ogni r € R*, B(0,r) contiene I’elemento (r/2,0,...,0) di
A, che ¢’ ovviamente distinto da 0.

Definizione 3.2. Siano (X,dx) e (Y,dy) spazi metrici, AC X, f: A—=Y,2°€ D(A),l€Y.
Scriveremo

lim f(x)=1

z—20
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se Ve > 0 esiste §(€) > 0 tale che Vo € AN Bx(z%,6(€)) con x # 20 si ha

dy (f(x),l) <e.
Qui Bx(2°,5(€)) = {z € X : dx(z,2°) < &(e)}.

Esempio 3.2. Siano A := {(x1,22) € R? : 29 # 0}, f : A = R, f(x1,22) := sin(x1,z2)/72.
Verifichiamo che si ha
lim f(z)=0 (3.1)

z—0

A tale scopo, osserviamo, innanzi tutto, che O = (0,0) € D(A). Useremo poi il fatto che
[sin(z)| < |z Vz e R. (3.2)

(3.2) puo’ essere facilmente verificata applicando il teorema del valor medio. In base a esso, se
z € R, z # 0, esiste ¢ €]0, z[ se z > 0, oppure ¢ €]z,0] se z < 0, tale che

sin(z) = cos(c)z. (3.3)
Ne segue che
|sin(z)| = | cos(c)[z| < |z].

Da (3.2) segue subito, per x = (x1,z2) € A,
|f(z1,22)| <[] (3.4)
Siae € RT. Se x € AN B(O,¢), si ha
[f(@)] < Jaa| < Jlz]l <
Dunque, la definizione 3.2 €’ verificata con J(e) = e.

Esempio 3.3. Sia F': R — R continua. Indichiamo con X l'insieme delle funzioni z : [0,1] — R
continue, munito della metrica d di sottoinsieme di B([0,1]) (vedi I'esempio 1.9). Quindi, se
r,y€ X,

d(z,y) = sup |z(t) —y(t)| = max |2(t) —y(t)].
tel0,1] t€(0,1]

Poniamo
f: X=X,
f(z)=Fou.

Poiche’ la composizione di funzioni continue da’ una funzione continua, f porta X in se’.
Sia g € X. Proviamo che

lim f(z) = f(xo)- (3.5)

T—T0

Per il teorema di Heine-Cantor, le restrizioni di F' ai limitati di R sono uniformemente continue.
Sia x € B(xzg,1). Allora, Vt € [0,1],

()] < J2(8) = 20(t)] + [2o(®)] < 1+ max [o(t)] = M

Sia € € R*. Allora esiste dg(€) > 0 tale che, se u,v € [-M, M],

|F'(u) — F(v)] < e.
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Sia quindi
0(e) = min{1, dp(e) }.
Allora per ogni t € [0, 1], se x € B(zg,0(¢)),

[F(2(t) — F(zo(t))| <
cioe’ d(f(x), f(zo)) < €. Segue percio’ (3.5).

Come nel caso X =Y = R vale un teorema di unicita’ del limite: come nel caso elementare,
si puo’ provare il seguente

Teorema 3.1. Siano (X,dx) e (Y,dy) spazi metrici, AC X, f: A=Y, 20 D(A), ,I' €Y.

Supponiamo che valgano contemporaneamente lim_ f(x) =1 e lim f(z)=1". Alloral=1.
z—a0 z—a0

Sia ancora f : A — C™, con A C X, (X, d) spazio metrico. Se indichiamo con fi(z), ..., fm ()
le componenti di f(z) € C™ otteniamo che f identifica univocamente m funzioni fi,..., fi, di
dominio A a valori complessi. Ci chiediamo che legame ci sia tra gli eventuali limiti di f e quelli
delle componenti fi, ..., f. Qui e nel seguito, supporremo, salvo diversa precisazione, che R™ e
C™ siano muniti delle metriche (1.11), generate dalle norme euclidee.

Ebbene, vale il seguente

Teorema 3.2. Siano A C X, con (X,d) spazio metrico, f : A — C™, 20 € D(A), f: A —C™,
fl@x) = (fi(x),..., fi(x), ..., fm(x)). Sia poi l € C™, I = (Iy,...,1;,...l,m). Allora le condizioni
sequenti sono equivalenti:

(1) si ha limof(x) =1
Tr—T
(II) per ogni i € {1,...,m}, vale Iimofi(x) =1; in C.
T—T

Dimostrazione Proviamo che da (I) segue (II). Sia e € RT. Allora esiste d(¢) in RT, tale
che, se © € Bx(2%,0(e)) N A ez # 2°, si ha

1f (@) = llm <

con
Bx(2°,6(e)) = {z € X : dx(z,20) < d(€)}.
Peri=1,...,n si ha
|fi(z) = L] < |lf(z) —lm <e
Dunque, vale (I1).
Supponiamo invece che valga (IT). Siano € e 1 elementi di RT. Allora, per ciascun i €

{1,...,m}, esiste §;(n) > 0, tale che, se € Bx(2°,6;(n)) N A e z # 2°, si ha

| fi(z) = L] <.

Poniamo 4(n) := min{&;(n) : 1 <i < m}. Allora se x € Bx(2°,8;(n)) N A e z # 2°,vale

1 (@) = Ul = (724 fil) = L2)Y2 < (m®) 2 = .
Scegliendo 7 := €/+/m, otteniamo
1f (@) = 1llm <e.
Quindi da (I1) segue (I).
]

I risultati seguenti sono analoghi pluridimensionali dei classici teoremi sui limiti di somme,
prodotti, quozienti per funzioni di una variabile reale, con simili dimostrazioni:

16



Teorema 3.3. Siano (X,d) uno spazio metrico, (Y,|| -||) uno spazio normato, A C X, f,g :
A—Y,2%€ D(A), Il,m €Y e valgono lim flz)y=1le lim g(z) = 1. Allora:
r—x r—x

(1) esiste limo(f(a?) +g(z)) e vale | +m;
T—T
(II) se Y =R, esiste lim f(z)g(x) e vale lm;
r—x

(III) se Y =R e, in piu’, g(x) #0Vr € A e m # 0, allora esiste lim0 fgx)) e vale %
z—zY g\T

Vediamo ora un semplice risultato sui limiti di restrizioni.
Teorema 3.4. Siano (X,dx) e (Y,dy) spazi metrici, A e B sottoinsiemi di X, con A C B,
f:B—=Y eleY. Allora:

(I) se 2° € D(A), si ha anche 2° € D(B);

(11) sotto le ipotesi di (I), se vale 1im0f(:z) =1, si ha anche limof‘A(x) =1

Tr—T T—T
(III) se esiste v > 0 per cui si ha (Bx(x%,7) N B)\ {zo} C A e vale li_>m0f|A(a:) =1, si ha
r—T

anche lim f(z) =1
z—z0

Dimostrazione Ci limitiamo a provare (III). Sia € > 0. Allora esiste d(¢) > 0 tale che, se
x € AN Bx(x0,0(€)) e x # xg, dy (f(z),l) < e. Siaxz € BN B(xg, min{d(¢),7}) e x # x¢. Allora
x € AN Bx(xg,0d(€)) e percio’ dy (f(z),l) < e.

O

11 punto (II) del teorema 6.1, unito al risultato di unicita’ teorema 3.1, puo’ essere utile per
verificare la non esistenza di un limite, come prova il seguente esempio:

Esempio 3.4. In virtu’ del teorema 6.1, data f : R> — R, I'esistenza del limite per x che tende
a (0,0) per f implica l'esistenza del limite per ogni restrizione di f a una qualsiasi retta per
Porigine, con lo stesso valore. Supponiamo, viceversa, che esista il limite della restrizione a ogni
retta per l'origine e che il limite non dipenda dalla retta scelta. Si puo’ dire che esiste il limite
di f per x che tende a (0,0) 7 La risposta & negativa. Si consideri il seguente controesempio:
sia

f:R? 5 R,
[ 1 sexs>a? oppure 29 <0, (3.6)
fl@,w2) = { 0 altrimenti.

Poniamo
Ay = {(w1,72) € R? 1 29 > 27}

Allora (0,0) € D(A;) e si ha, ovviamente, li(I(I)l )f|A1 (x) = 1. Sia invece
z—(0,0

Ag = {(z1,20) ER?: 0 < 1y < 27}

Ancora, (0,0) € D(Az). Infatti, per ogni r € R*, B((0,0),r) contiene i punti della forma

(w1,22/2) con z1 > 0 e 22 + 27/4 < r?, che appartengono ad A e sono distinti da (0,0). Si

ha, ovviamente, li%n )f|A2 () = 0. Quindi la f non amette limite per z — (0,0). Tuttavia,
—(0,0

consideriamo la restrizione di f a una retta per l'origine. Per esempio, sia m € RT. Poniamo

Ap = {(x1,mzq) : x1 € R\ {0}}.
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Allora f(z1,mx1) = 1 se x1 €] — oo, m[. Osserviamo che, se x = (z1,22) € A, € ||z|| < m,
necessariamente,
z1 < || < lzf] <m.

Quindi f(z) = 1. Concludiamo che

lim xz)=1. 3.7

m fian (%) (3.7)

Gli insiemi della forma A,, non esauriscono le rette per l'origine. Invitiamo il lettore a verificare

che, effettivamente, se A ¢ una retta qualunque passante per 'origine, vale lim fi4(z) = 1
z—(0,0

0,0)

(esercizio 3.2).

Estendiamo ora la nozione di funzione continua a funzioni definite su sottoinsiemi di uno
spazio metrico.

Definizione 3.3. Siano (X,dx) e (Y,dy) spazi metrici, AC X, z9g € A, f : A— Y. Diremo
che f & continua in xg se Ve > 0 esiste §(e) > 0 tale che Vx € Bx(xo,d(e)) N A si ha

dy (f(x), f(zo)llm < €.

Diremo che f ¢ continua in A se ¢ continua in corrispondenza di ogni xg € A.

Vale il seguente semplice risultato che collega la nozione di limite a quella di funzione con-
tinua:

Teorema 3.5. Siano (X,dx) e (Y,dy) spazi metrici, AC X, xz9 € A, f: A—=Y. Allora:
(I) se z° € A\ D(A), f ¢ continua in z;
(II) se 2° € AND(A), f & continua in z° se e solo se esiste limof(a:) e coincide con f(x0).
Tr—T
Utilizzando il teorema 3.5 e i teoremi 3.2 e 3.3, & ora abbastanza facile dimostrare il seguente
risultato, che lasciamo ancora al lettore (esercizio 3.5):

Teorema 3.6. Siano (X,dx) uno spazio metrico, (Y,||-||) uno spazio normato, A C X, 2° € A,
f,g: A=Y

(1) se Y =R™ (m € N) con la norma euclidea, f & continua in x
delle funzioni fi,...,fm, con f(x) = (fr(z),..., fm(x)).

Supponiamo ora che f e g siano continue in 2°. Allora:

(Il) f + g & continua in 2°;

(Ill) se Y =R, fg ¢ continua in 2°;

(IV) seY =R e g(x) #0 Vz € A, 5 & continua in 0.

0 se e solo se lo & ciascuna

E’ importante il fatto che la continuita’ ¢ invariante per composizione, nel senso seguente:

Teorema 3.7. Siano (X,dx), (Y,dy), (Z,dz) spazi metrici, AC X, BCY, f: A=Y tale
che f(A)C B, g: B— Z. Allora:

(I) sia 2° € A tale che f & continua in 2° e g & continua in f(2°). Allora go f & continua
in z9;

(1I) se f e g sono continue, lo & anche go f.
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Dimostrazione (I1) segue subito da (I).

Dimostriamo allora (I). Sia ¢ € RT. Poiché g & continua in f(z"), esiste 6;(e) in RT
tale che, se y € B N By (f(x°),01(¢)), si ha dz(g9(y), g(f(z°)) < e. Poiché f ¢ continua in
20, esiste §(e) in RT tale che, se # € AN Bx(z%d(e)), vale f(z) € By(f(2° 61(e)). Cio’
implica che f(x) € B N B(f(2°),1(¢)). Ne concludiamo che, se x € AN Bx (2%, §(¢)), si ha

dz(g9(f(x)),g(f(z")) <e
O

Esempio 3.5. Sia f la funzione definita nell’esempio 3.3, dallo spazio C(]0,1]) delle funzioni
continue a valori reali di dominio [0,1]. Per quanto dimostrato nell’esempio, f € continua da
C([0,1]) in se’.

Presentiamo ora alcuni importanti esempi di funzioni continue di piu’ variabili reali.

Esempio 3.6. Siano m,n € N, T : R™ — R" lineare. Proviamo che T' ¢ continua. Si ha, per
opportuni coefficienti a;; con 1 <7 <n, 1 <j <m,

T(x1,...,Tm) = (@111 + * + G1mTmy - -+, A1 1 + - + A Tm)-

Cominciamo col verificare che, Vo € R™,

[Tz|[n < L|zlm, (3.8)
con
n m
Q- i)t (3.9)
i=1 j=1
Infatti, per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, per ciascun ¢ € {1,...,n},
m m
1> aijagl < O al) Pzl m,
j=1 j=1
da cui

n m
1Tl = Z Zazafcy M2 <D alizln]? = Lilzm.

=1 j=1 =1 j=1

Ne segue che, se 2°,2 € R™ e e € RT, si ha
1Tz — T2, = | T(x — 2°)|ln < Lllz — 2%, < e

se |||z — 2%|m < &(¢), con Li(e) < ¢
Sian € N. Per j € {1,...,n}, poniamo

{ ;i R" = R, (3.10)
T X1, ey Ty ooy Ty) = T4

m; associa a ogni elemento di R" la sua j—esima componente. 7; ¢ continua perche’ e’ lineare.
Definiamo ora le funzioni polinomiali di n variabili reali. Una funzione polinomiale in R™ di
grado non superiore a m (m € Nyp) ¢ una funzione P : R™ — R rappresentabile nella forma

P(x1,..,xn) = Z Can,an®]t T, (3.11)

a1+~~-+an§m
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con ar,...,a, interi non negativi. Qui adottiamo la convenzione che O° := 1.

Poiché somme e prodotti di funzioni continue danno sempre funzioni continue (teorema 3.6)
dalla continuita’ delle funzioni 7; (1 < j < n) e da quella delle funzioni costanti (esercizio 3.1)
segue subito che tutte le funzioni polinomiali sono continue da R™ a R.

Se poi P e @ sono funzioni polinomiali di n variabili, risulta continua, in virtu’ del teorema
3.6(IV), la funzione razionale

fi{z eR": Q(x) #0} - R,
L= o
Ad esempio, la funzione
{ A (3.13)

¢ continua. Altre funzioni continue si possono costruire utilizzando il teorema 3.7. Per esempio,
sia A := {(z1,72) € R? : |z1| # |72|}. Poiché la funzione f definita in (3.13) & continua, la

funzione
g:A—R,
(3.14)

1+f’5%)

g(w1, x2) = sin(f (w1, 22)) = sin(F=3

¢ continua.

Esercizio 3.1. Siano (X,dx) e Y,dy) spazi metrici e ygp € Y. Siano A C X e f: A =Y,
f(a) =yo Va € A. Provare che f ¢ continua.

Esercizio 3.2. Completare nei dettagli le argomentazioni dell’osservazione 3.4. Verificare, ad
esempio, che se r € una retta per l'origine e A :=r\ {(0,0)} , si ha li(m )f‘A(a:) = 1.
z—(0,0

Esercizio 3.3. Studiare I'esistenza dei limiti seguenti( le funzioni vanno intese definite nei loro
”domini naturali”):
(I) o $121)n_1)(0 0)(3:% + 22)* In(z? + 23);
(IT) lim  zjzgsin(
(xl,xg)ﬁ(o 0)
11 lim ez,
() (21.02)=(0.0) 1 F73

2
1AY lim A
( ) (:El,:vz)—)((] O)I +1’2

1 .
wra)

Esercizio 3.4. Dimostrare il teorema 3.5.
Esercizio 3.5. Dimostrare il teorema 3.6.

Esercizio 3.6. Siano (X,dx) e (Y, dy) spazi metriciy, A C X, f: A — Y, ap € A. Provare che
le condizioni (I) e (IT) seguenti sono equivalenti:
(I) f & continua in ag;
(IT) comunque si prenda una successione (ay, )nen in A con lim,, o a,, = ag, si halim, o f(a,) =

f(ao).

Esercizio 3.7. Siano (X,dx) e (Y, dy) spazi metrici, A C X, f: A — Y continua. Provare che
(I) se A ¢ apertoin X e BCY ¢ aperto, {x € A: f(x) € B} ¢ aperto in X;
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(IT) se A & chiuso in X e B C Y & chiuso, C := {z € A: f(z) € B} & chiuso in X (sugg. :
si prenda zg € C. Quindi esiste una successione (a,)nen a valori in A, con f(a,) € BVn € Ne
limy, o0 an = 550);

(III) siano Y = R e [ € R; provare che, se A ¢ aperto, {x € A: f(z) <l}e{x € A: f(z) > 1}
sono aperti in X;

(IV) siano Y =R e [ € R; provare che, se A & chiuso, {z € A: f(z) <l},{x € A: f(x) =1}
e{xr € A: f(x) > 1} sono chiusi in X.

4 Insiemi compatti. Una generalizzazione del teorema di Weier-
strass. Una generalizzazione del teorema di Heine-Cantor

Cominciamo questa sezione con alcune importanti definizioni.

Definizione 4.1. Siano (X,dx) uno spazio metrico e A C X, A # (. Chiamiamo diametro
di A dx(A) (o semplicemente 6(A) quando X e’ chiaro dal contesto) ’elemento di [0, 0]

dx(A) = sup{dx(ag,a1) : ap,a1 € A}.
Per evitare eccezioni, poniamo anche 6x(0) = 0. Diremo che A e’ limitato se dx(A) < oco.

Osservazione 4.1. La definizione usualmente data di sottoinsieme limitato di R (A ¢ limitato
se e solo se ¢ sia inferiormente, che superiormente limitato) non si puo’ estendere direttamente
agli spazi metrici, in quanto dipende dalla relazione di ordine in R. Tuttavia, nel caso n =1, se
A ¢ limitato nel senso della definizione 4.1, A ¢ sia inferiormente, che superiormente limitato, e
viceversa. Infatti, se A # () & tale che dg(A) < oo, esiste r € RT tale che

lap —a1| <r Vag,a € A.

Fissato ag € A, si ha allora
ag—r<a<ay+r VaeA,

per cui ag — r € ag + 7 sono, rispettivamente, un minorante e un maggiorante di A.
Viceversa, se A ¢ sia infieriormente che superiormente limitato e vale

m<a<M VacA,

si ha
lap —ai| < M —m Va e A.

Proposizione 4.1. Siano (X, || -||) uno spazio normato e A C X. Allora sono equivalenti:
(1) A & limitato;
(11) esiste M > 0 tale che ||al]| < M Va € A.

Dimostrazione Sia A limitato. Allora esiste r € RT tale che
llap — a1|| = d(ap,a1) <r VYag,a1 € A.
Fissato allora ag € A, si ha Va € A
lall = [I(a — ao) + aol| < [la — aol| + [laol| < 7+ [lao]-
Valga, viceversa, (II). Allora, se ag,a; € A,
llao — a1l] < laoll + llas|| < 2M.
O

Ricordiamo ora alcune nozioni che riguardano le successioni.
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Definizione 4.2. Siano (ag)ren € (bg)ren successioni a valori in un insieme X. Diremo che
(br)ken €’ una sottosuccessione di (ay)ren se esiste ¢ : N — N, crescente (strettamente) tale che

b, = (k) vk € N.
Il seguente risultato puo’ essere dimostrato con gli stessi argomenti del caso X = R:

Proposizione 4.2. Siano (X,d) uno spazio metrico, (ax)reny una successione a valori in X,
(bk)ken una sua sottosuccessione. Sia l € X tale che limy_,ooar = 1. Allora si ha anche

lim b = 1.
Koo ¥

Definizione 4.3. Siano (X, d) uno spazio metrico e A C X. Diremo che A e’ compatto se
ogni successione a valori in A possiede una sottosuccessione convergente a qualche elemento di

A.

Definizione 4.4. Siano (X,d) uno spazio metrico e (ap)reny una successione a valori in X.
Diremo che (a)gen €’ di Cauchy se Ve € R esiste k(e) € N tale che, sei,j € N emin{i,j} >
k(e), d(zi, xj) <e.

Proposizione 4.3. Siano (X,d) uno spazio metrico e (a)ken una successione a valori in X
convergente. Allora (a)ren €’ di Cauchy.

Dimostrazione Sialimg_,oar =1 € X. Sia e > 0. Allora esiste k(e) € N tale che, se k € N
e k> k(e),
d(ak, l) <

N ™

Se dunque i,j € N e min{i, j} > k(e), si ha
d(a;,aj) < d(a;, 1) +d(l,a5) < g + ; =e.

0

Osservazione 4.2. In generale, in uno spazio metrico possono esistere successioni di Cauchy
che non sono convergenti. Si consideri, ad esempio, X =|0, 1], con la metrica d(z,y) = |z — y|.
Sia, per k € N, a; = % Allora (aj)ren € una successione di Cauchy a valori in X. Infatti,
Ve >0, sei,j € Nemin{i,j} >e 1, siha

1 1
d(ai,aj) = \; — ;] < min{i,j} 7 < e

Tuttavia, non esiste [ in X tale che limy_ o, ap = [. Infatti, sel € X e e = é, si ha, per k£ € N,
k> 3%,
1

—ll=1- l—-—=-=¢e
lag — ay > 5= 5= ¢

Gli spazi metrici in cui ogni successione di Cauchy & convergente (detti completi) godono di una
proprieta’ importante che sara’ esaminata in seguito.

Proposizione 4.4. Siano (X, d) uno spazio metrico e A C X compatto. Allora A e’ chiuso e
limitato in X.
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Dimostrazione Proviamo che, se A € compatto, A & chiuso. Viceversa, per la proposizione
2.4 (I), esiste [ € A\ A. Per la proposizione 2.6, esiste una successione (ag)gen a valori in A
e convergente a [. Ogni sua sottosuccessione converge a [ e, per l'unicita’ del limite, non puo’
convergere a un elemento di A.

Proviamo che, se A ¢ compatto, A & limitato.

A tal fine verifichiamo che, se A non & limitato, dati k € Ne {ay,...,ax} C A, esiste a1 € A
tale che

d(aj,akJrl) >1 Vj = 1, v ,k.

Supponiamo, infatti, che non sia cosi’. Allora esiste {aj,...,a;} C A tale che A C UleB(ai, 1).
Siano bg, b1 € A. Allora b; € B(a;j),1), con j =0,1ei(j) € {1,...,k}. Segue che

d(bo, bl) < d(bg, ai(o)) + d(ai(o), ai(l)) + d(ai(l), bl) <2+ ijer?lax - d(ai, aj).
Ne segue che §(A) < 2+ max; jeq,. ky d(ai, aj).

Supponiamo ora che A non sia limitato. Prendiamo a; € A. Per quanto appena visto, esiste
ag € A, con d(aj,a2) > 1 e, dati ay,...,ar € A con distanza tra due qualunque distinti tra
loro almeno 1, esiste ag11 € A tale che d(a;,ar+1) > 1 per i = 1,..., k. In tal modo, se A non
e limitato, esiste una successione (aj)gen a valori in A con d(a;, a;) > 1 per ogni i,j € N con
i#j. Se ¢ : N — N & crescente e i # j, ¢(i) # ¢(j), per cui

d(ag(i), ag(;) = 1.

Dunque (a¢(k)) reny non e di Cauchy. Per la proposizione 4.3, non puo’ essere convergente.
La conclusione ¢ che, se A non ¢ limitato, ¢ possibile costruire una successione a valori in A
che non ammette sottosuccessioni convergenti.

O

Osservazione 4.3. In un generico spazio metrico (X, d) un sottoinsieme A di X puo’ essere
chiuso e limitato senza essere compatto. Consideriamo in proposito il seguente esempio: sia B(N)
lo spazio delle successioni limitate a valori reali, caso particolare dell’esempio 1.7. Sia A I'insieme
delle successioni (ax)ren, con ax € {0,1} per ogni k& € N. A ¢ limitato, essendo [la||pm) < 1
Va € B(N) (vedi la proposizione 4.1). Inoltre A & chiuso. Sia infatti a = (a;);eny € A. Esiste
quindi una successione (a*)gen a valori in A convergente ad a. La convergenza in B(N) ¢ quella
uniforme (vedi la proposizione 2.5), che implica la convergenza puntuale. Quindi per ogni j € N

lim a? = aj.
k—o0

Poiche’ a? € {0,1} per ogni k,j € N, a; € {0,1} = {0,1}. Pertanto A & chiuso.
A non ¢ compatto: poniamo, per k,j € N,

1 se 5=k,
al =
0 se j#k.
Allora si ha subito d(a*,a") = 1 se h # k. Cio’ implica che (a*)geny non ammette alcuna

sottosuccessione convergente, perche’ nessuna sottosuccessione puo’ essere di Cauchy.
Vedremo, tuttavia, che, nel caso X = R", ’enunciato della proposizione 4.4 si puo’ invertire.
A tale scopo e cruciale il seguente risultato.
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Lemma 4.1. Sia n € N. Allora ogni successione limitata in R™ ammette una sottosuccessione
convergente.

Dimostrazione Dimostriamo ’enunciato per induzione su n.
Il caso n =1 & ben noto.
Supponiamo ’enunciato vero per n € N ed estendiamolo a n+1. Sia (xk )keN una successione
limitata in R"*!. Supponiamo
ab = (af,. 2k 2k ).

Poniamo y* = (af,... 2k

ogni k € N. Segue

). Per la proposizione 4.1, esiste M > 0 tale tale ||z¥|,41 < M per

15 1 < N2® a1,

per cui (2¥)ren € limitata in R™. Per l'ipotesi induttiva, esistono ¢ : N — N crescente e y> € R™
tali che
lim y?®) =y

k—00

in R™. Poniano zF = ngﬁ) Si ha

ki _ 1,.0(k) k
2] = 228 < 690 < M.
Quindi (2*)en ¢ limitata in R. Esiste percio’ una sua sottosuccessione (2¥*)),cy, con ¢ : N — N
crescente, convergente a 2> € R.

Definiamo x := ¢ o 1. x € una funzione da N a N crescente. Consideriamo la successione
(X)), e, che & una sottosuccessione di (2¥)gen. Si ha

- I

(xf(k), oy a Xy = gx(k) — d((R) e N,

Quindi (yX(k))keN ¢ una sottosuccessione di (y¢(k))k€N. Si ha percio’, per la proposizione 4.2,

lim yX*) = ¢
k—o0
in R™. Cio’ equivale, per ’esempio 2.5, a
: x(k) _ o
Jm e =]
per ciascun j = 1,...,n. Inoltre
im X% = fim 240 = ;o
k—o00 ntl k—o0

Concludiamo, applicando ancora il risultato nell’esempio 2.5, che la successione (a:X(k))keN e
convergente in R™*1,
O

Corollario 4.1. Sianon € N e A CR". Allora sono equivalenti:
(I) A e’ compatto;
(II) A e’ chiuso e limitato.
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Dimostrazione L'implicazione (I) = (II) segue dalla proposizione 4.4.

Proviamo che (II) implica (I). Sia A C R” chiuso e limitato e sia (a*)gey una successione
in A. Verifichiamo che possiede una sottosuccessione convergente a un elemento di A. Per il
lemma 4.1, (a*)ren possiede una sottosuccessione convergente a un elemento [ di R™. Per la
proposizione 2.6, [ € A = A perche’ A & chiuso.

O

Siamo ora in grado di enunciare e provare la seguente versione generalizzata del teorema di
Weierstrass:

Teorema 4.2. Siano (X,dx) e (Y,dy) spazi metrici, A C X compatto, f : A — Y continua.
Allora:

(1) f(A) & compatto in Y;

(II) se Y =R, f ammette massimo e minimo.

Dimostrazione (I) Sia (yx)reny una successione in f(A). Dobbiamo provare che ammette
una sottosuccessione convergente a un elemento di f(A).

Sia, per k € N, ay, € A tale che f(ax) = yi. Poiche’ A & compatto, esiste ¢ : N — N crescente
tale che, se & = ag), limg oo & = § € A. Verifichiamo che si ha limy o (&) = f(€)
Sia, infatti, ¢ € RT. Poiche’ f ¢ continua, esiste §(¢) € RT tale che, se a € AN Bx(&,5(e)),
dy (f(a), f(§)) < e. Esiste k(e) € N tale che, se k > k(e), & € AN Bx(&,6(€)). Di conseguenza,

dy (f(&k), (&) <e.

Si ha dunque
Jim f(&k) = f(&)-

Percio’ (f(&k))ken € una sottosuccessione di (yx)gen convergente a un elemento di f(A).

Proviamo (II). Da (I) segue che f(A) ¢ un sottoinsieme compatto di R. Si tratta quindi di
provare che i sottoinsiemi compatti di R ammettono massimo e minimo.

Sia B C R compatto. Per la proposizione 4.4, B ¢ chiuso e limitato. Proviamo (ad esempio)
che B ammette massimo.

Per ’assioma dell’estremo superiore, esiste 1’estremo superiore di V' sup(B). Per definizione,
b < sup(B) Vb € B. Si tratta allora di provare che sup(B) € B. Ragioniamo per assurdo,
supponendo sup(B) € B. Siar € RT. L’insieme I(sup(B), ) contiene elementi non sppartenenti
a B, in particolare sup(B). Contiene anche elementi di B. Viceversa, si avrebbe b < sup(B) —
r Vb € B. Di conseguenza sup(B) — r sarebbe un maggiorante di B minore di sup(B), in
contraddizione con la definizione di estremo superiore. Deve dunque essere I(sup(B),r)N B # ()
per ogni r € RT. Percio’ sup(B) € Fr(B), da cui sup(B) € B perche’ B e chiuso.

Supponendo allora che sup(B) ¢ B si arriva a una contraddizione. Concludiamo che f(A)
ammette massimo.

0

Corollario 4.2. Siano A CR" chiuso e limitato , f: A — R™ continua (n,m € N). Allora:
(I) f(A) & un sottoinsieme chiuso e limitato di R™;
(II) se m =1, f ammette massimo e minimo.

Dinostrazione Segue subito dal teorema 4.2 e dal corollario 4.1.
O

Veniamo ora a un’estensione del teorema di Heine-Cantor, gia’ visto per funzioni reali di una
variabile reale. Cominciamo con la seguente
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Definizione 4.5. Siano (X,dx) e (Y,dy) spazi metrici, AC X, f: A— Y. Diremo che f e’
uniformemente continua se Ve € R esiste §(¢) € R tale che, se ag,a; € A e dx(ap,a1) <

(), dy (f(zo), f(z1)) <e.

Teorema 4.3. Siano (X,dx) e (Y,dy) spazi metrici, A C X compatto, f : A — Y continua.
Allora f e’ uniformemente continua.

Dimostrazione Ragioniamo per assurdo: supponiamo che f non sia uniformemente con-
tinua. Quindi esiste € € RT tale che, ¥§ € RT, esistono as,bs € A con dx(as,bs) < §, ma
dy (f(as), f(bs)) > €. Prendiamo 6 = 1, %, el %, ... (k € N) e scriviamo ay, b, invece di a%,b%.
Dunque Vk € N, dx(ag,by) < 7, ma dy(f(ax), f(bg)) > €. Poiche’ A & compatto, esistono
¢ : N — N crescente e as, € A tali che

Jim dx(agy, ace) =0, dy (flagw)), f(bor))) 2 ¢ Yk €N. (4.1)

Segue che
dx (bg()s Aoo) < dx (bg(rys Apk)) + dx (agr)s aoo)

(4.2)

< ﬁ +dX(a¢(k),aoo) —0 (k— o0).

Poiche’ f & continua, esiste § € RT tale che, se a € A e dx(a,a) < 9, dy(f(a), f(ax)) < §.
Da (4.1)-(4.2) segue allora, per k ”grande”,

dy (F(ag): o)) < dy (Fagmy), fase)) + dy (f(ase)), f(bor)) < 5 + 5 =€,

in contraddizione con (4.1). O

5 Una generalizzazione del teorema di Bolzano

Ricordiamo una definizione e un risultato classici della teoria delle funzioni di variabile reale:
Definizione 5.1. Sia A C R. Diremo che A e’ un intervallo se, comunque si prendano a,b € A,
[a,b] :={z eR:a<x<b} CA

Vale il sequente teorema di Bolzano:
Teorema 5.1. Siano A un intervallo in R e f: A — R continua. Allora f(A) e’ un intervallo.

Osserviamo che la definizione di intervallo dipende dalla relazione di ordine in R, che (in
generali) non ha corrispondente in uno spazio metrico. Cerchiamo quindi delle generalizzazioni
di tale definizione. Cominciamo col presentarne due:

Definizione 5.2. Siano (X,d) uno spazio metrico, A C X. Diremo che A é connesso per
archi se, comunque si prendano x e y in A, esistono a e b reali con a < b e ¢ : [a,b] - X
continua, tali che:

1) ¢p(a) =z, (b) =y;

(1I) ¢([a, b]) € A.

Una ¢ cosi’ fatta si chiamera’ cammino continuo con sostegno in A.
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Definizione 5.3. Siano (X, || - ||) uno spazio normato e x,y € X. Poniamo
[z,y] = {z+tly—x):te]0,1]}.
Sia A C X. Diremo che A e’ convesso se Vx,y € A
[z,y] € A.

Esempio 5.1. Siano (X, | - ||) uno spazio normato, o € X, r € R*. Allora B(zo,r) € un
insieme convesso. Infatti siano x1,z2 € B(x,7). Se t € [0, 1],

d($1 + t(.%’g — xl),l‘o) = ||£L’1 + t(.l‘z — xl) — .7}0” = ||(1 — t)(iL’l — $0) + t(.ﬂ?z — .%'Q)H

< (1 =B)lzr = zoll + tllzz — ol <,
essendo ||z — xo|| < 7, ||xe — 20|l < r e almeno uno tra 1 —t e ¢ diverso da 0.

Proposizione 5.1. Siano (X, || -||) uno spazio normato, A C X convesso. Allora A e’ connesso
per archi.

Dimostrazione Siano xg,z1 € Ae ¢:[0,1] = X, ¢(t) = xg + t(x1 — o). Lasciamo al lettore
verificare che ¢ soddisfa tutte le condizioni della definizione 5.2.

0

Osservazione 5.1. Naturalmente, un sottoinsieme connesso per archi di uno spazio normato
non ¢ necessariamente convesso. Sia, ad esempio, n > 2 e A = R™\{0}. Allora A non ¢ convesso.
Infatti, se g € A, —xg € A, ma

(1 - 3)0+ 5(~70) =0 ¢ A

Tuttavia, A & connesso per archi. Vedi in proposito ’esercizio 5.1.

Il prossimo risultato costituisce il collegamento tra le nozioni introdotte e il teorema di
Bolzano in R.

Teorema 5.2. Sia A CR. Allora sono equivalenti:
(1) A & un intervallo;
(II) A & convesso;

(II1) A e connesso per archi.

Dimostrazione (I) implica (I1). Supponiamo, infatti, che A sia un intervallo. Siano z e y in
A, t€10,1]. Se z <y, si ha, essendo y —z > 0,

r<zt+ily—z)<z+(y—z)=y.

Se invece y — x < 0,
y=r+(y—z)<z+tly—z) <z

Concludiamo che, poiché A ¢ un intervallo, z +t(y — x) € A Vt € [0, 1]. Percio’, A & convesso.

(II) implica (III), perché tutti i convessi sono connessi per archi.

Resta da far vedere che (/1) implica (I). Sia A connesso per archi e siano z e y in A, con
x < y. Si tratta di provare che, se x < z < y, allora z € A. Poiché A & connesso per archi,
esistono a e b reali con a < b e ¢ : [a,b] — R continua, tali che ¢(a) =z, ¢(b) =y, ¢#([a,b]) C A.
Per il teorema di Bolzano in R z € ¢([a,b]) C A, da cui la conclusione.

O

Veniamo infine alla seguente naturale generalizzazione del teorema di Bolzano:
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Teorema 5.3. Siano (X,dx) e (Y,dy) spazi metrici, A C X connesso per archi, f : A =Y
continua. Allora:

(1) f(A) & connesso per archi in'Y ;

(II) se Y =R, f(A) & un intervallo.

Dimostrazione (II) segue immediatamente da (I) e dal teorema 5.2.

Proviamo allora (I). Siano v e w arbitrari elementi di f(A). Sia v = f(z) e w = f(y), con z
ey in A. Poiché A & connesso per archi, esistono a e b reali con a < be ¢ : [a,b] - X continua,
tali che ¢(a) =z, ¢(b) =y, ¢([a,b]) C A. Poniamo

{ Y :la,b]l =Y,
Y(t) = f(o(1), te€[a,b].

¥ € continua per il teorema 3.7(II). Ovviamente, ¥(t) € f(A), Vt € [a,b]. Infine, ¢(a) =
flo(a)) = f(z) =v, ¥(b) = f(¢(b)) = f(y) = w. Quindi, f(A) & connesso per archi. O

Esercizio 5.1. Sia X uno spazio normato su R o C con dimensione almeno due. Provare che:

(I) se xp e =1 sono linearmente indipendenti, 0 & [xo, z1];

(IT) se zp # 0 e w1 # 0, per ogni r € R esiste x9 € B(x1,r) tale che o e x5 sono linearmente
indipendenti;

(ITI) provare che X \ {0} & connesso per archi (suggerimento: siano xg,z1 € X \ {0}. Fissare
r € R, r < ||x1]|. Prendere 5 € B(z1,r) linearmente indipendente da x¢; costruire un cammino
continuo che percorra [zg, x2] U [x2, x1].

Esercizio 5.2. Siano x e y numeri reali. Nel caso = < y, la notazione [z, y] & stata utilizzata in
analisi 1 per indicare {z € R: z < z < y}. In generale, senza necessariamente supporre = < y,
poniamo provvisoriamente

s(z,y) ={z+tly—=x):te]0,1]}.
Verificare che
s(z,y) = [min{z, y}, max{z, y}].

Esercizio 5.3. Determinare i domini naturali delle seguenti funzioni, Dire se sono aperti, chiusi,
limitati, connessi per archi. Determinare interno e frontiera.

0 \/in(Z2);

12

(I1) /—sin?(z1 — x);
(1) In(cos(x? + x3));

24424123 9
(IV) R :

o +wi—1
(V) {z € X :0< ||z — x| <6}, con (X, || -|) spazio normato, 6 € RT;

(VD) {(z1,22) €ER%2:0 <y < w1 + 1,21 > —1};

(VII) {(rcos(f),rsin(f)) : 0 <r < 1,0 <6 < 27},

(VIID) {(z1,22) € R?: (21 € Q) = (22 € Q)}, con Q insieme dei numeri razionali;
(IX) ogni insieme finito;

(X) {£:neN}L
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6 Spazi metrici completi. Il teorema delle contrazioni

Abbiamo gia’ visto (definizione 4.4) la nozione di successione di Cauchy e abbiamo gia’ osservato
che ogni successione convergente lo ¢ , ma, in generale, non vale il viceversa.

Definizione 6.1. Sia (X, d) uno spazio metrico. Diremo che e’ completo se ogni successione
di Cauchy in esso e’ convergente.

Uno spazio di Banach e’ uno spazio normato completo rispetto alla metrica indotta dalla
norma.

Se la norma deriva da un prodotto scalare, si dice che e’ uno spazio di Hilbert.

Teorema 6.1. R" normato con la norma euclidea e’ uno spazio di Hilbert.

Dimostrazione Sappiamo gia’ che la norma euclidea e’ indotta da un prodotto scalare. Si
tratta allora di provare la completezza dello spazio metrico corrispondente.
Sia (2¥)ren una successione di Cauchy. Supponiamo

Fissiamo € > 0. Allora esiste k(e) € N tale che, se i e j sono numeri naturali maggiori di k(e),
si ha ||2' — 27| < e. Siar € {...,n}. Consideriamo la successione in R (z¥)ren. Se i e j sono
numeri naturali maggiori di k(e), si ha

. — 2]l < [la” — 27| < e.

Dunque, per 7 = 1,...n, (z¥)ren ¢ una successione di Cauchy in R. Poiché R & completo,
ciascuna successione (2F)rey ammette un limite reale z¥. Poniamo

Allora la successione (z*)zey converge a z¥ in forza dell’esempio 2.5.
O

Teorema 6.2. Sia A un insieme non vuoto. Lo spazio normato B(A) (esempio 1.7) con la
norma ||.|| p(a) €’ completo.

Dimostrazione Sia (z*)pen una successione di Cauchy in B(A) rispetto alla norma -l Ba)-
Sia poi € > 0. Allora esiste k(e) € N tale che, se i e j sono numeri naturali maggiori di k(e),
si ha [|2" — 27| pa) < €. Sia a un elemento qualunque di A. Consideriamo la successione in R

(z*(a))ren. Se i e j sono numeri naturali maggiori di k(¢), si ha
|2*(a) — 27 (a)] < [|2" — 27| pa) <.

Dunque, Ya € A, (z¥(a))ren & una successione di Cauchy in R. Poiché R & completo, ciascuna
successione (2¥(a))reny ammette un limite reale 2°(a). Evidentemente, 2° & una funzione da A
a R. Verifichiamo che 2° € B(A) e che

”l’k — l’OHB(A) —0 (k — +OO).
Siano € > 0 e k(e) come prima. Sia j > k(e). Siano poi i > k(e) e a € A. Si ha

|2 (a) — 27 (a)] < [|l2" — 27| p(a) <. (6.1)
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Al limite per i — +oo in (6.1), si ottiene |2%(a) — 27(a)| < € Va € A. In particolare, dal caso
€ = 1 otteniamo Va € A e per un arbitrario j > k(1),

[2%(a)| = |(2°(a) — 27 (a) + 27 (a)|
< [a%(a) — 27 (a)| + |27 (@)] < 1+ (27|l pa).-

Percio’ 2° € B(A) e [|2°] p(a) < 1+ [|27]|so. Inoltre, se j > k(§), abbiamo

. €
on —.ZL'J”B(A) S 5 < €.

0

Proposizione 6.1. Sia (X, d) uno spazio metrico completo e sua A C X chiuso. Allora A, con
la restrizione di d a A X A, & completo.

Dimostrazione Esercizio.
O

Definizione 6.2. Sia (X, d) uno spazio metrico. Indichiamo con BC(X) la classe delle funzioni
continue e limitate da X a R.

Proposizione 6.2. Sia (X,d) uno spazio metrico. Allora BC(X) e’ un sottospazio vettoriale
chiuso di B(X). Di conseguenza, munito della norma || - || p(a), €’ uno spazio di Banach.

Dimostrazione Sia 2° € BC(X) (la chiusura di BC(X) in B(X)). Proviamo che 20 €
BC(X). Per la proposizione 2.6, esiste una successione (¥)gey in BC(X) tale che

lim ||z — a;OHB(A) -0 (k— o0).
k—ro0

Sia a” € A. Verifichiamo che 2° & continua in a®. Sia € > 0. Sia k € N tale che Ha:k—xOHB(A) < 3.
Poiché z¥ & continua, esiste 7 > 0 tale che, se a € B(a’,r), allora |2*(a) — 2%(a?)| < §. Con
questa scelta di a, si ha allora

= |(2°(a) — 2*(a)) + (2"(a) — *
< [2°%(a) — 2*(a)| + |2"(a) — «*
< 2l|a* — 2% p(ay + ¥ (a) — 2F(a”)] < e

0

Percio’ 2° & continua in a°. O

Osservazione 6.1. Se X ¢ compatto, per il teorema di Weierstrass, BC(X) = C(X). Quindi,
se X & uno spazio metrico compatto, C'(X) & completo.

Veniamo ora al teorema delle contrazioni.

Teorema 6.3. Siano (X,d) uno spazio metrico completo, f : X — X wuna contrazione, tale,
cioe’, che esiste L € [0,1) per cui si ha

d(f(z), f(y)) < Ld(z,y) VY(z,y) € X x X.

Allora esiste un unico | € X tale che f(I) =1 (si dice che l ¢’ un punto fisso per f).
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Dimostrazione Prendiamo zy € X e costruiamo la successione (z,)neny in X ponendo
x1 = f(zo), x2 = f(x1), in generale z,41 = f(x,). Verifichiamo che (zy)nen € di Cauchy in X.
Daton € N, si ha

d($n7$n+1) = d(f(mn—l)a f(xn)) S Ld(xn—la xn) S de(xn—%xn—l) S T S Lnd(x()vxl)‘
Di conseguenza, dati n,p € N, si ha

d(ﬂ?n, mn—&—p) < d(l’n, mn—&—l) + d(‘rn-‘rla xn+2) +---+ d(xn—i—p—lv xn—i—p)
< (Ln +Ln+1 N +Ln+p—1)d($0,x1)
= Ln(l +L+... Lpfl)d(l'o, 1'1) < L" Z;i() Ljd(x(), wl)

= £ d(wo,21) = 0 (n — 0).
Quindi per ogni € € RT esiste n(e) € N tale che, se n > n(e), Vp € Ny
d(xp, Tnyp) < €.

Dunque (2, )nen € una successione di Cauchy in X. Poiche’ (X, d) & completo, esiste [ € X tale
che lim,,_,o ¥, = [. Verifichiamo che f(I) = 1. Sianon € N e ¢ € R*. Allora

d(xnt1, (1) = d(f(zn), f(1) < Ld(zn,1) < d(zn,l) <€
se n > n(e). Quindi
$= g, on = g o = £,
Verifichiamo, infine, che il punto fisso & unico. Sia I’ € X tale che f(I') =1’. Allora

d(1,1') = d(f(1), £(I')) < Ld(1, 1),

da cui (L —1)d(l,I') > 0. Poiche’ L — 1 < 0, cio’ implica d(I,1") = 0, cioe’ I =1'.
O

Vediamo un’applicazione del teorema 6.3 al problema di Cauchy per equazioni differenziali
ordinarie. Consideriamo il sistema seguente:

(6.2)

Introduciamo le ipotesi seguenti:

(Il) (to,&?o) € RQ;
(IZ) 7—0)60 S R+} f : I(t(]vTO) X 1(560750) - R;
(I3) f e’ continua; inoltre, Vt € I(to,r) f(t,-) e’ derivabile in I(xo,r) con derivata %(t, );

(14) la funzione % e’ continua in I(tg, R) x I(xg,r).

Specifichiamo cosa intendiamo per soluzione locale di (6.2):

Definizione 6.3. Una soluzione locale di (6.2) e’ una funzione x : I — R tale che:
(1) I e’ un intervallo in R con interno non vuoto, to € I C I(tg,70);
(][) Viel .Z‘(t) S I(l‘o,&));
(III) x e’ derivabile in I e ' (t) = f(t,z(t)) Vt € I;
(IV) ZL‘(to) = XZ0-.
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Utilizzeremo il seguente lemma:

Lemma 6.4. Siano soddisfatte le ipotesi
(11) = (1a)
e sia x : I — R una soluzione locale di (6.2). Allora
t
x(t) =xzo+ | f(s,z(s))ds Vtel. (6.3)
to
Viceversa, se I e’ un intervallo con interno non vuoto contenuto in I(to, 19), x : I — R continua,
Vt eI x(t) € I(z0,&) € vale (6.3), x e’ una soluzione locale di (6.2).
Dimostrazione Se x : I — R & una soluzione locale di (6.2),
t t
x(t) = z(to) + / 2 (s)ds =zo+ | f(s,2(s))ds.
to to

Supponiamo, viceversa, che valga (6.3). Allora e chiaro che z(tp) = xg. Inoltre, poiche’ z
¢ continua, se g : I — R, g(t) = (t,z(t)) & continua da I a R? (per il teorema 3.6(I)). Di
conseguenza, per il teorema 3.7, f o g & continua da I a R. Allora, per il teorema fondamentale
del calcolo integrale, z € C1(I) e

2'(t) = f(t,z(t)) Vtel.

0

Vogliamo provare il seguente

Teorema 6.5. Siano soddisfatte le ipotesi (I1) — (I4). Allora esistono T € (0,70) e & € (0,&p)
tali che il problema (6.2) ammette un’unica soluzione locale u di dominio [tg — T,to+ 7] tale che

max |z(t) — zo| < E&.
[t—to|<T

Dimostrazione Siano 1 € (0,79), £ € (0,&p). Poniamo

X(1r,&) ={x € C([to — 1, to + 7)) : ’ E%ﬁr} |x(t) — zo| < &}

Per l'osservazione 6.1, C([to — 7,t0 + 7]) con la metrica indotta dalla norma || - || g([tg—rtg4+])» ©
uno spazio metrico completo. Lasciamo verificare al lettore (vedi I'esercizio 6.1) che X (1,§) e
chiuso in C([tgp — 7,10 + 7]). Quindi X (7,&) & uno spazio metrico completo con la metrica

dw,y) = max |o(t) - y(t)]
tE[to—T,to-i-’T}

Data x € X (7,£), poniamo
t
T(z)(t) :==a0+ [ f(s,x(s))ds.
to
Allora T (z) € C([to — T,to + 7)).
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Fissiamo ora 71 € (0,79) e &1 € (0,&). Supponiamo che
If(t,x)| <M V(t,x) € [to — 71,t0 + 71] X [w0 — &1, w0 + &1,

0
O () < L (t,2) € lto—mi,to +7] x [0 — &1, 20 + 1],

con L, M € RT. L’esistenza di L e M & una conseguenza del teorema di Weierstrass. Allora, se
0<r < T1, 0< g < 517 vVt € [tO _Tat0+7—]a Vr € X(Ta£)7

T (2)(t) — ol = | t f(s,2(s))ds| < | t |f(s,2(s))|ds| < Mt —to| < M. (6.4)

Inoltre, se z,y € X(7,€), si ha, Vt € [to — ,t0 + 7],
T (@)(t) = TW) O] = [, [f(s,2(5)) = f(5,5(s))lds|
< | fo |f(s,2(s)) = £(5,(s))lds]

Per il teorema del valor medio, Vs € [tg — 7, to + 7] esiste ¢(s) € [xo — &1, x0 + &1] tale che

=12
- 0z

[ (s,2(s)) = f(s,9(s)) (s,c(s))(y(s) — z(s))| < Lly(s) — x(s)].

Ne segue che

max [T (z)(t) = T(y))| <| [ Llz(s)) —y(s)lds| < LT _ max |ax(s) —y(s)]. (6.5)

te[tofﬂ',to#ﬂ'] to SE[tofT,to%*T}

Da (6.4) segue che, se M1 < ¢, loperator T porta X(7,&) in sé. Da (6.5) segue inoltre che, se
Lt <1, T & una contrazione in X (7,§).

Concludiamo che, se £ < &, M7 < e LT < 1, T porta X(7,£) in sé ed ¢ una contrazione
in X(7,&). Dal teorema delle contrazioni segue allora l'esistenza e unicita’ di un elemento x in
X (7,€) tale che T(z) = . = & soluzione locale di (6.2) per il lemma 6.4. O

Esercizio 6.1. Provare che, se F' C R ¢ chiuso in R, e X & uno spazio metrico, {f € BC(X) :
f(z) e F Vz € X} & un sottoinsieme chiuso di BC'(X).
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