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Capitolo 1

Calcolo differenziale in piu
variabili

In Analisi Matematica A ¢ stato trattato il calcolo differenziale sulla retta reale, in questo corso
estenderemo questa teoria allo spazio euclideo n-dimensionale R™ per ogni n > 2. Vedremo che
questa estensione non € banale, perché, sebbene le nozioni di limite di successioni e funzioni e di
continuita di funzioni si estendano in maniera naturale al caso di piu variabili, ci sono pero delle
differenze sostanziali alle quali € importante fare attenzione.

Iniziamo richiamando alcuni concetti fondamentali.

1.1 Nozioni di base

Sia n € N2. Lo spazio euclideo reale n-dimensionale R™ & uno spazio vettoriale su R di dimensione
n, € puo essere visto come il prodotto cartesiano di n-copie di R:

R"=RxRx---xR.

Ogni elemento x € R™ si scrive come una n-upla di n coordinate « = (z1,...,2,), con z; € R per
j=1,...,n. Questa & la generalizzazione astratta dell’idea cartesiana della rappresentazione dei
punti nel piano®. Se n = 2, allora & = (21, 22), e le due coordinate sono comunemente chiamate
ascissa e ordinata, che sono date dalle intersezioni delle rette parallele agli assi coordinati con gli
assi stessi. Se n = 3, allora © = (x1,x2,x3), e le tre coordinate sono ascissa, ordinata e altezza.

Cosi, ogni punto ¢ individuato dalla sua posizione rispetto agli assi coordinati. Inoltre, in
questo modo a ogni punto di R™ & associato il vettore che parte dall’origine e termina nel punto
stesso. Quindi si possono identificare punti e vettori in questo senso, ed € per questa ragione che
R™ & uno spazio vettoriale. Allo scopo, bisogna definire operazioni di somma fra vettori e prodotto
fra vettori e scalari, ovvero numeri in R.

Da un punto di vista notazionale, se non altrimenti specificato, x € R™ & un vettore colonna:

Ty
T
Il corrispondente vettore riga ¢ xt € (R™)!, ovvero il vettore trasposto,

2t = (21,...,2,).

IParte di questo capitolo & basata sul libro Elementi di Analisi Matematica Due di Nicola Fusco, Paolo Marcellini
e Carlo Sbordone.

2Denotiamo con N = {1,2,3,...} I'insieme dei numeri naturali escluso lo 0, e con Ng = {0,1,2,3,...} I'insieme
dei numeri naturali incluso lo 0.

3In realtd, tale rappresentazione venne introdotta da Nicola d’Oresme nel quattordicesimo secolo, Cartesio riprese
e sviluppo questa idea nel Discorso sul Metodo, dove espose il progetto di unire ’algebra alla geometria euclidea,
fornendo quindi un modo per calcolare tutto usando ragione e matematica.



Quindi, definiamo la somma di vettori componente per componente

xr1 Y1 T+
c+y=1 ... | +| ... | = e R,

e il prodotto scalare per vettore in maniera analoga, ovvero per ogni a € R poniamo
I axy

ar=al| ... = c R".
Tn azxy,

Osserviamo che queste definizioni sono coerenti con quanto noto nel piano cartesiano: infatti, dati
due vettori v = (vy,v2),w = (w1, ws) € R?, la loro somma per la regola del parallelogramma &
data da

v+ w = (v1 + wy,ve + wa),

e la moltiplicazione per uno scalare a € R da un vettore con la stessa direzione, verso uguale se
a > 0, opposto se a < 0, e lunghezza dilatata di un fattore |al:

av = (avy, ave).
Dunque R™ ¢ uno spazio vettoriale, con vettore nullo

0
o= ... | =(,...,0),
0

e opposto di un vettore x € R™ dato da

Osserviamo che finora abbiamo sempre scritto i vettori usando implicitamente la base canonica
di R™, ovvero i vettori

1 0 0
1 0
€1 = ; €2 = y +e- En = ’
0 0 1
cioe i vettori e; con coordinate nulle a eccezione della j-esima che & uguale a 1, per j € {1,... ,n}.

In questo corso useremo sempre la base canonica di R™ per scrivere i vettori e le matrici.

1.1.1 Prodotto scalare, norma e distanza

\

Un’operazione fondamentale in R™ ¢ il prodotto scalare fra due vettori, che ¢ un modo per
quantificare il grado di ortogonalita (o, per contro, parallelismo), come vedremo in seguito.

Definizione 1.1.1. Dati z,y € R"”, il prodotto scalare fra x e y & la quantita scalare
n
Ty =x1Y1 + XY + -+ TnlYn = ijyj-
j=1

Alternativamente, il prodotto scalare si pud definire usando il prodotto matriciale® fra un
vettore riga (matrice 1 x n) e un vettore colonna (matrice n x 1):

Y1
roy=zy=(x1,...,2,) | ...
Yn

Talvolta il prodotto scalare e indicato con < z,y >.

4Sottolineiamo che nel capitolo 6 (dedicato alle serie di Fourier) il simbolo e; avra un significato diverso.
5Si veda la sezione 1.1.3.



Proposizione 1.1.2 (Proprieta del prodotto scalare). Per ogni x,y,z € R™ e a,b € R wvalgono le
sequenti proprietd:

1. z-y=y-z (simmelria);

2. (ax+by)-z=a(x-z)+bly-z) (proprietd distributiva);

3. xz-x>0ex-x=0 see solo sex=0 (non negativitd e non degenerazione).

Sfruttiamo le proprieta del prodotto scalare di un vettore con sé stesso per definire la norma.

Definizione 1.1.3. La norma di un vettore x € R" ¢ data da

Osserviamo che questa definizione € ben posta, visto che z-x > 0. Dalle proprieta del prodotto
scalare seguono immediatamente due proprieta fondamentali della norma.

Proposizione 1.1.4 (Omogeneita e non degenerazione). Per ogni z € R™ e a € R abbiamo
1. ||az|| = |a|||z|| (omogeneita positiva),
2. ||z > 0 e ||z|| =0 se e solo se ||z|| =0 (non degenerazione).
Se n = 1, osserviamo che la norma coincide con il valore assoluto di x € R, dato che

o] = Va2 = |z,

Inoltre, & istruttivo considerare il caso del piano cartesiano R2. Infatti, la definizione di norma ¢ la
generalizzazione allo spazio a n-dimensioni del Teorema di Pitagora, dato che nel piano cartesiano
la lunghezza di un vettore si calcola vedendo tale vettore come l'ipotenusa di un triangolo con
cateti paralleli agli assi coordinati, di lunghezza pari alle coordinate del vettore: se v = (v1,v2),

allora la lunghezza di v ¢ data da
loll = /o7 + 3.

Analogamente si puod ragionare nel caso dello spazio R3.
Inoltre, nel piano cartesiano R? e nello spazio R3 & noto che il prodotto scalare fra due vettori
v e w si puo scrivere esplicitamente in termini dell’angolo fra i vettori:

v-w = ||v]| lw]| cos(e), (1.1.1)

dove a € [0, 7] & I'angolo minimo fra i vettori v e w. Per verificarlo in R?, scriviamo due vettori
v,w € R? in coordinate polari:

v = (rcos(s),rsin(s)) e w = (gcos(t),gsin(t)),

dove r = ||v]|, ¢ = ||lw]|| e s,t € [0,27) sono gli angoli che vanno dal semiasse positivo delle ascisse
al vettori v e w rispettivamente. Allora abbiamo

v-w = rq(cos(s) cos(t) + sin(s) sin(t)) = rgcos(s — t) = ||v]| |w]| cos().

Il caso di R® puo essere ricondotto a quello di R?, considerando separatamente tre casi [La
seguente spiegazione non & stata vista a lezione.]:

e sev=0o0w=0, & tutto ovvio;

e se v e w sono linearmente dipendenti (e non nulli), allora possiamo scrivere v = Aw per
qualche A € R, \ # 0, e allora abbiamo®

v-w = Nwl|* = sign(V) X[ Jw]|* = sign(A)||Mw]| [lw]| = [|v]| [[w] cos(),

pera=0se A>0ea=msel <0

SRicordiamo la definizione di funzione segno di un numero reale:

1 set>0
sign(t) =40 set=0.
—1 set<O

Com’¢ noto, t = sign(t)|t|.



e se v e w non sono linearmente dipendenti, allora prendiamo il piano generato da v e w,
introduciamo su di esso coordinate ortogonali, e a questo punto ci siamo ricondotti al caso
di R2.

In particolare, la formula (1.1.1) implica che z -y = 0 se e solo se a = 7, 37”, ovvero se i due

vettori sono perpendicolari o, equivalentemente, ortogonali. Dunque, per estensione diciamo che
due vettori ,y € R™ sono ortogonalise x-y = 0. Al contrario, dati x,y € R? (o R?), il loro prodotto
scalare & massimo o minimo solo se sono paralleli, ovvero se & = 0 0 a = m, rispettivamente. Come
conseguenza, osserviamo che (1.1.1) implica

~llzl llyll €2y < |lzllly] per ogni z,y € R? (o R?),
dato che | cos(a)| < 1. Questi sono casi particolari della disuguaglianza di Cauchy-Schwarz.

Teorema 1.1.5 (Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz). Per ogni x,y € R™ abbiamo

-yl < [l ],

o0, equivalentemente,
=zl lyll <z -y < [|=| lyl-

Luguaglianza x -y = ||z||||ly|l vale se e solo se x = 0 0 y = Az per qualche A > 0; mentre
Vuguaglianza x -y = —||z||||y|| vale se e solo se x =0 o y = Az per qualche A < 0.

Dimostrazione. Siano z,y € R™. Senza perdita di generalita, assumiamo z # 0 e y # 0,
dato che altrimenti la disuguaglianza & ovviamente soddisfatta (e si riduce all’uguaglianza 0 = 0).
Osserviamo che per ogni t € R abbiamo

n

0< lz+tyll> = (a;+ty;)” =D (a7 + 1297 + 2tay,)

NIE

j=1 j=1
n n n

=N 2+ 23 2 2t gy = el + 2 y)? + 2t - y).
j=1 j=1 j=1

Di conseguenza, il polinomio di secondo grado
P(t) = [ly* +2(z - y)t + ||z]?

deve soddisfare P(t) > 0 per ogni ¢t € R, ma questo & possibile solo se esiste al piti una radice
reale, ovvero al pill una sola soluzione per 'equazione P(t) = 0. Questo & possibile se solo se il
discriminante non ¢ positivo, ovvero A < 0: in questo caso, abbiamo

A =4z -y)* = 4lyl* =),

ed e quindi ovvio che A < 0 ¢ equivalente alla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz. Notiamo poi
che
-yl = [zl Iyl <= A =0,

e cio e possibile se e solo se esiste un’unica radice reale per il polinomio P, ovvero se esiste un
unico tg € R tale che
2
0= P(to) = ll= +toyll",

ma cio e possibile se e solo se x + tgy = 0. A questo punto ci sono due casi possibili:
o sety # 0, allora y = Az per X = —¢;
e setyg =0, allora x =0.

Questo prova che vale 'uguaglianza nella disuguaglianza di Cauchy-Schwarz se e solo se x = 0 o
y = Az per qualche A € R. Infine, per quel che riguarda il segno, osserviamo che, se y = Az per
qualche A > 0, allora

z-y=x-(z) = Az -z) = [Mz|® = |zl Az]| = |=]ll|y]l,
mentre, se A < 0, allora
z-y=z-(\z) =Nz -z) = —[Mz|* = =zl \z]| = —ll=[|lyl,

dato che A = —|\|, per la definizione di valore assoluto. O



Dalla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz possiamo derivare la disuguaglianza triangolare per la
norma.

Proposizione 1.1.6 (Disuguaglianza triangolare). Per ogni xz,y € R™ wale la disuguaglianza
triangolare
Iz +yll < ll=ll + llyll,

e la sua versione alternativa
o=yl = [llell = iyl (1.1.2)

Dimostrazione. Per la definizione di norma abbiamo

lz+yl? = (@ +y) - (@ +y) = llz]* + 22 -y + |yl
< [l + 2ll=llyll + ly1* = (Il + ly1)?,

e concludiamo prendendo le radici quadrate di entrambi i membri. Usando poi questa prima
disuguaglianza triangolare, osserviamo che

[zl = 1I(z = y) +yll < llz = yll + [lyll;

ovvero
[z =yl = ll=ll = llyll-

D’altra parte, ragionando analogamente vediamo che

e =yl = lly — 2] > Iyl - I,
e quindi
o = yll = max{llzll = llgll Iyl = i} = [lle]l = Iyl
O

Notiamo che la distanza fra due punti nel piano cartesiano R? si puo esprimere come la norma
della differenza fra i vettori che rappresentano tali punti. Infatti, dati x = (x1,22) e y = (y1, y2),
grazie al Teorema di Pitagora sappiamo che la distanza fra = e y € data da

V(@ —y1)2+ (z2 —y2)2 = [lz — y].

Inoltre, se n = 1, chiaramente la distanza fra due punti sulla retta reale x,y € R & data dal valore
assoluto della differenza

[z =yl = [lz =yl
Percio in R™ definiamo la distanza euclidea tra due punti (vettori) z,y € R™ come
d(z,y) = [z =yl

La distanza gode delle seguenti proprieta elementari, che sono una semplice conseguenza di
quelle della norma.

Proposizione 1.1.7 (Proprieta della distanza). [Non vista a lezione.] Per ogni z,y,z € R" ¢
A € R abbiamo

(z,y) = d(y,z) (simmetria);
2. d(z,y) >0 ed(z,y) =0 se e solo se x =y (non degenerazione);
3. d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) (disuguaglianza triangolare);
4. d(Az, A

. d(Ax, Ay) = |A|d(z,y) (omogeneitd positiva).



1.1.2 Limiti in R"

Ora che abbiamo una nozione di norma, e quindi di distanza, possiamo definire il limite di
successioni di punti in R™, ovvero successioni di vettori.

Definizione 1.1.8. Una successione {z;};°> C R" tende ad a € R" se e solo se

li —all=0
k}fwllxk all =0,

e nel caso scriviamo

lim zp = a,
k—+oco

e diciamo che il limite di {z}}}>] ¢ a.
Notiamo che la definizione ¢ ben posta poiché limy_, 4 ||z — al| = 0 € un limite di numeri
reali (positivi), che & gia stato definito in Analisi Matematica A.

Anche in R™ valgono le usuali proprieta dei limiti, con I’aggiunta dell’operazione del prodotto
scalare.

Proposizione 1.1.9. Siano {xx}{ 25, {yx 125 C R™ e {\}/2] C R. Assumiamo che

lim zx=a e lim y,=05binR"
k——+o00 k——+o00

lim A, =XinR.

k— 400

Allora abbiamo

1. lim (zr +yg) =a+bin R™ (limite della somma),

k—+oco

2. lim (Agzx) = Aa in R™ (limite del prodotto vettore per scalare),
k— 400

3. lim (xp-yr) =a-binR (limite del prodotto scalare).

k— 400
Osservazione 1.1.10. Sia {z;};2] C R" tale che klim xr = a in R™. Allora, come facile
—+00
conseguenza della disuguaglianza triangolare, vediamo che, se i lim =z = a, allora
—400

Jm [l = fafl-
—+00

Infatti, per la disuguaglianza triangolare (1.1.2) abbiamo
0 < lleell = llall| < llox = all = 0 per ks — +oc.

D’altra parte, il viceversa e falso, ovvero puo succedere che esista il limite delle norme della
successione, ma non della successione stessa: si consideri ad esempio

xy, = (sin(k), cos(k)) C R?,

allora & chiaro che ||| = \/sinz(k) + cos?(k) = 1 per ogni k € N, di modo che limy_, 4o ||2x] = 1,
mentre non esiste il limite di x, dato che seno e coseno oscillano per k — +o0.
Inoltre, 'esistenza del limite in R™ & equivalente a chiedere che esistano i limiti per ciascuna

componente del vettore xy; pilt precisamente, se scriviamo z = (g 1, ..., %), allora

lim zpy=a in R" < lim zy;=a; in R perogni je€{l,...,n}.

k—4o00 k—4o00
Infatti,
n
|z — al* = Z(x’“j —a;)? -0 < z; —a perognije{l,...,n}
=1

Quindi, se per qualche j € {1,...,n} la successione {m;w}z:i non ammette limite, allora non esiste

il limite della successione {zj};>5 C R™, come mostrato dall’esempio precedente.

Nel caso n = 2, tutti questi risultati si applicano anche alle successioni nel campo complesso C.



1.1.3 Matrici e autovalori

Una matrice & una tabella ordinata di numeri reali’: dati m,n € N e a;j ERperi=1,...,me
j=1,...,n,la matrice A di dimensioni m x n (m righe e n colonne) degli elementi a;; ¢ data da
ail a2 e A1n,
a21 as2 e aon

Am1  Am?2 cee Omn

Chiamiamo R™*™ I’insieme delle matrici reali m x n, e osserviamo che possiamo vedere una matrice
A € R™*™ come un elemento dello spazio vettoriale R™" (in altre parole, R™*™ ¢ isomorfo a R™"),
dato che puo essere interpretata come un vettore con mn coordinate. Di conseguenza, R™*"™ & uno
spazio vettoriale, con operazioni di somma e prodotto per scalare definiti coordinata per coordinata
in maniera analoga a quanto visto in precedenza per i vettori, ovvero, dati A, B € R™*" e A € R,

abbiamo
aip a2z ... Qin b11
a1 A2 ... Q2p ba1
A+B = , +
Am1 Am2 Amn bml
e
a11 a2
a21  a22
ANA =)\
Am1 Am?2

bia ... bin ajr + b11 a12 + b12
baa ... ban a1 +ba1  ags + b
Y 1 +bm1 Gm2 + b2
a1n )\au )\alg . )\aln

a2q, )\agl )\azg ce /\agn

Amn A1l A2 .. Aamn

L’elemento nullo di R™*™ ¢ la matrice nulla

0 0 0
0 0 0
0 =
0 0 0
e 'opposto di una matrice A ¢ la matrice
—all —ail2 e —Q1n
—ag —a92 . —Aagn
A=
—am1 —am2 ... —Qmn

Q1n + bln
G2n + b2n

Come sappiamo dal corso di algebra lineare, le matrici sono un modo per rappresentare le
trasformazioni lineari dello spazio, ovvero le funzioni lineari tra due spazi euclidei (anche di di-
mensione diversa). Di conseguenza, si puo definire il prodotto fra matrici per rappresentare la

composizione fra trasformazioni lineari.
Siano m,n,p € N,

ail a2 cee Q1n ai
ag1 Q22 a2n a
2 mxn
A = [aijli=1,...m = eR
j=1,...,n PPN
Am
am1 QAm2 ceo Qmn

una matrice m X n, scritta mettendone in evidenza le righe, e

bll
b21
B = [bjk]J:I,.. n =
k=1,....p c.
bnl

612 . blp
by ... by

"l = [pYp?]. .. |bP) € R
bz -.. by

7Si possono anche definire matrici di numeri complessi, ma non & necessario in questo corso.



una matrice n X p, scritta mettendone in evidenza le colonne (scritte usando gli apici per differen-
ziarle dalle righe). Il prodotto fra queste matrici ¢ dato dalla matrice m x p® le cui componenti
sono i prodotti scalari fra i vettori riga e i vettori colonna (che hanno infatti la stessa dimensione
n):

a1 -bY ... ap-bP
A-B=la; Wiz1,m=1| . | eER™P
F=heop Gm - bY L. ay, - bP
dove
bik .
ai - b = (aiaiz ... ain) - bzk = Z a;jbjg.
bk =t

Nel caso particolare m = p = 1 abbiamo il prodotto scalare fra vettori, che puo infatti essere
interpretrato come una moltiplicazione tra un vettore colonna e un vettore riga, che ci da quindi
una matrice 1 X 1, ovvero uno scalare: date

b1
A== (a1 as...a,) e B=1[b] = b2 ’
by,
abbiamo
b1
A-B=d'"-b=(ajaz...a,)- b :Zajbj~
b pt

Un altro caso particolare rilevante ¢ il prodotto matrice per vettore (colonna), che risulta in un
vettore colonna della dimensione dei vettori riga della matrice, dato che abbiamo “(mxn)x(nx1) =
m x 17: piu precisamente, se

ay
A — a2 E Rmxn
am
e x € R™, allora
ay - T
as - T
Ax = 2 € R™
G - X

Infine, se consideriamo matrici quadrate n x n (ponendo quindi m = n = p), allora & facile
vedere che la moltiplicazione fra matrici ammette un elemento neutro, che ¢ la matrice identita

1 0 0
0 1 0

I .= ,
0 0 1

che chiaramente soddisfa
Al =TA = A perogni AeR"™™

Quindi, ricordando che una matrice diagonale & una matrice D = [d;;]; j=1,...n tale che solo gli
elementi sulla sua diagonale principale possano essere diversi da zero, ovvero d;; = 0 per ogni 7 # 7,
vediamo che la matrice identita ¢ la matrice diagonale con elementi tutti uguali a 1 sulla diagonale
principale.

8La regola da ricordare per le dimensioni & che la dimensione mediana si elide: “(m x n) - (n x p) = m X p”.
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Piu in generale, il prodotto contro una matrice diagonale ¢ notevolmente piu facile da calcolare:
siano A = [a;j]i j=1,..n € R"*" e

[(dy 0 ... 0
0 do ... O
D= e R™™",
|0 0 dy,
allora abbiamo ~
diayy  dyarp ... dial,
daazy  daaze ... daagy
DA =
_dnanl dnanQ v dnann

Per questa e altre ragioni legate alla geometria lineare, nello studio delle matrici quadrate sono
di particolare interesse le nozioni di autovalore e autovettore, perché permettono di associare una
matrice diagonale a una matrice data (se & possibile farlo).

Definizione 1.1.11 (Autovalori e autovettori). Sia A € R™*". Diciamo che A € R & un autovalore
di A se esiste x € R™, x # 0, tale che
Az = Az.

Tale z si dice autovettore di A (di autovalore \)?.

Osservazione 1.1.12. Nel caso di una matrice diagonale, gli autovalori sono gli elementi della
diagonale principale e gli autovettori sono gli elementi della base canonica di R™. Infatti, data

di 0 0
0 dy 0

D= :
0 0 dy,

vediamo facilmente che
Dej = dje; perognije {1,...,n},

di modo che A\; = d; per ogni j € {1,...,n}.

Tuttavia, nel caso di matrici che non siano diagonali, non ¢ immediato individuare autovalori
e autovettori. Fortunatamente, si possono calcolare gli autovalori senza dover utilizzare la defini-
zione. Allo scopo, dobbiamo richiamare un concetto fondamentale legato allo studio delle matrici
quadrate: il determinante.

Definizione 1.1.13. Il determinante & la funzione det : R"*"™ — R definita per induzione su n
nel seguente modo: data A = [a;l; j=1,.. n € R"*",

o sen =1, allora det(A) :=ay 1,
e sen > 2, allora
det(A) = Z ail(—l)“’l det(Ail),
i=1
dove A;; & la matrice quadrata (n — 1) x (n — 1) che si ottiene da A eliminando la prima
colonna e la riga ¢-esima.

A essere rigorosi, si puo definire il determinante in maniera astratta e poi dimostrare che questa
& una formula per il suo calcolo, detta sviluppo di Laplace. Raccogliamo tutte le informazioni utili
sul determinante nella seguente proposizione.

Proposizione 1.1.14. Sia A = [ai;]i j=1,...n € R™*™. Valgono le sequenti proprieta:

9Si possono anche definire autovalori complessi, ma cid va oltre gli scopi di questo corso.
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1) per ogni j € {1,...,n} fissato abbiamo
det(A) = Zaij(—l)”j det(Aij),
i=1

dove A;1 & la matrice quadrata (n — 1) x (n — 1) che si ottiene da A eliminando la colonna
j-esima e la riga i-esima;

2) per ognii € {1,...,n} fissato abbiamo
det(A) = a;;(—1)" det(As));
j=1

3) sen =2, allora
det(A) = ar1a22 — a12a91;

4) sen =3, allora

_ a22 A23 _ a12 a3 a12 Aa13 .
det(A) = ayq det ([a32 agJ) a9y det ([%2 agJ) + ag1 det ([a22 agJ) ;

5) det(kA) = k™ det(A) per ogni k € R;

d 0 ... 0
0 do ... O

6) det . :dldg...dn;
0 0 ... d,

7) det(I) = 1.

Possiamo ora enunciare il teorema relativo al calcolo degli autovalori di una matrice quadrata.

Teorema 1.1.15. Sia A € R**". Abbiamo
A €R ¢éun autovalore di A <= det(A— ) =0.
Come conseguenza della formula per il calcolo del determinante, osserviamo che la funzione
A — det(A — AI)

& un polinomio di grado n, detto polinomio caratteristico della matrice A € R™*". Di conseguenza,
per il Teorema Fondamentale dell’ Algebra, sappiamo che esistono al massimo n autovalori di una
matrice quadrata n x n. Tuttavia, non ¢ detto che siano distinti (si pensi alla matrice nulla o
all’identita) né che siano esattamente n.

Esempio 1.1.16. Sianon =2e

Allora abbiamo
det(A — ) = det <[j _&D =N +1,

e sappiamo
MN41=0 < =i,
dove i & 'unitd immaginaria (la “radice quadrata di -1”). Di conseguenza, dato che gli autovalori

devono essere numeri reali, la matrice A non ha nessun autovalore.

Tuttavia, in questo corso ci interesseremo solo a un tipo particolare di matrici che ammet-
tono sempre n autovalori (reali e contati con le loro molteplicita algebriche), ovvero le matrici
simmetriche.
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Definizione 1.1.17. Sia A = [a;j]i j=1,..n € R"*". A & una matrice simmetrica se a;; = aj; per
ognii,j € {1,...,n}".

Teorema 1.1.18. Sia A € R™™™ una matrice simmetrica. Allora esistono A\, Xo,..., A\, € R e
T1,%2,...,2, € R\ {0} tali che

Az; = Njz; per ogni j € {1,...,n}.
In particolare, A ammette n autovalori.

Concludiamo questa sezione parlando della relazione fra gli autovalori di una matrice quadrata
(simmetrica), il suo determinante e la sua traccia (della quale diamo adesso la definizione).

Definizione 1.1.19. La traccia ¢ la funzione Tr : R*"*"™ — R data da

n
TT(A) = Z a;; per ogni A = [a'ij]i,jzl,.“,n c RPX™,

i=1

Teorema 1.1.20. Sia A € R™ " una matrice simmetrica'!

abbiamo

con autovalori A1, Ao, ..., A,. Allora
det(A) = MAz... Ay e Tr(4) =)\
i=1

Nel caso n = 2 questo risultato permette di dedurre il segno degli autovalori di una matrice
quadrata (simmetrica) a partire dal segno di determinante e traccia.

a1z Q22
Assumiamo che A1 < Ag. Abbiamo i sequenti casi:

. . a a . . . .
Corollario 1.1.21. Sia A = { 1 121 e R?*2 yna matrice simmetrica con autovalori A1y As.

e A, A2 > 0 se e solo se det(A) > 0 e Tr(A) > 0, oppure, equivalentemente, se e solo se
det(A) >0ea;; >0 (0 a9 > 0),

e A, A2 < 0 se e solo se det(A) > 0 e Tr(A) < 0, oppure, equivalentemente, se e solo se
det(A) >0 ea; <0 (0 ax <0);

o A1 <0< Ay se e solo sedet(A) <0 ;
e A1 =0< Ay se e solo sedet(A) =0 e Tr(A) > 0;
e A1 <0 =X\ seesolosedet(A) =0 e Tr(A) <0 .

Dimostrazione. Grazie al Teorema 1.1.20 sappiamo che
det(A) = MA2 e Tr(A) = A1 + Ao

La tesi segue quindi da semplici osservazioni aritmetiche: ad esempio, A1, A2 > 0 se e solo se il loro
prodotto e la loro somma sono positivi, ovvero det(A) > 0 e Tr(A4) > 0; mentre A\; e Ay hanno
segno opposto se e solo se il loro prodotto ¢ negativo, ovvero det(A) < 0. Lasciamo i restanti casi
come esercizio.

Per quel che riguarda la determinazione del segno degli autovalori in termini del segno di a1y
(0 ag2), osserviamo che

det(A) = a11022 — (a12)2 € TI'(A) = ay1 + a29.

Di conseguenza,
det(A) >0 <= ajja > (a12)> >0

e cio significa che a1 e aso devono avere lo stesso segno: percio il segno della loro somma dipende
solo dal segno di uno dei due addendi. O

10Tn altre parole, la riga i-esima di A & uguale alla colonna i-esima.
111 teorema in realta & valido per una classe pitt ampia di matrici (dette diagonalizzabili), ma ciod va oltre gli scopi
di questo corso.
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1.2 Nozioni di topologia e continuita delle funzioni

Sulla retta reale R il dominio di definizione “naturale” di una funzione € un intervallo, o al piu
un’unione di intervalli. Invece, nello spazio euclideo di dimensione n non & ovvio cosa debba
generalizzare la nozione di intervallo: il prodotto cartesiano di intervalli sembra un buon candidato,
ma presenta degli svantaggi tecnici per il calcolo, mentre la palla & del tutto coerente con la nozione
di norma euclidea, pero la sua regolarita e simmetria non tiene conto della grande varieta di forme
che possono assumere le regioni dello spazio. Inoltre, non ¢ piu scontato cosa si intenda con insieme
aperto o chiuso (mentre nel caso di intervalli della retta reale si trattava solo di controllare se i
punti estremi fossero o meno inclusi nell’intervallo stesso).

Come vedremo, una soluzione “operativa” a questi problemi ¢ usare la nozione stessa di funzione
continua per definire gli insiemi aperti. Si puo d’altra parte definire il concetto di insieme aperto
(e in generale la topologia dello spazio euclideo!?) in maniera indipendente, e poi dimostrare la
stretta relazione con la continuita delle funzioni: tale approccio va pero oltre gli scopi di questo
Ccorso.

1.2.1 Funzioni continue

Definizione 1.2.1. Siano E C R™ un insieme, f : E — R una funzione e zy € F.

La funzione f & continua in x¢ se per ogni ¢ > 0 esiste § = §(wg,e) > 0'2 tale che, per ogni
z € E con ||z — zo|| < § abbiamo |f(z) — f(zo)| < .

Diciamo poi che f : E — R & continua in E se & continua in ogni punto z¢ € F, e scriviamo

feC(E).

Vediamo alcuni esempi di funzioni continue in R™.

Esempio 1.2.2. Se n = 2, allora le funzioni

fl@y) ==, glz,y) =y e h(z,y) =2>+y°

sono continue in tutto il piano R2.
In generale, le funzioni f(z) = x; per j € {1,...,n} sono continue in R”: infatti, per ogni
xg € R™, abbiamo
1£(2) = F(wo)] = I — o] < 1z — o]l

e quindi ¢ sufficiente prendere d = ¢ nella definizione di continuita.
Inoltre, la norma euclidea g(x) = ||z|| & ovviamente una funzione continua in R™: infatti, la
forma alternativa della disuguaglianza triangolare (1.1.2) implica facilmente che

l9(@) = glwo)| = |2l = laoll| < llz = woll,

e quindi si pud ancora scegliere § = ¢ nella definizione di continuita.

Le funzioni continue in pit variabili hanno proprieta analoghe a quelle di una variabile reale.
Proposizione 1.2.3. Siano E CR" e f,g € C(E). Allora

1. af +bg € C(E) per ogni a,b € R;

2. f-geC(E)eflgeC(F), dove F={x € E:g(zx)#0};

3. se f(F)C D, dove D CR e e C(D), allora po f € C(E).

p(z)

In particolare, tutti i polinomi in piu variabili sono continui su R™, le funzioni razionali fratte @

sono continue in {x € R™ : q(z) # 0}, le funzioni esponenziali e/ sono continue in E, e le funzioni
logaritmiche log(f) sono continue in {x € E: f(x) > 0}.
Inoltre, sianom € N e f1,..., fm, € C(E), allora

1. se F(z) = (f1(x),..., fm(x)) soddisfa F(E) C D CR™ e g € C(D), allora go F € C(E);

121] termine topologia, che letteralmente significa “studio dei luoghi”, indica la collezione degli insiemi aperti di
un determinato spazio, tramite la quale si possono caratterizzare gli insiemi chiusi, le funzioni continue, i limiti e in
generale il calcolo.

13La notazione 6(zo, €) significa che § dipende da z¢ ed ¢.
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2. maX{fh'"afm}amin{f1>~-'afm} € C(E)

Dimostrazione. [Non vista a lezione.] Dimostriamo solo che se f; e fo sono continue allora
max{ f1, f2} & continua. La dimostrazione col minimo & simile. Sia zy € E. Fissiamo ¢ > 0: per
la continuita di fi e fo esistono d1,d2 > 0 tali che ||z — zo|| < 6; = |f;(x) — f;j(z0)| < €. Abbiamo
che se ||z — xo|| < min{d1, d2}, allora:

max{ fi(x), f2(7)} — e = max{f1(z) — ¢, fo(x) — e} < max{fi(20), f2(v0)}
< max{f1(z) + ¢, f2(z) + e} = max{fi (), fa(z)} + &

quindi

| max{fi(x), f2(x)} — max{fi(zo), f2(z0)}| <e.
Avendo dimostrato il risultato per due funzioni, quello per max{fi,..., fm} segue per induzione
sum > 2. O

Esempio 1.2.4. Diamo un altro esempio della composizione di m funzioni continue con una
funzione di m variabili reali. Siano E CR", m € N, f1,..., fm € C(E) e g : R™ — R data da
9(y) = |ly||. Allora & chiaro che

m

(fi(2))?,

Jj=1

g(fl(l')7 .- 7fm($)) =

di modo che la composizione g o F' rappresenta la norma (punto per punto) del vettore di funzioni

F=(fi, ., fm)

1.2.2 Insiemi aperti, chiusi e compatti

Definizione 1.2.5. Un insieme A C R" & aperto in R™ se esiste f € C(R™) tale che
A={zeR": f(z) <0}

Un insieme C' C R™ & chiuso in R™ se esiste g € C(R™) tale che
C={zxeR":g(x) <0}

Benché sia giusto farlo, nel seguito ometteremo di specificare ogni volta che siamo in R", e
diremo solo che un insieme & aperto o chiuso.

Osservazione 1.2.6. Nella definizione di insieme aperto (e analogamente per il caso di insieme
chiuso) si puo equivalentemente richiedere che esista invece f; € C(R™) tale che

A={zeR": fi(z) > 0},
oppure che esistano fo € C(R™) e t € R tali che

A={zeR": fr(z) <t}
oppure ancora che esistano f3 € C(R") e s € R tali che

A={zeR": f3(x) > s}.

Infatti, se f: R™ — R & una funzione continua tale che A = {z € R" : f(x) < 0}, allora & chiaro
che sono continue anche le funzioni

filz) = —f(z), fo(z) = f(z) +t e f3(z) =s— f(z) perognit,seER,

e viceversa, se esiste una di queste altre funzioni continue, allora si possono definire f e tutte le
altre. Si puo quindi verificare facilmente che

f() <0 <= fi(z) >0 <= folz) <t <= f3(z) >s.
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Osservazione 1.2.7. Notiamo che questa definizione di insiemi aperti e chiusi ¢ coerente con le
nozioni di intervallo aperto e chiuso nel caso della retta reale R. Infatti, siano a,b € R,a < b, e
f:R — R data da

f(@) = (z = b)(z —a).
Allora, si verifica facilmente che f € C(R) e che
{zeR: f(z) <0} =(a,b) ¢ {zeR: f(z) <0} =[a,bl,
di modo che effettivamente (a, ) ¢ aperto e [a,b] & chiuso nel senso della Definizione 1.2.5.
Esempio 1.2.8. Il cerchio unitario centrato nell’origine, senza pero la sua circonferenza, ovvero
I'insieme
{(z,y) e R? 1 2% + 4% < 1},

¢ aperto, visto che basta considerare la funzione continua f(z,y) = 2 + y? — 1, mentre lo stesso
cerchio unito alla sua circonferenza, ovvero

{(z,y) eR?*: 2 +y* < 1},

& chiuso, e lo si vede prendendo in considerazione la stessa funzione f. Inoltre, la circonferenza
unitaria
C={(z,y) eR*: 2> 44> =1}

¢ chiusa. Infatti, sia g(z,y) = (22 + y? — 1)?: allora & chiaro che g € C(R?) e
gz, y) <0 = g(z,y) =0 <= 2°+y*=1 <= (x,y)€C.

Una famiglia fondamentale di insiemi aperti e chiusi sono le palle e le sfere (alcuni casi particolari
delle quali abbiamo visto in dimensione 2 nell’esempio precedente!?).

Definizione 1.2.9. Per ogni a € R™ e r > 0 definiamo i seguenti insiemi:
e la palla aperta di centro a e raggio r ¢ I'insieme (aperto) B,(a) = {x € R" : ||z — a|| < r};
e la palla chiusa di centro a e raggio r ¢ 'insieme (chiuso) m ={z eR": ||z —al| <r};
e la sfera di centro a e raggio r & I'insieme (chiuso) 9B, (a) = {x € R" : ||z — al = r}.

Osservazione 1.2.10. Osserviamo che la palla aperta e effettivamente un insieme aperto, cosi
come la palla chiusa e la sfera sono chiuse. Infatti, & sufficiente considerare la funzione

n
f@) = e —al® =r* = (25— a;)* =12,
j=1

che e continua in R™, essendo un polinomio, e chiaramente soddisfa

e f(z) <0 seesolosex e B.(a),

e f(z) <0 seesolosez € B.(a),

e (f(x))? <0seesolosez € dB,(a).

Raccogliamo nella seguente proposizione una serie di fatti utili relativi alla topologia di R"™.
Proposizione 1.2.11. Valgono i sequenti fatti:
1. se f € C(R™), allora lVinsieme {x € R™: f(z) = 0} é chiuso;

2. dato E CR"™, E ¢é aperto se e solo se R*\ E é chiuso, e viceversa E é chiuso se e solo se R"\ E
e aperto;

3. se Ay, ..., A CR™ sono aperti, allora Ay N...NA e Ay U...UAg sono aperti;

140Onde non appesantire il linguaggio, quando si lavora in uno spazio euclideo di dimensione generica n si tende a
parlare semplicemente di palle e sfere, senza stare a riferirsi a intervalli simmetrici per n = 1 o cerchi e circonferenze
per n = 2.
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4. se C,...,Cr CR™ sono chiusi, allora C1N...NCr e C1U...UCy sono chiusi;

5. linsieme vuoto ) e tutto lo spazio R™ sono sia chiusi che aperti, e sono gli unici insiemi in R™
con questa proprietd;

\

6. un insieme A C R™ ¢ aperto se e solo se per ogni x € A esiste € > 0 tale che B.(z) C A
(definizione alternativa di aperto);

7. un insieme C C R™ ¢& chiuso se e solo se per ogni successione {mk};ﬁ C C tale che esiste il

limite i lim z =z € R" abbiamo x € C (definizione alternativa di chiuso).
— 400

Dimostrazione. Vediamo la dimostrazione dei primi cinque punti.
1. Sia h(z) = (f(z))?: chiaramente, h € C(R") e h(z) < 0 se e solo se f(z) = 0.
2. Assumiamo che E sia aperto. Sia f € C(R") tale che x € E se e solo se f(z) < 0. Allora
—feCR) e
—f(2) <0 <= f(z) 20 < z ¢ F,
ovvero R"\ E = {z € R": f(x) > 0}, ed & dunque chiuso. Chiaramente, questo ragionamento

puo essere fatto in senso opposto, assumendo che R™ \ E sia chiuso. Poi, la seconda parte
dell’enunciato ¢ equivalente alla prima, con i ruoli di E e del suo complementare scambiati.

3. Siano f; € C(R™) tali che x € A; se e solo se f;(z) < 0 per ogni j € {1,...,k}. Allora abbiamo
che x € A;N...N A se e solo se fj(xz) < 0 per ciascun j € {1,...,k}, e cid & vero se e solo
se max{ f1(z),..., fr(z)} < 0; ma la funzione max{ fi(x),..., fx(z)} < 0 & continua in R™ (per
la Proposizione 1.2.3), e quindi ne segue che A; N...N Ay ¢ aperto. Per 'unione degli aperti,
osserviamo che ¢ sufficiente che una sola delle funzioni f;(z) sia negativa, e quindi consideriamo
il minimo di tali funzioni invece del massimo.

4. Si dimostra in maniera analoga al punto precedente.

5. Consideriamo la funzione costante f(x) = 1 per ogni € R”, che ¢ ovviamente continua in R™.
Allora abbiamo

{zeR”: f(z)<0}={zeR":1<0}=0={z:1<0}={z e R": f(z) <0}.

Quindi, I'insieme vuoto ¢ sia aperto che chiuso, e quindi lo ¢ anche il suo complementare, R™.
Che questa proprieta caratterizzi I'insieme vuoto e I'intero spazio € un fatto tecnico che va oltre
gli scopi del corso.

Definiamo ora il bordo (o la frontiera) di un insieme in R™.

Definizione 1.2.12. Sia £ C R". 1l bordo di E & l'insieme
OF ={x eR":ENB.(x) 0 e (R"\ E)NB,(z) #0 per ogni r > 0}.

Per dirla in maniera informale, il bordo di un insieme & costituito dai punti che non stanno né
del tutto dentro né del tutto fuori, ma “a meta”, nel senso che ogni palla centrata in tali punti
dovra intersecare sia l’insieme che il suo complementare.

Sfruttando la nozione di bordo, possiamo definire rigorosamente cosa si intende quando diciamo
che un punto “sta dentro” o “sta fuori” un insieme.

Definizione 1.2.13. Sia £ C R". L’interno di E & 'insieme
E°:=FE\JEF,

mentre la chiusura di E ¢ 'insieme -
E:=FUQJE.

Di conseguenza, diciamo che un punto z € R™ e interno ad E se x € E°, mentre & esterno se
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Esempio 1.2.14. Vediamo nel dettaglio il caso di un intervallo aperto sulla retta reale. Siano
n=1ea,b€R cona<b. Allora abbiamo

d(a,b) = {a,b}, (a,b)° = (a,b) e (a,b) = [a,b].
Infatti, dato che B,(z) = (v — r,x + ), ¢ facile vedere che
(a,b)N(a—r,a+7r) = (a,min{b,a+r}) #0 e ((—o0,a] U[b,+00))N(a—r,a+71) 2 (a—r,a] # () per ogni r > 0,
e
(a, b)N(b—7,b+r) = (max{a,b—1},b) #0 e ((—o0,a]U [b, +00))N(b—7,b+r) D [b,b+r) # () per ogni r > 0.
Per contro, se = € (a,b), allora
((=00,alU b, 400)) N (x —r,z+71) =0 perogni 0<r <min{z—a,b—z};
mentre se z ¢ [a, ], allora
(a,0)N(z—r,z+7)=0 perogni 0<r < min{a—x,z—b}.

Osservazione 1.2.15. I simboli scelti per indicare la palla chiusa e la sfera sono coerenti con
questa notazione. Infatti, non ¢ difficile mostrare che la sfera dB,.(a) ¢ effettivamente il bordo
della palla B,.(a), e che B;.(a) = B,.(a) U9B,.(a), ovvero che la palla chiusa ¢ la chiusura della palla
aperta.

Osservazione 1.2.16. Tutto lo spazio R™ non ha bordo, ovvero JR™ = (), dato che il suo comple-
mentare e il vuoto, e dunque la seconda condizione nella definizione di bordo non puo essere mai
soddisfatta.

Enunciamo alcune proprieta fondamentali di bordo, interno e chiusura.
Proposizione 1.2.17. Sia E C R". Allora
1. E° ¢é un insieme aperto;
2. E e OF sono insiemi chiusi;
3. OE=FE\ E°;
4. E ¢ aperto se se solo se E° = E;
5. E ¢ chiuso se solo se E = E.

Osservazione 1.2.18. Esistono insiemi che non sono né chiusi né aperti. Ad esempio, se consi-
deriamo F = B1(0) U{e1} = B1(0) U {(1,0,...,0)}, allora & chiaro che E non ¢ aperto, dato che
E° = B1(0) € E, e non & neanche chiuso, dato che E = B;(0) 2 E. Tuttavia, questo tipo di
insiemi non sono facili da gestire nell’ambito del calcolo differenziale, e quindi non li considereremo
in questo corso.

Diamo poi altre due utili definizioni relative alla topologia di R™.

Definizione 1.2.19. Un insieme E C R™ ¢ limitato se esiste R > 0 tale che E C Bgr(0). Un
insieme ¢ ¢llimitato se non ¢ limitato.

Definizione 1.2.20. Un insieme K C R™ & compatto se & chiuso e limitato.

Dunque, gli insiemi compatti sono la nozione piu vicina, in pit variabili, a quella di intervallo
chiuso e limitato nella retta reale. Infatti, vale una versione del Teorema di Weierstrass sugli
insiemi compatti in R™. Prima di enunciarlo, definiamo le nozioni di massimo e minimo di una
funzione.

Definizione 1.2.21. Siano E CR", f: E — R e a € E. Diciamo che

e a & un punto di massimo assoluto (o globale) per f in E se f(a) > f(x) per ogni x € E,
ovvero se f(a) ¢ il (valore) massimo di f in E, e in tal caso scriviamo

max f(z) = f(a);

z€E
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e a & un punto di minimo assoluto (o globale) per f in E se f(a) < f(x) per ogni x € E, ovvero
se f(a) ¢ il (valore) minimo di f in E, e in tal caso scriviamo

min f(z) = f(a).

z€E

Per abbreviare, ¢ consuetudine scrivere solo maxg f e ming f, lasciando sottintesa la variabile z.

Teorema 1.2.22 (Teorema di Weierstrass in piu variabili). Siano K C R™ un insieme compatto
e [ € C(K). Allora esistono Twmin, Tmax € K tali che

gg% f(@) = f(zmin) e glea%f(x) = f(Tmax)-

Osservazione 1.2.23. Il Teorema di Weierstrass implica ’esistenza di almeno un punto di mas-
simo e un punto di minimo assoluti, ma ce ne potrebbero essere molteplici, anche infiniti (basti
pensare alle funzioni costanti, per le quali ogni punto ¢ sia di massimo che di minimo). Inoltre, il
Teorema di Weierstrass fornisce delle condizioni sufficienti per assicurare 'esistenza di punti in cui
i valori massimi e minimi di f sul suo dominio sono realizzati, ma tali punti possono esistere anche
in casi in cui f non sia continua, o K non sia compatto. In altre parole, le ipotesi del teorema non
sono condizioni necessarie.

Osservazione 1.2.24. Il Teorema di Weierstrass equivale a dire che, dati K C R™ compatto
e f € C(K), allora esistono max,crx f(z) e mingcx f(z). Questa riformulazione & equivalente
nel senso che possiamo ridefinire le nozioni di massimo e minimo a partire da quelle di estremo
superiore ed estremo inferiore, ovvero sup e inf. Dati E C R" e f : E — R, diciamo che M € R
¢ un maggiorante di f su E se f(x) < M per ogni x € E e che m € R & un minorante di f su E
se f(x) > m per ogni x € E. Diciamo poi che f & illimitata superiormente su E se non esistono
maggioranti, mentre & illimitata inferiormente se non esistono minoranti (altrimenti, f & limitata
superiormente o inferiormente). Quindi definiamo estremo superiore ed estremo inferiore per casi:

« se f ¢ limitata superiormente, sup,cp f(z) ¢ il minimo dei maggioranti;
o se f ¢ illimitata superiormente, sup,¢p f(x) := 400;

e se f ¢ limitata inferiormente, inf,cp f(x) ¢ il massimo dei minoranti;

e se f ¢ illimitata inferiormente, inf,cp f(z) := —c0.

Per abbreviare, ¢ consuetudine scrivere solo supy f e infg f, lasciando sottintesa la variabile z. Di
conseguenza, supg f e infg f esistono sempre in R = [—o00, +00]. Allora, diciamo che f ammette
massimo e minimo in E se esistono Tmax, Tmin € F tali che

f(xmax) = SUpf € f(l'min) = I%f fa
E

e in tal caso questi valori di f sono il massimo e il minimo, rispettivamente.

Questa interpretazione permette di capire I'importanza del Teorema di Weierstrass: infatti,
mentre esistono sempre gli estremi superiori e inferiori di una funzione, non e detto che, pure se
sono finiti, siano effettivamente raggiunti da tale funzione in qualche punto.

Inoltre, cio ci permette di stabilire un criterio di non esistenza di punti di massimo e minimo
assoluti:

e se f(x) < sup f per ogni x € E, allora f non ammette massimo su E e non esistono punti di
E
massimo assoluto;

e se f(x) > i%ff per ogni x € E, allora f non ammette minimo su F e non esistono punti di

minimo assoluto.

In particolare, se supy f = 400, allora non esistono punti di massimo assoluto di f su Ej e, se
infg f = —o0, allora non esistono punti di minimo assoluto di f su E.

Pur non dando informazioni dirette e precise sulla collocazione dei punti di minimo e massimo,
il Teorema di Weierstrass in alcuni casi particolari ne da di indirette e puo essere utile a restringere
il campo in cui andiamo a cercare dei punti di massimo e minimo.
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Esempio 1.2.25. Counsideriamo la funzione f(z,y) = zy(x + y — 1) sull’insieme
T={(z,y) eR*:0>0,y>0,z+y <1},

che & un triangolo rettangolo di cateti di lunghezza 1. Notiamo che T & chiuso e limitato: infatti,
¢ 'intersezione di tre insiemi chiusi, ovvero

{(z,y) eR*:2 >0}, {(z,y) €R*:y >0}, {(z,y) eR*:y <1—2a},

ed ¢ chiaramente contenuto in Br(0) per ogni R > 1. Quindi T & compatto, e allora per il Teorema
di Weierstrass f ha un massimo e un minimo in 7. Inoltre, abbiamo

min z,y) <0 e max f(z,y) =0,
(x’y)eTf( Y) (W)eTf( Y)

dato che f(x,y) <0 per ogni (z,y) € T e f(x,y) = 0 per ogni (z,y) € OT.
Non possiamo trarre la stessa conclusione nell’insieme

S={(z,y):x>0,y>0,z+y>1},

che e chiuso, visto che & ancora l'intersezione di tre insiemi chiusi, ma non limitato, dato che
contiene tutta la semiretta {(z,0) € R? : z > 1}. Abbiamo che f(z,y) > 0 per ogni (x,y) € S, e
f(z,y) =0 per ogni (x,y) € 95, quindi deduciamo che

min z,y) = 0.
Join f(z,y)
Invece, non possiamo dedurre dal Teorema di Weierstrass che f abbia un valore massimo su S. E
infatti non lo ha: dimostriamo che f ¢ illimitata superiormente su S, ovvero sup(, ,)cs f (z,y) =
+o0. Allo scopo, consideriamo la successione di punti (k,k) € S per ogni k € N: allora vediamo

facilmente che
f(k,k) = k*(2k — 1) e quindi klim f(k, k) = 400,

—+00

di modo che non possono esistere maggioranti di f su .S.

1.2.3 Limiti di funzioni

In maniera analoga a quanto visto per il calcolo in una variabile, definiamo i limiti di funzioni in
piu variabili.

Definizione 1.2.26. Siano £ C R™ e a € R™ un suo punto di accumulazione, ovvero tale che per
ogni 7 > 0 si abbia che B.(a) N (E\ {a}) # 0. Sia f: E — R. Diciamo che f(x) tende a L € R
per x che tende ad a, e scriviamo

lim f(z) = L,

r—a

se per ogni € > 0 esiste § = §(a, &) > 0 tale che
VeeE: |z —a| <d=|f(z)—L|<e.

Osservazione 1.2.27. In particolare, se g € E ¢ di accumulazione, allora f ¢ continua in x( se
e solo se lim f(z) = f(xp). Inoltre, notiamo che, se E ¢ un aperto, allora ogni punto di E ¢ di
Tr—To

accumulazione. Nel seguito, lavoreremo principalmente con insiemi aperti.

Osserviamo che, rispetto al caso della retta reale, il limite in piu variabili esiste se e solo se
esiste lungo qualunque possibile traiettoria che porta ad a. Quindi, il limite non esiste se non esiste
lungo una qualche traiettoria o e diverso lungo due traiettorie diverse. Vediamo due esempi.

£C2 2

Esempio 1.2.28. Siano n = 2 e f(z,y) = ﬁ per (z,y) # (0,0). Allora non esiste
=Ty

lim  f(z,y). Infatti, osserviamo che
(z,9)—(0,0)

2

. f(ac,O):ﬁ =1 per ogni = # 0,
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Figura 1.1: 1l grafico di f(z,y) = i

x2+ 2 -

.2
o f(O,y)Zy—gZ—l per ogni y # 0,
2 — m2z? _ 1—m?

o f(z,mz) = per ogni x # 0 e m € R.

224+ m?2z2 14 m?
Quindi, questa funzione assume diversi valori costanti lungo diverse rette che passano dall’origine,

e percio il suo limite per (z,y) — (0,0) non puo esistere.

Esempio 1.2.29. Il limite potrebbe tuttavia esistere lungo tutte le rette che vanno al punto a e
avere lo stesso valore, ma non esistere lo stesso come limite in piu variabili. Per vedere cio, poniamo

n =2, a=(0,0) e consideriamo f(x,y) = :104——1—?/2 per (z,y) # (0,0). Allora abbiamo
3
o f(xz,mzx)= o Tfn%c? = xQT—rll—me per ogni x # 0 e m € R, di modo che ilg}) flx,mz) =0,
e f(0,y) =0,

ovvero il limite di f lungo una qualunque retta che va nell’origine & 0. Tuttavia, se consideriamo

la traiettoria data dalla parabola y = 2, abbiamo
4

Tt 2

f(z,z?) = per ogni x # 0,

1
di modo che lin% fz,2?) = 3 # 0. Dunque, il limite di f(z,y) per (z,y) — (0,0) non esiste, dato
T—r

che lungo le rette € 0, mentre lungo una parabola & %

Per parlare con maggiore precisione dell’idea di traiettorie di punti nello spazio, dobbiamo
introdurre la nozione di curva.
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2

Figura 1.2: 1l grafico di f(x,y) = F%

1.2.4 Curve

Ci si pud muovere nel piano e nello spazio lungo delle curve'®. Questo termine & in genere usato
con due significati diversi: la curva come oggetto geometrico (I'insieme dei punti toccati durante
il percorso), o la curva come oggetto cinematico (la curva intesa come traiettoria: posizione di
un punto mobile al variare del tempo). In questo corso intendiamo la curva come traiettoria
(interpretazione cinematica) e usiamo il termine di “traccia” per 'oggetto geometrico. In molte
applicazioni i due punti di vista sono di fatto interscambiabili (si pud parlare di “circonferenza”
intendendo una qualsiasi traiettoria che la percorra, cioe¢ che la “parametrizzi”), ma ¢ comunque
importante fare la distinzione.

Definizione 1.2.30. Una curva in E C R™ & una funzione v : I — E, dove I C R & un intervallo e
¥ = (71,72, --,7Yn) & un vettore di funzioni v; € C(I) per j € {1,...,n}'®. L’immagine v(I) C E
¢ la traiettoria, o traccia, della curva .

Osservazione 1.2.31. Osserviamo che la stessa traccia puo essere data da diverse curve, ovve-
ro diverse parametrizzazioni possono risultare nello stesso oggetto geometrico (percorso perd con
velocita differenti). Ad esempio, siano

I=100,1], n =2, v(t) = (cos(2nt),sin(27t)) e (t) = (cos(27t?),sin(27t?)).

Chiaramente () = §(I) (sono entrambe la circonferenza unitaria), ma la velocita (concetto che
sard introdotto rigorosamente nella sezione 1.5) di y & costante in modulo, mentre il modulo della
velocita di ¢ dipende da t € [0, 1].

Vediamo un esempio fondamentale di curva, ovvero il segmento che unisce due punti nello
spazio.

Esempio 1.2.32. Dati i punti P,Q € R™, cerchiamo una funzione la cui traccia sia il segmento
che va da P a @, ovvero una parametrizzazione per tale segmento. La maniera piu semplice per
farlo & scegliere una curva « la cui traccia coincida con la retta che passa per i punti P e @, per
poi restringerla opportunamente. Osserviamo quindi che si tratta di rappresentare lo spazio affine
dato da

P +span{@Q — P} ={P+t(Q—P):teR}.

15 Anche sulla retta reale, dove perd le curve sono banalmente dei segmenti.
16Quindi v; ¢ la j-esima componente di vy, e a ogni ¢ € I viene associato il punto y(t) = (1 (), v2(t), ..., (t)) € E.
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Di conseguenza, possiamo scegliere proprio la curva
V) =P+HQ-P)=(1-t)P+tQ = (1 -t)P +1Q1,...,(1 —1)P, +1Qn) perteR,

e poi osservare che v(0) = P (il punto iniziale) e y(1) = @ (il punto finale). Dunque, il segmento
da P a @ & dato dalla curva v : [0,1] — R™, ovvero lo si ottiene restringendo il dominio di ~
all’intervallo [0, 1]. Notiamo poi che si potrebbe scegliere qualunque altra curva

6(t) = P+ f(t)(@ — P) perte[0,1],

dove f :[0,1] — [0,1] & una qualche funzione continua, crescente e tale che f(0) =0e f(1) = 1.
Tuttavia, € naturale scegliere la parametrizzazione piu semplice, ovvero quella lineare, anche avendo
in mente il calcolo di derivate e integrali relativi alle curve (che vedremo nelle sezioni 1.5 e 2.3, e
nel capitolo 3).

1.2.5 Insiemi connessi per archi e Teorema degli Zeri

La nozione di curva permette di definire il concetto di connessione per insiemi nello spazio euclideo,
che ¢ di fatto la formulazione rigorosa dell’idea che I'insieme “sia costituito da un solo pezzo”.

Definizione 1.2.33. Un insieme E C R"™ & connesso per archi se per ogni coppia di punti P, Q di
E esiste una curva v : [a,b] — E con punto iniziale y(a) = P e punto finale y(b) = Q.

Per esempio, l'insieme E; = {(x,%) : 22 — y? < 1} & connesso per archi, mentre Fy = {(z,y) :
2?2 —y?> > 1} non lo &.

Figura 1.3: L’insieme E7 = {(z,y) : 2° — y*> < 1} (in rosso).

Teorema 1.2.34 (Teorema degli zeri). Se E C R™ ¢ connesso per archi e f € C(E), allora f(E)
é un intervallo in R. Di conseguenza, se esistono x1,x9 € E tali che f(x1) < 0 < f(z2), allora
esiste xg € E tale che f(xg) = 0.

Dimostrazione. Vediamo solo la dimostrazione dell’esistenza effettiva degli zeri. Dato che E &
connesso per archi, allora esiste una curva v : [a,b] — E tale che y(a) = x1 e y(b) = x2. Allora, la
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funzione di una variabile h = f o~ : [a,b] — R & continua, e percio per essa vale il Teorema degli
Zeri sulla retta reale: dato che

h(a) = f(y(a)) = f(x1) <0 < f(z2) = f((b)) = h(b),
allora esiste ¢ty € (a,b) tale che 0 = h(tg) = f(v(to)), e percid abbiamo zg = y(to). O

Si puo applicare il Teorema degli Zeri allo scopo di semplificare il compito di individuare insiemi
determinati da disequazioni elementari'” nel piano cartesiano. Illustriamo ora tale metodo.

Sia E = {(z,y) € R? : f(z,y) > 0} per qualche f € C(R?). Denotiamo con Z(f) l'insieme
degli zeri di f, ovvero
Z(f) ={(z,y) € R*: f(z,y) = 0}.

Osserviamo che Z(f) & un chiuso, grazie al punto 1 della Proposizione 1.2.11. Di conseguenza, per
il punto 2 della Proposizione 1.2.11, sappiamo che R?\ Z(f) & aperto. Supponiamo poi che Z(f)
sia un’unione finita di curve, e che

R*\ Z(f) = A UAyU---U A

per qualche k € N, dove gli insiemi A; sono aperti, disgiunti, connessi per archi, e tali che 904; C
Z(f),per j € {1,...,n}. Tali insiemi A; vengono detti componenti connesse per archidi R?\ Z(f).
A questo punto, per conoscere il segno di f, & sufficiente controllare il valore di f in un singolo
punto (z;,y;) € Aj per ogni j € {1,...,n}. Infatti, se f potesse assumere valori con segno
opposto in una stessa componente connessa A; di R? \ Z(f), allora per il Teorema degli Zeri f si
dovrebbe annullare in qualche punto in A4;, ma cid ¢ impossibile, poiché 4; C R?\ Z(f) e quindi
A;NZ(f) = 0. Dunque, concludiamo che I'insieme E che volevamo trovare ¢ dato dall’'unione degli
A; tali che f(z;,y;) > 0.

Questo metodo si estende facilmente al caso in cui E = {(x,y) € R?: f(x,y) < 0}, nel quale ba-
sta considerare le componenti 4; tali che f(z;,y;) < 0. Infine, i casi £ = {(z,y) € R? : f(x,y) > 0}
e E={(z,y) € R?: f(z,y) <0} si ottengono ragionando come sopra, e poi unendo gli insiemi A;
trovati all’insieme Z(f).

Vediamo alcuni esempi di applicazioni di questo approccio.
Esempio 1.2.35. Sia
E={(z,y) R 1oy > 1} = {(z,y) €R?*: f(z,y) > 0},

dove f(x,y) = zy—1. Osserviamo che I'insieme degli zeri di f, Z(f), & dato dall’iperbole equilatera

Y= %, ovVVero

1

20) = () € B e.9) = 0) = {lm) € B sy = 1) = {(zn) € B sy = 1. 0 20

1 1
:{(x,y)ERQ:y:I, m>0}u{(x7y)€R2:y:x, x<0}.

Dunque vediamo che Z(f) ¢ I'unione di due curve, ovvero i due archi dell’iperbole equilatera zy = 1.
Ora ci basta controllare il valore di f in un singolo punto per ciascuna componente connessa di
R2\ Z(f), per conoscere il segno di f ovunque. Dunque, osserviamo che

R2\ Z(f) = A1 U Ay U As,

dove

1
. Alz{(x,y)€R2:y>x, x>0},

1
. A3:{(a;,y)e]R2:y<w, x<0},

17Ovvero, che coinvolgono solo funzioni elementari, cio¢ polinomi, funzioni razionali fratte, esponenziali, logaritmi,
funzioni trigonometriche e loro composizioni.
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Figura 1.4: L’insieme E = {(z,y) € R? : zy > 1} (in rosso).

o Ay =R*\ (Z(f)U A, U A3).

Quindi abbiamo:
e se (z,y) =(2,2) € Ay, allora f(2,2) =4—1=3>0, e cosi f(z,y) > 0 per ogni (z,y) € Ay;
e se (x,y) = (0,0) € Ay, allora f(0,0) =0—-1= -1 <0, ecosl f(z,y) < 0 per ogni (z,y) € As;

e se (z,y) = (—2,-2) € As, allora f(—2,-2) =4—-1=3 >0, e cosi f(z,y) > 0 per ogni
(.’Il,y) € A3-

Percio concludiamo che
1 1
E':A1UA3:{(a:,y)E]R2:y>;, x>O}U{(x,y)€R2:y<E, CE<0}.

Mostriamo infine in dettaglio che A; & un insieme connesso per archi. Dalla figura risulta in-
tuitivamente chiaro che, dati due punti in Ay, 'intero segmento che li unisce & contenuto in A;.
Dimostriamo questo fatto rigorosamente. Siano (zg, yo), (x1,41) € Ay e sia

W(t) = ((1 - t)xo + txy, (1 - t)yO +ty1)7 v [07 1] - R27

la curva che parametrizza il segmento da (zg,yo) a (x1,y1). Affermiamo che y(¢) € A; per ogni
t € [0,1]. In realtd, ci basta dimostrarlo per ogni t € (0,1), dato che ¥(0) = (xo,%0) € 41 €
v(1) = (x1,91) € A;. Quindi dobbiamo verificare che le due componenti di v(¢) soddisfano le
condizioni che definiscono A;, ovvero

1

(1 —t)xo + tay
(1 — t)m() +tr; >0

(1 —t)yo +tyr >

Osserviamo che (xg,v0), (z1,y1) € Ay implica zgyo > 1,z1y1 > 1, e 2o, 21,%0,y1 > 0. Dunque,
la seconda condizione segue immediatamente dal fatto che xg,z7 > 0 e (1 —t),¢ > 0 per ogni
t € (0,1). Per dimostrare la prima condizione, iniziamo osservando che ¢ equivalente a

(1 —t)zg + tzq) ((1 — t)yo + ty1) > 1.
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A questo punto, calcoliamo il prodotto esplicitamente e sfruttiamo il fatto che xgyg > 1,21y7 > 1
per ottenere

(1= t)wo + txy) (1= t)yo + tyr) = (1 — t)*moyo + t(1 — )zoys + t(1 — t)x1yo + 22130
> (1—1)? + (1 — t) (zoyr + 2190) +
=1+ 2t — 2t + t(1 — t) (woy1 + T1%0)
=1-2t(1—t)+t(1 —¢t) (zoy1 + x1Y0)
=1+t(1 1) (zoy1 + T1y0 — 2) -

A questo punto, ci basta mostrare che
ToYy1 + T1Yo > 2.

Allo scopo, notiamo che
Zo Z1
Toy1r + 1Yo > — + —;
rr o

o . Zo . . .. .
quindi poniamo A = — e dobbiamo trovare il minimo della funzione
T

1
(0, +00) 2 R, p(A) = A+ +.
Osserviamo che

1
@’(A)zl—ﬁzo — 0<A<1,

con ¢'(1) = 0. Percido, A = 1 & un punto di minimo per ¢, ed & un punto di minimo assoluto su
(0, +00), dato che p(\) — 400 per A — 07 e A — +00. Quindi, ne segue che'®
©(A) > (1) =2 per ogni A >0,

e allora otteniamo
Zo T
oY1 +T1Yo > — + — > 2.
I i)

In conclusione, cio implica che
(A =t)xo +tx1) (1 —t)yo +tyr) > 1+ t(1 —t) (woys + 190 — 2) 2 1,

dato che t(1 —t) > 0 per ogni ¢t € (0,1). Percid v(t) € A; per ogni ¢t € [0,1]. Notiamo che
un approccio analogo permette di dimostrare che Az ¢ un insieme connesso per archi: 1'unica
differenza risiede nel segno delle coordinate, che richiede una maggiore attenzione relativa ai segni
di disuguaglianza. In particolare, se (zo,%0), (z1,41) € As, allora abbiamo

1 1
Yo < —, $0<07 v < —, (L‘1<0a
Zo T

e dunque zoyo > 1,z1y1 > 1, € xo,x1,90,¥1 < 0. Quindi si prende la stessa funzione ~(t) e si
dimostra che y(t) € Az per ogni ¢t € [0, 1], dato che

(1—t)xg+tz1 <0

(1= t)zo 4+ tzr) (1 —t)yo +ty1) > 1+ (1 —t) (woyr + 1Yo — 2) > 1,

x

risultato che si ottiene come prima, dato che IS 0, essendo il rapporto tra due numeri negativi.
1

Esempio 1.2.36. Sia

E={(z,y) €R*: (z +y)(a” +y* = 1) > 0} = {(z,y) € R?: f(z,y) > 0},
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Figura 1.5: L'insieme E = {(z,y) € R? : (x + y)(z? + y?> — 1) > 0} (in blu).

dove f(x,y) = (z +y)(z% + y? — 1). Allora, & chiaro che

Z(f) = {(x,y) € R? : y = —z oppure z? + y? = 1}
={(z,y) eR? 1y = —z}U{(x,y) e R*: 2 +¢* = 1}.

Quindi,
R2\ Z(f) = Aj UA; U A3 U Ay,
dove
o Ay ={(z,y) eR?:y > —z, 22 +y> > 1},

(z,9)

(r,y) ER? 1y > —x, 22+ 9% < 1},
o A3 ={(z,y) eR?:y < —z, 22 +y? <1},

(z,9) ER? 1y < —x, 22 +y% > 1}.
Percio abbiamo:

e se (x,y) = (2,0) € Ay, allora f(2,0) = 2(4—-1) =6 > 0, e cosi f(xz,y) > 0 per ogni
(.Z',y) € Al;

e se (z,y) = (3,0) € Ay, allora f(3,0) =1 (31-1) = —g < 0, e cosl f(z,y) < 0 per ogni
(.’E,y) € AZ;

e se (z,y) = (—1,0) € Az, allora f (—1,0) = -1 (§ —1) =3 >0, e cosi f(x,y) > 0 per ogni
($7y) €A3;

18 Alternativamente, si pud ottenere questo risultato verificando a mano che
1
A+X > 2 per ogni A > 0.
Infatti, questa disequazione & equivalente a

A2 —2X+1>0 perogni >0,

che & ovviamente vera, dato che A2 — 2\ +1 = (A — 1)2.
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o se (z,y) = (—2,0) € Ay, allora f(—2,0) =(—2)(4—1) = —6 <0, e cosi f(z,y) <0 per ogni
(.’E, y) S A4'

Infine concludiamo che

E=AUA3={(z,y) eR?® 1y > -, 2> +¢y* > 1} U{(z,y) eR? 1y < —a, 2* + 3y < 1}.

1.3 Derivate parziali prime, gradiente e jacobiano

Da qui in avanti, € indica un insieme aperto in R™. Ricordiamo la notazione per la base canonica
di R™ (identificando i vettori con i punti):

ej=(0,..., 1 ,...,0) perje{l,...,n},
J

ovvero gli e; sono i vettori aventi 1 come j-esima componente e tutte le altre uguali a 0.

1.3.1 Derivate parziali

Definizione 1.3.1 (Derivata parziale e gradiente). Siano f: Q - R, a € Qe j € {1,2,...,n}.
La derivata parziale di f rispetto a z; in a ¢ il limite

0 a+ he;) — f(a ai,as,...,a; +h,...,an) — f(a
O oy Jathe) @) Flaras 0y 0 — @),

Ox; h—0 in R h h—0 h
se esiste finito. Se esistono tutte le derivate parziali rispetto a x1,...,x, in a, il vettore riga che
le ha come elementi ¢ il gradiente di f in a,

Vf(a) = (gi(a)7...,§£(a)) .

Per le derivate parziali e il gradiente si usano anche le seguenti notazioni:

of B 4
87;'17]‘ —8a:jf_fa:j _a]f

Vf=Df=gradf.

Dalla definizione risulta che la derivata parziale in x; si calcola come derivata prima in x;,
mentre le altre (n — 1) variabili rimangono fisse. Vediamo questo fatto con dei calcoli concreti.

Esempio 1.3.2. Sia f(x,y) = 2z — 2y?. Fissando y e derivando in x, vediamo che

Ouflz,y) =2—y%

mentre, fissando = e derivando in y, vediamo che

Oy f(z,y) = —2xy.

Si puo verificare che questi conti sono coerenti con la definizione delle derivate parziali: infatti,
abbiamo

8, f(.y) = lim 2EER) = @+ h)y?) — @2z — 2y?)

h—0 h
. 2z 4 2h —zy® — hy? — 2z + x7? . 2h — hy? 9
= lim = lim —— =2 — Yy,
h—0 h h—0 h

9y f(z,y) = lim (22 — z(y + h)?) — (22 — 2y?)

h—0 h
. 2z —xy? — xh? — 2zyh — 2z + x7)? . —xh? —2zyh
= lim = lim —— = —2xy.
h—0 h h—0 h
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Raccogliamo nella seguente proposizione alcune regole per il calcolo delle derivate parziali, che
sono analoghe a quelle viste in dimensione 1 (anche la dimostrazione lo ¢, ed & percio omessa).

Proposizione 1.3.3. Siano f,g: Q2 =R, a € Q ej e {1,2,...,n}. Assumiamo che esistano le

derivate parziali %(a) e aa—ai(a). Allora abbiamo

) A0 = L)+

ofg), | _
8xj 4=

3) se g e f sono continue in a, allora

4) se g e f sono continue in a e g(a) # 0,

Inoltre, sia ¢ : I CR — R una funzione derivabile su I, assumiamo che f(Q) C I, di modo che
¢of:Q — R sia ben definita, e assumiamo anche che f sia continua in a. Allora esiste la derivata
parziale di ¢ o f rispetto a x; in a, e abbiamo

N¢of), v _ of
L) =gl .
Se poi esistono le derivate parziali aanj(a) per ogni j € {1,...,n}, allora

V(go fila) =¢'(f(a)Vf(a)

In conclusione, per calcolare le derivate parziali rispetto a una certa variabile, ¢ sufficiente
considerare le altre variabili come costanti, e adoperare le regole per il calcolo della derivata prima
in quella variabile.

Esempio 1.3.4. Sia f(x,y) = ze*t¥. Allora abbiamo

Of oy = 9 iaemery = v 2 (2e™) = ¥ (6% 1 we™) — aty
ax(x,y)—ax(xe eV =e 8x(ace )=-¢€Y(e® +xe®) = (14 z)e
‘ of 0
- —_ oY) — T _ Y\ — Ty Tty
ay(:z:,y) 6y(mee) xe By (e¥) = xe¥e¥ = xe® ™Y,
e quindi

Vi,y) = ((1+2) e, ze™Y) .

1.3.2 Differenziabilita in piu variabili

Com’e noto, per una funzione f di una variabile reale I’esistenza della derivata prima in un punto
a implica la continuita di f in a. Quindi, ¢ naturale domandarsi se cio sia vero anche in R™ per
n > 2. Come mostreremo nel seguente esempio, possono esistere tutte le derivate parziali in ogni
punto del dominio della funzione, senza pero che la funzione sia continua sul dominio.

Esempio 1.3.5. Sian=2e

zy
se (z, 0,0
Hog) = L T4 (z,y) # ( ).
0 se (z,y) = (0,0)
Infatti, se (z,y) # (0,0), allora abbiamo
O (o= Y 22%  y(y? —=?)
or Y= 22 + 12 (:z:2+y2)2 - (x2+y2)2’
ﬁ(:p )= r 20y a(2? —y?)
oy Y T R T W T e
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Invece, se (z,y) = (0,0), notiamo che f(0,0) = f(h,0) = f(0,h) = 0 per ogni h € R, e quindi
otteniamo

gy (00) = lim === =0,
@(0’0) e T A

Quindi, le derivate parziali di f esistono in ogni punto di R2. Tuttavia, non & difficile vedere che
f non & continua in (0, 0). Infatti abbiamo

f(@,0) = f(0,y) =0 per ogni z,y € R,

e, per ogni m € R,

mxz

m
T, mz) = = er ogni x # 0.
N ) 2 +m2a? 1+m? P08 7
Quindi non si puo avere ( %Hn( : f(z,y) = 0 (in effetti, il limite non esiste affatto). Si puo inoltre
z,y)—(0,0
mostrare che le derivate parziali non sono continue in (0, 0).

Nell’esempio precedente esistono le derivate parziali, ma non sono funzioni continue in ogni
punto del loro dominio. Cio suggerisce I'importanza della richiesta di continuita delle derivate
parziali per la classe di funzioni differenziabili con continuita.

Definizione 1.3.6 (Funzioni differenziabili con continuita, o C1). Sia f : @ — R. Diciamo che
f & di classe Ct, o differenziabile con continuitd, e scriviamo f € C1(Q), se le derivate parziali
0 0

—f(x) esistono per ogni j =1,...,n e per ogni x € §, e se 97 e C(Q).

an 8£Ej

Osservazione 1.3.7. Grazie ai punti (1) e (2) della Proposizione 1.3.3, concludiamo subito che,
se f,g € CY(Q), allora af + Bg € C1(Q) per ogni o, 8 € R. In altre parole, C*(Q) & uno spazio
vettoriale (di dimensione infinita), dato che contiene ogni combinazione lineare dei suoi elementi.

Osserviamo che la definizione di funzioni C' non richiede esplicitamente la continuita delle
funzioni, ma solo delle derivate: come vedremo, questa ¢ una conseguenza (non banale) della
continuita delle derivate parziali.

Una proprieta fondamentale delle funzioni differenziabili & la formula dello sviluppo di Taylor
al primo ordine.

Teorema 1.3.8 (Formula di Taylor al I ordine in piu variabili). Sia f € C*(Q). Allora per ogni
a € Q wvale la formula di Taylor al I ordine per f in a:

fla+h)=fla)+Vf(a)-h+o(|h||) perh—0 inR" (1.3.1)

=f<a)+2%(a)hj+0 per h — 0 in R™,
g=1""7

ovvero
Lo fath) — f(@) ~ V(@) h
= I

= 0. (1.3.2)

Se una funzione f soddisfa (1.3.2) in un certo punto a € Q, allora f & differenziabile in a. La
formula (1.3.1) si pud scrivere alternativamente come
f(x)=fla) +Vf(a) - (x —a)+o(||r —al) per z— ainR", (1.3.3)
e questo ci permette di concludere che una funzione C! deve essere necessariamente continua.

Corollario 1.3.9. Sia f € C1(Q). Allora f € C(Q), ovvero, per ogni a € Q0 abbiamo
lim £(x) = f(a)
Dimostrazione. Grazie a (1.3.3), vediamo che

lim f(x) ~ f(a) = lim Vf(a) - (z — a) + oz — af}) = 0.

r—a
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Osservazione 1.3.10. In particolare, il Corollario 1.3.9 implica che possiamo definire equivalen-
temente C(2) come lo spazio delle funzioni continue con derivate parziali continue, ovvero

clQ) = {fEC(Q) : g;i: € C(Q) per ogni j € {1,...,n}}.

Di conseguenza, possiamo applicare i punti (3) e (4) della Proposizione 1.3.3 per concludere che,
se f,g € CY(Q), allora fg € CY(Q) e g € C1(Q\ Z(g)). In particolare, dato che gia sappiamo che

C(Q) & uno spazio vettoriale, ne deduciamo che tutti i polinomi e le funzioni razionali fratte sono
C" sul loro dominio. Un analogo discorso stesso vale per le composizioni di funzioni C!, grazie
alla seconda parte della Proposizione 1.3.3. In conclusione, tutte le funzioni elementari (ovvero
funzioni che siano il risultato di somme, prodotti, rapporti e composizioni di polinomi, esponenziali,
logaritmi, funzioni trigonometriche e loro inverse) sono C* sul loro dominio di definizione.

Prima di dimostrare la formula dello sviluppo di Taylor al primo ordine, vediamo come ricavarla
in un esempio concreto.

Esempio 1.3.11. Sia f(z,y) = 2%y. Allora abbiamo
Vi(a,y) = (2zy,27).
Quindi, per ogni (x¢,%0), (h1, ha) € R?, abbiamo
f(@o + ha,yo + ha) = (x0 + h1)*(yo + ha) = x5yo + 2zoyoh1 + yoht + xgha + 2x0hihe + hihs
— a0, 0) + ¥ an,in) - (1) + B0+ ha) + 220
Notiamo quindi che

hi(yo + ha) + 2wohihs =0 (\/ hi + h%) per (hi,ha) — (0,0),

dato che
\/ h? +h3 > |hi| e 0<(Jha| — |ho|)®> = hT + h3 — 2|hiho| <= 2|hiho| < hT+ B3,

e quindi

h? <ii{ . 2|h1hs| - h? + h2
NES NI E RV

Vediamo ora la dimostrazione della formula dello sviluppo di Taylor al I ordine nel caso n = 2

e Q = R2. Allo scopo, ci serve un lemma che & I’analogo del Teorema di Lagrange in piu variabili.

Percio, ricordiamo prima il Teorema di Lagrange in una dimensione!?.

=|hi| =0 =/h3+h%—0.

Teorema 1.3.12 (Teorema di Lagrange). Siano a,b € R tali che a < b, e f € C([a,b]), che sia
derivabile su (a,b). Allora esiste ¢ € (a,b) tale che

ovvero

f®) = fa) = f'(e)(b - a).

Lemma 1.3.13. Siano f € C*(R*)?°, a,b € R e h,k > 0. Allora esistono due punti P e Q nel
rettangolo avente vertici (a,b), (a + h,b), (a,b+ k) e (a+ h,b+ k) tali che

of af

Flat b k)= f(ab) = 5L (PIh+ 5 (QU

19Gia visto nel corso di Analisi Matematica A.
201n realta, & sufficiente assumere che esistano %(x, y)e %(x, y) per ogni (z,y) € R?, anche senza che le derivate

parziali siano funzioni continue.
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Dimostrazione. Applicando il Teorema di Lagrange (Teorema 1.3.12) alle funzioni

o(x) = flz,b+k) e ¥(y) = fla,y),
che ne soddisfano le ipotesi, essendo continue e derivabili su tutto R, e quindi otteniamo:

fla+hb+k)— f(a,b) = fla+hb+k)— fla,b+k) + f(a,b+ k) — f(a,b)
(a+h) = p(a) + (b + k) — 1(b)
"(a+ sh)h +¢'(b+tk)k

_of of
= ax(a+ sh,b+ k)h + By (a, b+ tk)k,

per qualche s € (0,1), ¢t € (0,1). Dunque, abbiamo P = (a + sh,b+ k) e Q = (a,b + tk). O

=¥
=

Dimostrazione. [del Teorema 1.3.8.] Per semplicita, assumiamo n = 2 e = R?, e usiamo la
notazione 0 f e 9, f per le derivate parziali. Assumiamo inoltre che 'incremento (h, k) sia tale che
h,k > 0 (il caso generale si affronta in maniera analoga, ma omettiamo i dettagli tecnici). Grazie
al Lemma 1.3.13, otteniamo

fla+h,b+k)— f(a,b)—0,f(a,b)h — 0y f(a,b)k =
= 0u f(P)h+ 0y f(Q)k — Os f(a,b)h — 0, f(a, b)k
= (02 f(P) = 02 f(a, b)) h + (0, f(Q) — 8y f(a, b)) k.
Dato che P e ) appartengono al rettangolo di vertici (a,b), (a + h,b), (a,b+ k) e (a + h,b+ k),

ne segue che la loro distanza dal punto (a,b) & al massimo uguale alla lunghezza della diagonale,
ovvero

max{d(P, (a,b)),d(Q, (a,b))} < d((a+ h,b+k),(a,b)) = Vh2+ k? = ||(h, k)] (1.3.4)

Osserviamo ora che le derivate parziali 0, f e 0, f sono continue. Dunque, per ogni ¢ > 0 fissato
esiste d > 0 tale che

02 f(P) = 0:f(a,b)| <& e |0,f(Q) = 0y f(a,b)| <e

se max{d(P, (a,b)),d(Q, (a,b))} < . Dunque, grazie a (1.3.4), ¢ sufficiente prendere h, k tali che
Vh? +k? < 6. Quindi, sfruttando il fatto che |h|, k] < Vh? 4+ k2, vediamo che per ogni € > 0
fissato esiste § > 0 tale che
|f(a+ h7b+k) — f(a'ab) — 8£f(a'ab)h — 8yf(a'ab)k| <e |h‘| + |k| < 9%
VT TR VIR R S

per ogni (h, k) tale che ||(h,k)|| < d, ovvero,

lim |f(a+hvb+k)*f(CL,b)*azf(a7b)h78yf(aﬂb)k|
(h,k)—(0,0) Vh? 4 k2

= 0’
che significa

fla+h,b+k) — f(a,b) — Dy f(a,b)h — 9, f(a,b)k = o (\/hQ n k2> per (h, k) — (0,0),

come volevamo dimostrare. O

Notiamo ora che possiamo calcolare le derivate di una funzione differenziabile lungo ogni
direzione, ovvero ogni retta passante per un punto dato.

Definizione 1.3.14 (Derivata direzionale). Siano f : @ = R, a € Q@ e v € R". Definiamo la
derivata direzionale di f in a nella direzione v come il limite (se esiste finito)

fla+w) — f(a)

19) = 1
ofla) B0 R h
In particolare, 0., f = ———, di modo che le derivate parziali sono un caso particolare di derivate

Ox;

direzionali. Di particolare interesse ¢ il caso in cui il vettore v € unitario, ovvero ha norma 1.
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Proposizione 1.3.15. Siano f € C1(Q), a € Q ev € R™. Allora 9, f(a) esiste e soddisfa

Oy f(a) =V f(a)- v,

e, in particolare,

=V (@Il < 0uf(a) < V(@) o],

e percio, se ||V f(a)|| #0 e ||v|| =1, la seconda disuguaglianza diventa un’uguaglianza se e solo se
v= 2o prima se e solo se v = — Vi)
IV f(a)l Ivfia)l-

Dimostrazione. Grazie alla formula dello sviluppo di Taylor al I ordine, sappiamo che
fla+1tv) = f(a) + Vf(a)- (tv) + o(||tv]]) = f(a) +tV f(a) - v+ o(t) pert— 0in R.
Dunque, ne deduciamo facilmente che

Lo flat )~ f(a)
t—0 t

=Vf(a)-v.

La stima successiva e le altre conseguenze seguono facilmente dalla disuguaglianza di Cauchy-
Schwarz. 0

Osservazione 1.3.16. Come conseguenza di queste proprieta della derivata direzionale, possiamo
concludere che il gradiente indica la direzione di massima crescita della funzione. Infatti, abbiamo

fla+h) = f(a)

h
=Vf(a) 7 +o(1) per h — 0 in R",
7] 5]

e quindi f(a+ h) — f(a) > 0 se e solo se Vf(a)-h > 0.
1.3.3 Piano tangente al grafico di una funzione in piu variabili
Se ECR"e f: E— R,il grafico di f su E ¢ I'insieme
Grafico(f) = {(z,u) € R"™ 1w = f(z), x € E}.
In particolare, se n =1, E = (a,b) e f € C*((a,b)), il grafico della funzione

Grafico(f) = {(z,y) € R* 1y = f(x), = € (a,b)}.

& una curva nel piano cartesiano: in tal caso, sappiamo che la retta tangente al grafico della funzione
in ogni punto zg € (a,b) & data da

y = f(xo) + f'(z0)(z — z0).

Ragionando in modo analogo, se n =2, E = Qe f € C1(Q), il grafico in R? di f & la superficie?!
Grafico(f) = {(z,y,2) € R® : 2 = f(=,y), (x,y) € Q},

e quindi avremo un piano tangente al grafico in ogni punto (xg,yo) € 2, dato da

= )+ 9o, ) (2 = 0. = 30) = 0, 0) + 5 (o, )z = 20) + 5L (0.30) (0 = o)

Vediamo un esempio concreto.

Esempio 1.3.17. Siano n =2, Q = R?, (z0,y0) = (0,0) e f(z,y) = 22 + y>. Allora abbiamo

Vi(z,y) = (2z,2y), f(0,0) =0 e Vf(0,0) = (0,0),

di modo che il piano tangente nell’origine & semplicemente z = 0.

21Concetto che sara definito rigorosamente nel capitolo 4.
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Figura 1.6: Il grafico di f(z,y) = 22 + y? (in rosso) e il sup piano tangente nell’origine (in blu).

Possiamo inoltre definire lo spazio vettoriale tangente al grafico di f in un punto (xg,yo):

1 0
T (zy,y0)Grafico( f) = span 0 , 1
g—i(iﬂoayo) %ﬁ(ﬂﬁoyyo)
C1
= C2 tc1,c0 €R

c1 5t (20, 90) + 02%5(9307 Yo)

Cosi, vediamo che il piano tangente al grafico di f in (zg, o) € una traslazione dello spazio vettoriale
tangente:

{(x,y, ) €S 2 = ) + 52 (0 0) & = 20) + T 0, o)y~ o). (220) € R?}

ox
T 0
- + ’ | ewer
x%ﬁ(wo,yo) + y%g(xo,yo) f(zo,v0) — Vf(zo,v0) - < y(? )
U+ xg
:[x:xoz;ﬁ}: U+y0 " Z(’U,,U)ER2
o F(z0,10) + V f (0,50) - ( u )
o
= Ty yo) Grafico(f) + Yo
f(x07y0)

Tutti questi concetti possono essere estesi a dimensioni n > 3, ma cio va oltre gli scopi di questo
COTSO.

1.3.4 Estremanti relativi e punti critici

Definizione 1.3.18. Siano E CR", f: E — R e a € E. Diciamo che

e aéun punto di massimo relativo (o locale) per f se esiste r > 0 tale che, per ogni z € ENB,.(a)
(ovvero, x € E e ||z — a|| < r), abbiamo f(a) > f(z);
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e a & punto di minimo relativo (o locale) per f se esiste r > 0 tale che, per ogni z € EN B,(a),
abbiamo f(a) < f(x).

In particolare, ¢ chiaro che i punti di massimo e minimo assoluti sono anche punti di massimo
e minimo relativi.

Come nel caso di dimensione n = 1, vale una forte relazione fra ’esistenza di punti di massimo
e minimo relativi e 'annullarsi delle derivate parziali.

Teorema 1.3.19 (Teorema di Fermat in piu variabili). Siano f € C1(Q) e a € Q?2. Sea ¢
un punto di massimo o di minimo relativo per f, allora V f(a) = 0, ovvero %(a) = 0 per ogni
J

je{l,...,n}.

Dimostrazione. Vediamo solo il caso n = 2 e Q = R2. Senza perdita di generalitd, assumiamo
che (a,b) sia un punto di massimo relativo per f (nel caso in cui sia un punto di minimo relativo,
si ragiona in modo analogo). Allora consideriamo la funzione ¢(t) = f(t,b) : R — R. Allora
deduciamo che esiste r > 0 tale che

o(a) = f(a,b) > f(t,b) = o(t) perognit€ (a—r,a+r),

dato che [t —al = ||(t,b) — (a,b)|| < r. Quindi a & un punto di massimo relativo per ¢, e dunque per
il Teorema di Fermat in dimensione 1 abbiamo 0 = ¢'(a) = %(a, b). Consideriamo poi la funzione
¥(s) = f(a,s) : R — R. Allora deduciamo che esiste r > 0 tale che

P(b) = f(a,b) > f(a,s) =1(s) perognisée€ (b—rb+r),

dato che |s — b| = ||(a,s) — (a,b)|| < r. Quindi b & un punto di massimo relativo per 1, e dunque
per il Teorema di Fermat in dimensione 1 abbiamo 0 = /(b)) = g—g(a, b). O

Vediamo ora due semplici esempi di applicazione del Teorema di Fermat.

Esempio 1.3.20. Sia f(z,y) = 2% + y?. Allora abbiamo
Vf(z,y) = (2z,2y) = (0,0) <= (z,y)=(0,0).
Infatti, & facile osservare che (0,0) ¢ un punto di minimo (assoluto) per f, dato che z2 + y? > 0
per ogni (z,y) € R2.
Considerando invece g(x,y) = —x? — y?, abbiamo

VQ(xvy) = (-2%,—2y) = (0,0) — (m,y) = (070)

Infatti, ¢ facile osservare che (0, 0) & un punto di massimo (assoluto) per g, dato che —(z%+y?) <0
per ogni (z,y) € R2.

Definizione 1.3.21. Siano f € C1(Q) e a € Q. a & un punto critico di f se Vf(a) = 0.
Se un punto critico di f non e di massimo, né di minimo relativo, allora & un punto di sella.

Il Teorema di Fermat dunque afferma che ogni punto di massimo o minimo relativo ¢ un punto
critico. Il viceversa & pero falso, come visto in dimensione n = 1. Ne mostriamo un semplice
esempio in dimensione n = 2.

Esempio 1.3.22. Siano Q = R? e f(z,y) = xy. Allora & chiaro che V f(x,y) = (y,z) di modo che
Vi(z,y) =(0,0) < (z,9)=(0,0).

Dunque, 'origine & I'unico punto critico di f. Tuttavia, non € un punto né di massimo né di minimo
relativo: infatti, & facile vedere che (0,0) & un punto di minimo lungo la retta y = x, dato che

f(z,z) = 2% >0 per ogni z € R;
mentre ¢ un punto di massimo lungo la retta y = —z, dato che
f(z,—z) = —2* <0 per ogni € R,

Quindi, deduciamo che l'origine & un punto di sella.
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Figura 1.7: 1l grafico di f(z,y) = xy.

Concludiamo questa sezione con un esempio di applicazione del Teorema di Fermat.

Esempio 1.3.23. Sianon =2, Q =R? e f(x,y) = 2% + 2y? — z. Allora abbiamo
Vi(z,y) = (322 +y* — 1,2zy),

di modo che i punti critici di f sono dati da

322 +1y2—1=0
22y =0

La seconda equazione ha ovviamente due possibili soluzioni: = 0 o y = 0. Nel primo caso, la
prima equazione si riduce a
P—-1=0 < y==I;

nel secondo caso, la prima equazione si riduce a

32 -1=0 <— x:ii.

V3

Di conseguenza, i punti critici di f sono dati da

1 1
0,1),(0,-1),{ —=,0]),{——=,0].
wn 0. () (-9
Ora, per capire la natura di questi punti critici, dobbiamo determinare il segno di f. Allo scopo,
osserviamo che

flz,y) = 2(2®+y° - 1),

di modo che

Z(f) ={(z,y) eR*: f(z,y) =0} ={(0,9) : y e R} U {(z,y) e R*: 2” +y* = 1}.
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Figura 1.8: Il grafico di z = 23 4+ xy? — .

Quindi,
R?\ Z(f) = A1 U Ay U A3 U Ay,
dove
o A ={(z,y) eR*: 2 >0, 22 +y* > 1},
o Ay ={(z,y) eR*: 2 >0, 22 +y* < 1},
o A3 ={(z,y) eR*: 2 <0, 22 +y* < 1},
o Ay={(z,y) eR*:2 <0, 22 +y*> > 1}.

Percio abbiamo:

e se (z,y) = (2,0) € Ay, allora f(2,0) = 2(4—-1) =6 > 0, e cosi f(zx,y) > 0 per ogni
(xvy) € Al;

o se (z,y) = (3,0) € Ay, allora f(1,0) =3 (5 -1) = -2 <0, e cosi f(z,y) < 0 per ogni
(.’E,y) € A2;

e se (z,y) = (—%,0) € Asg, allora f (—%,0) =—
(.’E,y) € A3;

e se (z,y) = (—2,0) € Ay, allora f(—2,0) = (=2)(4—1)=—6 <0, e cosi f(z,y) < 0 per ogni
(.’L‘, y) € A4‘

N[

(i — 1) = % >0, e cosi f(z,y) > 0 per ogni

In definitiva, concludiamo che

{(z,y) €R?: f(a,y) > 0} = A1 U A3 e {(z,y) €R®: f(z,y) <0} = A U Ay,

af

22In realtd, & sufficiente assumere che esistano 5.~ (a) per ogni j € {1,...n}, anche senza che le derivate parziali
J

siano funzioni continue in Q.
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Figura 1.9: L’insieme dove f(z,y) > 0 (in blu).

A questo punto, osserviamo che f(0,1) = f(0,—1) = 0 e, come si pud vedere dal grafico dei segni
di f, abbiamo che 0 ¢ un valore massimo rispetto alle regioni dove f & negativa, mentre ¢ un
valore minimo rispetto alle regioni dove f & positiva. Di conseguenza, (0,1) e (0,—1) sono punti

di sella, visto che sono punti critici, ma non possono essere punti di massimo o minimo relativi.

Osserviamo poi che (\%,0) € As e (—\%,0) € As. Dato che Ay e Az sono insiemi compatti
(essendo chiusi e limitati), per il Teorema di Weierstrass sappiamo che f ammette almeno un
punto di massimo e un punto di minimo in Ay e in As. D’altra parte, f(z,y) < 0 in As, con

f(z,y) =0 per ogni (z,y) € Az, di modo che max, 77 f(#,y) = 0. Quindi, il minimo di f in

A deve essere raggiunto all'interno, ovvero in Ay: concludiamo quindi che (\/ig, 0) € un punto di

minimo relativo. Analogamente, f(z,y) > 0 in Az, con f(z,y) = 0 per ogni (z,y) € dAs, di modo

che min(z v f(z,y) = 0. Quindi, il massimo di f in A3 deve essere raggiunto all’interno, ovvero

in As: concludiamo quindi che (—\/Lg, O) ¢ un punto di massimo relativo®?. Infine osserviamo che

questi sono solo punti di massimo e minimo relativo, perché

flz,1) =23 = 400 se z — Fo0,

231n alternativa, si pud ragionare nel seguente modo: abbiamo B1(0) = Az U Az, con f(z,y) < 0 per ogni
(z,y) € Az e f(z,y) > 0 per ogni (z,y) € Az, e si pud anche verificare a mano che

((59) 5550

/(G0 6) s

Dato che B1(0) ¢ un insieme compatto (essendo chiuso e limitato), il Teorema di Weierstrass implica che f ammette

almeno un punto di massimo e un punto di minimo in B1(0). Tuttavia, dato che f(z,y) = 0 sul bordo B (0), allora
il minimo deve essere realizzato nel semicerchio aperto Az, dove f(z,y) < 0, e il massimo nel semicerchio aperto
As, dove f(z,y) > 0. Grazie al Teorema di Fermat sappiamo che i punti di massimo e minimo di una funzione C*

in un insieme aperto sono punti critici, e gli unici punti critici di f rimanenti sono (:I:%, 0)7 percio concludiamo

che (—%, 0) & un punto di massimo relativo e (%, 0) € un punto di minimo relativo.
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di modo che f ¢ illimitata sia superiormente che inferiormente lungo la retta y = 1, e dunque non
puod ammettere massimi e minimi assoluti.

1.3.5 Funzioni vettoriali di piu variabili

N

In questa sezione siano m,n € Ne E CR". Se F : E — R™ ¢ data da

Fl(l’)

dove F} : ' — R sono funzioni di piu variabili, allora F' ¢ una funzione vettoriale di piu variabili,
le cui componenti sono le funzioni Fj.
Vediamo alcuni casi particolari di funzioni vettoriali:

e se m=mn, F' & un campo vettoriale;

¢ le curve sono funzioni vettoriali, corrispondenti al caso n = 1, m > 1 (con l'ipotesi aggiuntiva
della continuita);

e sem=1en > 1, allora si tratta di funzioni reali in piu variabili, talvolta dette scalari per
distinguerle dal caso vettoriale piti propriamente detto;

o se A € R™*" allora F(x) = Az & una funzione lineare vettoriale in pitt variabili.

Diamo ora al definizione di continuita di funzioni vettoriali in piu variabili, che ¢ analoga a
quella vista per le funzioni scalari.

Definizione 1.3.24 (Continuitd). Sia F': E — R™. F ¢& continua in @ € E se per ogni € > 0
esiste § = d(a,€) > 0 tale che

1F(x) = F(a)|lzm = Z(Fj(x) - Fj(a))? <e

J=1

per ogni x € E tale che

|z — al|lgn =

F ¢ continua in E se & continua in ogni punto di F, e in tal caso scriviamo F € C(E;R™).

In particolare, non ¢ difficile verificare che una funzione vettoriale ¢ continua se e solo se ciascuna
delle sue componenti ¢ continua.
Vale un importante risultato sulla continuita della composizione di funzioni vettoriali continue.

Lemma 1.3.25. Siano m,n,k € N, E CR" F : E — R™, D C R™ tale che F(E) C D e
G:D—RF. Se FeC(E;R™) eG € C(D;RY), allora Go F € C(E;RF).

Le derivate parziali e la differenziabilita di una funzione vettoriale di piu variabili sono definite
componente per componente come abbiamo visto nel caso delle funzioni scalari. Tali derivate
parziali sono le componenti della matrice jacobiana.

Definizione 1.3.26 (Matrice jacobiana). Siano F : Q@ — R™ e x € Q. Se Fy, ..., F,, ammettono
derivate parziali in x, allora la matrice m x n avente per righe i gradienti in z delle funzioni F}; per
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Jj€{1,...,m} ¢&la matrice jacobiana di F in x:

VFl(ZL')
JF@) = | VPO =0, F@))0,,F @) |0, F(@)]

VF,(x)
Oz, F1 ()

dove 0, F(x) = Oy Fi(2) ,
Oz, Fin ()

(r“)xlFl (.’L‘) 8x2F1 (LL') . 8%F1 (.’L’)

_ 6.'£1F2(5E) aJCQFQ(I) aaanQ(x) _ [anFZ(l‘)] i=1..m € R™Xn
T L j=1,....m
O, Frn(x)  OpyFn(x) ... Op, Fp(x)
Se poi Fi,...,F, € CYQ), allora F & differenziabile con continuitd in Q, e scriviamo F €

C1(Q;R™). In tal caso, la matrice jacobiana & ben definita in tutto (2.
Vediamo un calcolo concreto della matrice jacobiana nel seguente esempio.

Esempio 1.3.27. Sianon =2, m =3 e F : R? — R? data da

wcos(v)
F(u,v) = | wusin(v)
u? + v?
Allora abbiamo ) )
cos(v —usin(v
a—F(u, v) = | sin(v) e 8—F(u, v) = ucos(v) ,
ou ov

e quindi
cos(v) —usin(v)
JF(u,v) = |sin(v) wcos(v) | € R3*?
2u 2v
Elenchiamo due casi particolari di matrice jacobiana:
e sen=1,allora F: QCR— R™ e, assumendo F € C1(Q;R™), per ogni = € Q abbiamo

Fi(z)

Fé(x) ERmXIZRm,

JF(z) = F'(z) =
F (@)
e sem =1, allora F: Q CR"™ — R (che & una funzione scalare di piu variabili) e, assumendo
F € CY(Q), per ogni z € Q abbiamo

JE(z) = VF(x) = (04, F(),05,F(x),...,0,, F(x)) € RM*" =R™,

n

Come conseguenza di questi casi particolari, una notazione alternativa per la matrice jacobiana

di un campo F e
DF = JF.

Analogamente a quanto visto per le funzioni a valori scalari, vale una versione vettoriale della
formula dello sviluppo di Taylor.

Teorema 1.3.28 (Formula di Taylor del I ordine per funzioni vettoriali). Siano F € C(Q;R™)
ea € Q. Allora abbiamo

F(a+h)=F(a)+ JF(a)h + o(h) per h — 0, h € R",

ovvero F h F JF h
i [P+ 1) = F(a) = JF@hllzn _
e Tl
€R
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Osserviamo che la matrice jacobiana, essendo legata alle derivate parziali, ne condivide le regole
di calcolo, ed & quindi lineare rispetto alla somma e ha una regola relativa alla composizione.

Teorema 1.3.29 (Jacobiana di una composizione). Siano m,n,p € N, Q CR" ¢ U C R™ degli
insiemi aperti, F : Q@ =+ R™ e G : U — RP, tali che F(Q) CU e F € CH{(;R™), G € CY(U;RP).
Allora G o F € CY(;RP) e per ogni x € Q abbiamo

J(G o F)(z) = JG(F(x))JF (),

ovvero per ogni j € {1,...,n} ei € {1,...,p} abbiamo
6(G ] F 8Fl
oz, ; 8yl g, )
dove indichiamo con y = (y1,Y2, - - -, Ym) le variabili di G.

La prima formula consiste in un prodotto di matrici (pxm) x (mxn) = (pxn) ed & l’espressione
piu compatta della regola, ma ¢ la seconda quella che si usa nei calcoli.

Nel caso n = 1 = p, abbiamo F € C*(;R™) con Q C R e G € CH(U) con U C R™, e quindi
per ogni x € 2 otteniamo

(G o FY (@) = (G o F)(x) = VG(F( Z o (F @) Fia)

Questo € un importante risultato legato alla composizione di funzioni di piu variabili con curve
differenziabili, come vedremo nella sezione 1.5.

Esempio 1.3.30. [Non visto a lezione.] Siano f € C}(R?) e g € C'(R3;R?), datada g(z,y, 2) =
(a(z,y,2),b(x,y, z)). Definiamo la funzione h = f o g, ovvero
hz,y,z) = fla(z,y, 2),b(x, y, 2)).

Allora, se denotiamo con (u,v) le variabili di f, abbiamo

oh of da of b
%(z7y7 ) - 6’LL( ('T Y,z ) b(x,y,z))%(x,y,z) =+ %(a(x,y,z),b(x,y,z))%(x,y,z),
oh af da of ab
Fy(zﬂ% ) ou ( (1‘ Y,z ) b(a:,y,z))afy(x,y,z) + %(a(x,y,z),b(x,y,z))@(z,y,z),
oh of da of b
&(I7y7 ) 87( (x,y,z),b(x,y,z))a(x,y,z) + %(a(x,y, Z)ab(xay7z))£(x7yaz)7

e quindi

af 8f %(xay7z) %5(1'73/72) %(Jc,y,z)
Vh(xayaz) = (811’ 81}) (a(xayaz)ab(xayvz))
D(ay2) Lla,yz) Lay2)

1.4 Derivate parziali seconde e classificazione dei punti cri-
tici
Definizione 1.4.1. Siano f € C*(Q2) e a € Q. Se per ogni 4,5 € {1,...,n} esistono le derivate

parziali delle derivate parziali prime in a, ovvero 9, (0y, f)(a), allora che f ¢ due volte parzialmente
derivabile in a, e le derivate parziali seconde di f in a sono date da

*f _2(#)
Bz, 0; (a) = O, (0z, f)(a) = Tj(a)

per i # j, mentre, per i = j,

’f ()
G (@) = 00 ) = )

Se tutte le derivate parziali seconde esistono in ogni punto di €2 e sono continue, ovvero 0, ., f €
C(Q) perognii,j € {1,...,n}, allora f & due volte differenziabile con continuita, ovvero ¢ di classe
C? su (), e scriviamo f € C?(9).
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Una notazione alternativa per le derivate seconde che useremo spesso €

0 f L, 0% f L
o 0m; P #J e Opuf= a7 PTi=

azjzif =

Esempio 1.4.2. Sian =3 e f(z,y,2z) = ze¥?. Allora abbiamo
3$f(x,y, Z) = eyza 8yf(x?ya Z) = xzeyza 8Zf('r7 Y, Z) = xyeyz7
e quindi
8acxf($7yv Z) =0, axyf(xa Y, Z) = Zeyz’ 8zz.f(m7yv Z) = yeyz’

6y:rf(x7y7 Z) = Zeyz7 8yyf(x,y7z) = x22€yz, 6yzf(x7ya Z) = (‘/I’. + xyz)eyz7

asz(xaya Z) = yeyzv 8zyf(xa Y, Z) = (‘T + xyz)eyzv 8zzf(xa Y, Z) = xy2eyz.
Osserviamo quindi che

azyf(xaya Z) = ze¥* = ayrf(mayv Z)v

8a:zf($ay7 Z) = yeyz = 6zxf(x7yv Z)7
auzf(xayv Z) = (l‘ —+ xyz)eyz = 5zyf($7y, Z)

Risulta ovvio che, per una funzione di n variabili, esistono n derivate parziali prime, e quindi n?

derivate parziali seconde. Tuttavia, come visto nell’esempio precedente, le derivate parziali seconde

miste non dipendono dall’ordine di derivazione, di modo che in realta bisogna calcolare solo w

derivate parziali seconde?*. Questo fatto generale & una conseguenza del seguente risultato.
Teorema 1.4.3 (Lemma di Schwarz). Se f € C%(Q2), allora
Op;a, [ (¥) = Op,e, f(x) perognii,je{l,...,n} excQ.

Dimostrazione. [Non vista a lezione.] Mostriamo solo il caso n = 2 e 2 = R2. Di conseguenza,
dobbiamo dimostrare che

axyf(xvy) = 8yrf(x7y) per Ogni (Ivy) € RQ'
Siano (a,b) € R? e s,t > 0. Allora consideriamo i valori di f nei punti
(a,0), (a+s,0), (a,b+1), (a+s,b+1),

che sono i vertici di un rettangolo, e assegnamo a ciascuno di essi segni alterni, partendo da + in
(a,b) e proseguendo in senso antiorario. L’idea di base ¢ quindi considerare la quantita

A= (f(a+s7b+t) - f(a7b+t>) - (f(a+s7b) _f(avb))
e dimostrare che ¢ proporzionale alle due derivate parziali miste, ovvero

A= 50, f(a,b+1t) — 0 f(a,b) =~ stdy, f(a,b),

A= (fla+sb+t)— fla+sb)—(fla,b+1t)— f(a,b)) = td,f(a+s,b) —tdy,f(a,b)
R 150y f(a, b).

Per rendere tutto cio rigoroso, si usa il Teorema di Lagrange per il calcolo in una dimensione.
Definiamo la funzione ¥ : R — R data da

Y(u) = fla+s,b+u) — f(a,b+ u).

24Per notare questo fatto, osserviamo che esistono n derivate seconde rispetto alla stessa variabile, e quindi le
derivate parziali seconde rispetto a due variabili diverse sono n2 — n. Visto che perd basta calcolare una di queste

n?—n

5 Sommando

derivate per conoscere quella rispetto alle variabili in ordine invertito, allora dobbiamo calcolarne
di nuovo le n derivate legate alla stessa variabile, otteniamo

n27n+n_ n?+n n(n2+1).
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Allora abbiamo
A=y(t) —(0) = ty'(§)
per qualche £ € (0,t), grazie al Teorema di Lagrange. D’altra parte, abbiamo
V(&) = Oyf(a+s,b+&) — 9y fa,b+8&) =s04(9yf)(a+nb+¢) = s0zyf(a+nb+¢)

per qualche n € (0, s), di nuovo grazie al Teorema di Lagrange. Definiamo poi la funzione ¢ : R — R
data da
(p(l}) = f(a—|—11,b+t) —f(a—|—v,b).

Allora abbiamo
A =9(s) —9(0) = s’ (v)
per qualche v € (0, s), grazie al Teorema di Lagrange. D’altra parte, abbiamo
V(7)) =0 fla+7,b+1t) = 0uflat,b) = t9y(0uf)(a+7,b+08) = tdy. f(a+7,b+ )
per qualche § € (0,t), di nuovo grazie al Teorema di Lagrange. Di conseguenza, otteniamo
15Oy f(a+m,b+&) = A = stdy, fa+7,b+0)
per certi n,v € (0,s) e £,0 € (0,t). Ne segue che
aryf(a+777b+€) = ayxf(a+77b+6)

per certi 1,7 € (0,5) e £,8 € (0,t), e per ogni t,s > 0. Quindi, possiamo mandare t,s — 0T,
cosa che ovviamente implica 7,£,7,6 — 01 (per il Teorema dei Carabinieri), e percio, grazie alla
continuita delle derivate seconde, otteniamo

8acyf(aa b) = lim amyf(a + 77»b + 5) = lim aymf(a + '7»b + 6) = ayzf(av b)
n,E—0+ ~v,6—0t

Definizione 1.4.4. Sia f € C?(2). La matrice n x n delle derivate parziali seconde,

Hf(!L‘) = [azzmyf(x)] J=1,...,n

8131131 f(x) 8(51(132 f(x) A amlmnf(x)
_ Oppar [(T)  Oppar f(¥) o Opya, f() req
Ooron f(@) Opranf (@) - O f(2)

¢ la matrice hessiana di f.

Notazioni alternative per la matrice hessiana di f sono
D?f =Hess f =H f.

Osservazione 1.4.5. La matrice hessiana di una funzione f € C?(Q) ¢ sempre simmetrica, grazie
al Lemma di Schwarz, ovvero

(H f(x))" = H f(z) per ogni z € Q.
Inoltre, si puo anche scrivere la matrice hessiana come
FOVS
Frn (z)

oV f
oz, &)

oV f
oz (*)

ricordando che la nabla € un vettore riga.
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Esempio 1.4.6. Sia f(x,y) = vy — 222 — y>. Allora abbiamo

Vf(x,y) = (y - 4$,I - 3y2)

Hf(z,y) = {_14 _éy} ~

Vale una formula dello sviluppo di Taylor al secondo ordine per le funzioni due volte differen-
ziabili con continuita.

Teorema 1.4.7 (Formula di Taylor al II ordine in pitt variabili). Siano f € C?(Q) ea € Q. Allora
abbiamo

fla+h)=fla)+Vf(a)-h+ %htHf(a)h—i-o(HhHQ) per h — 0 in R™,
dove

WHf(a)h=h-(Hf(a)h) =Y Ouu fla)hih;,
i=1 j=1

e cio significa che

by fath) = fla) = Vi) -h- 5k Hf(a)h _
im =0.
h—0 in R" R

Il termine di ordine 2 in questo sviluppo € un caso particolare di forma quadratica.

Definizione 1.4.8. Sia A € R™*". La forma quadratica associata alla matrice A & la funzione
Q4 :R" — R data da

Qa(h) =h'Ah =h-(Ah) = Y aijhih; = Y aijhih; per ogni h € R".
i,j=1 i=1 j=1

Osservazione 1.4.9. Se A = I (la matrice identita), allora per ogni h € R™ abbiamo
Qu(h) =h-(Ih) =h-h=|h]* = _hj.
j=1

Esempio 1.4.10. Sianon =2 e
1 2
A= [3 0} |
Allora per ogni h = (hy, hy) € R? abbiamo
hi\ 1 2 hi '\ hy + 2ho
@ ()= oly () o (M3 )
= h2 4 2h1hy + 3hihy = h? + 5hihs.

Osservazione 1.4.11. La forma quadratica associata alla matrice hessiana di una funzione f in
un punto a ¢ data da

Qu s (h) = W Hf(@h =" Oupu, f(@hih;.
i=1 j=1

In dimensione 1 il segno della derivata seconda ci permette di capire la natura di un punto
critico della funzione che stiamo studiando. Nel caso generale di piu variabili, si sfrutta la nozione
di segno generalizzata per forme quadratiche.

Definizione 1.4.12. Siano A € R™*"™ una matrice simmetrica e Q 4 la forma quadratica associata
ad A. La matrice A &:

e definita positiva se Qa(h) > 0 per ogni h # 0;

e definita negativa se Q 4(h) < 0 per ogni h # 0;
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e semidefinita positiva se Qa(h) > 0 per ogni h € R™;
o semidefinita negativa se Q4(h) < 0 per ogni h € R™;

e non definita se esistono h,h € R™ tali che Qa(h) < 0 < Qa(h), ovvero se nessuna delle
precedenti condizioni vale.

Non sorprendentemente, il segno di una matrice simmetrica & legato a quello dei suoi autovalori
(che sono necessariamente tutti reali).

Teorema 1.4.13 (Criterio di Sylvester). Sia A € R™ "™ una matrice simmetrica con autovalori
A, A2, A, € R Allora A é:

o definita positiva se e solo se A1, Aa, ..., Ay > 0;

definita negativa se e solo se A1, Ao, ..., A, <0;

semidefinita positiva se e solo se A1, Aa, ..., A\p > 0;

semidefinita negativa se e solo se A\i,Aa, ..., A\, <0;
e non definita se e solo se esistono i,k € {1,...,n} tali che \; >0 e A\, <O0.

Dimostrazione. Diamo un’idea della dimostrazione considerando una matrice diagonale

A0 ... 0

0 A 0
A:

0 0 An

)‘01 )? 8 ha Athy
Qa(h) = (h1 hy ... hy) ”2' =(hy hy ... hy) | 727

= AihT 4 b3+ Mkl =) AR
j=1

Risulta quindi chiaro che Q4 (h) > 0 per ogni h # 0 se e solo se A; > 0 per ogni j € {1,...,n},
dato che abbiamo Qa(e;) = X\; per ogni ¢« € {1,...,n} e, se per assurdo Ay < 0 per qualche
ke {1,...,n}, allora avremmo Q4 (h) < 0 per

h=—e,=(0,0,...,0, =1,0,...,0).
~—~
k

Questo copre il caso di matrice diagonale definita positiva. Lasciamo i restanti casi per esercizio. [

Osservazione 1.4.14. Dato che per il Teorema 1.1.20 il determinante di una matrice simmetrica
& uguale al prodotto degli autovalori, ovvero

det(A) = A A An,

osserviamo che A & certamente non definita se det(A4) < 0 e n & pari, poiché in tal caso ci devono
essere almeno due autovalori con segno opposto per rendere negativo il prodotto.

Se n = 2, si puo stabilire il segno di una matrice simmetrica prendendo in considerazione solo

il determinante e la traccia (o, in alcuni casi, il segno del primo elemento).

Corollario 1.4.15. Sia A = Bll 212} € R%2%2 yna matrice simmetrica. Allora A é:
12 Q22

e definita positiva se e solo se det(A) > 0 e Tr(A) > 0, oppure, equivalentemente, se e solo se
det(A) >0 ea;; >0 (0 ax >0);
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e definita negativa se e solo se det(A) > 0 e Tr(A) < 0, oppure, equivalentemente, se e solo se
det(A) >0 ea; <0 (0axn <0);

o semidefinita positiva se e solo se det(A) >0 e Tr(A) > 0;
o semidefinita negativa se e solo se det(A) > 0 e Tr(A) < 0;

e non definita se e solo se det(A) < 0.

Dimostrazione. E una conseguenza immediata del Corollario 1.1.21 unito al Criterio di Sylvester
(Teorema 1.4.13). O

Possiamo ora caratterizzare i punti critici di una funzione C?2.

Teorema 1.4.16 (Classificazione dei punti critici). Siano f € C%(Q) e a € Q un punto critico di
f. Valgono le sequenti implicazioni:

e se H f(a) ¢ definita positiva, allora a é un punto di minimo relativo;

e sc H f(a) ¢ definita negativa, allora a é un punto di massimo relativo;

e se H f(a) é non definita, allora a é un punto di sella;

e se a & un punto di minimo relativo, allora H f(a) é semidefinita positiva;
e sea ¢ un punto di massimo relativo, allora H f(a) é semidefinita negativa.

Dimostrazione. Diamo I'idea della dimostrazione nel primo caso. Dato che a € un punto critico di
f, sappiamo che V f(a) = 0. Allora, la formula dello sviluppo in serie di Taylor al secondo ordine
(Teorema 1.4.7) si riduce a

Fla+h) — f(a) = %ht H f(a)h + o(|h]2) per h— 0 in R™;

e dunque, ponendo x = a + h, otteniamo

£() ~ f(a) = 5z — ) B f (@) — @) + olz o]}
= ||z —al]? lw aM ) erx—ainR” z#a
=l —al* (=g B/ =g +olh) pra R o fa

Dato che H f(a) ¢ definita positiva, sappiamo che

t
T —a T —a
ng(a)u >0 per ogni z € R", x # a.
|z —all |z — all
D’altra parte, il termine o(1) indica un resto che sta andando a 0 per x — a, e percid possiamo
tranquillamente assumere che sia arbitrariamente piccolo per x sufficientemente vicino ad a: di
conseguenza, esiste r > 0 tale che

(x —a)f
|

|z — a

(z —a)

7 —al +o0(1) >0 per ogni z € B.(a)\ {a}.

ST f(a)

Cio implica
#(x) > f(a) per ogni € B, (a),

dato che ovviamente la disuguaglianza ¢ soddisfatta per x = a; e questo significa che a ¢ un punto
di minimo relativo. O

Rivediamo i due esempi fondamentali di studio di punti critici alla luce di questo teorema.

Esempio 1.4.17. Sia f(z,y) = 22 + y2. Allora abbiamo

Vi(z,y) = (22,2y) = (0,0) <= (2,9) = (0,0)

Hf(z,y) = [(2) g], e quindi H f(0,0) = B (2)} ,
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che ¢ chiaramente definita positiva. Infatti, & facile osservare che (0,0) ¢ un punto di minimo
assoluto (non soltanto relativo) per f, dato che 2 + y? > 0 per ogni (z,y) € R?.
Considerando invece g(x,y) = —x? — y?, abbiamo

-2 0 . -2 0
Hg(%,y) = |:0 _2:| , € qumdl Hg(070) = |: 0 _2:| ’

che ¢ chiaramente definita negativa. Infatti, & facile osservare che (0,0) ¢ un punto di massimo
assoluto (non soltanto relativo) per g, dato che —(z% + y?) < 0 per ogni (z,y) € R2.

Nel caso particolare della dimensione 2, si puo enunciare una versione semplificata del teorema
di classificazione dei punti critici.

Teorema 1.4.18 (Classificazione dei punti critici in R?). Siano n = 2, Q C R? un insieme aperto,
f€C?(Q) eacQ un punto critico di f. Valgono le sequenti implicazioni:

o sedet(H f(a)) >0 e 0zzf(a) >0 (0 dyyf(a) >0), allora a é un punto di minimo relativo;
e sedet(H f(a)) >0 e 0zxf(a) <0 (0 dyyf(a) <0), allora a é un punto di massimo relativo;
e sedet (H f(a)) <0, allora a é un punto di sella.

Dimostrazione. B una conseguenza immediata del teorema di classificazione dei punti critici (Teo-
rema 1.4.16) unito alla caratterizzazione del segno delle matrici simmetriche 2 x 2 (Corollario
1.4.15). O

Osservazione 1.4.19. Osserviamo che gli ultimi due casi del teorema di classificazione dei punti
critici non sono esattamente speculari rispetto ai primi due, come accade in dimensione 1, dato
che puo succedere che si abbia un punto di massimo o minimo relativo in cui la matrice hessiana
abbia almeno un autovalore nullo. In altre parole, se H f(a) ¢ solo semidefinita positiva o negativa
(ovvero, se ha almeno un autovalore nullo, e dunque det (H f(a)) = 0), non si pud dire nulla di
certo sulla natura del punto critico a.

Si consideri ad esempio f(x,y) = 22 + y*. In tal caso abbiamo

Figura 1.10: 1l grafico di f(z,y) = 22 + y*.

Vi(z,y) = (22,49%) = (0,0) <= (z,9) = (0,0),

47



di modo che l'origine & 'unico punto critico di f. Calcoliamo quindi la matrice hessiana:

2 0
Dunque, otteniamo
2 0
Hi0.0 =[5 9,

che & una matrice semidefinita positiva, ma non definita positiva, dato che i suoi autovalori sono
A1 =2 e Ay = 0 (la matrice & diagonale). D’altra parte, (0,0) & un punto di minimo assoluto per
f, dato che f(z,y) = 22 +y* > 0 = £(0,0) per ogni (x,y) € R2.

Se invece consideriamo g(x,y) = x? — y*, allora abbiamo

Figura 1.11: 1l grafico di g(z,y) = 22 — y*.

v9($7y) = (233’ _4y3) = (070) — (:z:,y) = (050)7

di modo che 'origine & I'unico punto critico di g. La matrice hessiana & data da

2 0
Hg(l',y) = |:0 _12y2:| ’

di modo che
2 0
0.0 = |5 g].

che € una matrice semidefinita positiva, ma non definita positiva, per quanto visto prima. D’altra
parte, (0,0) & un punto di sella per g, dato che g(x,0) = 2% e g(0,y) = —y*, di modo che I'origine
¢ un punto di minimo lungo ’asse x e un punto di massimo lungo I’asse y, e quindi non puo essere
un punto né di massimo né di minimo per g.

In conclusione, abbiamo visto che, se la matrice hessiana ¢ semidefinita positiva in un punto
critico, tale punto puo essere sia di minimo relativo che di sella.

In maniera analoga, se la matrice hessiana ¢ semidefinita negativa in un punto critico, tale
punto puo essere sia di massimo relativo che di sella.
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Terminiamo questa sezione con un esempio di esercizio.

Esempio 1.4.20. Sia f(z,y) = zy(x +y — 1). Allora abbiamo

Figura 1.12: 1l grafico di f(z,y) = zy(z +y — 1).

Vi,y) =Wx+y—1)+ay,z(z+y—1)+ay) = (yQ2z+y—1),z(x+2y—1)) = (0,0)

se e solo se
z(x+2y—1)=0.
La prima equazione ha come soluzioni y = 0 e y = 1 — 2z. Nel primo caso, la seconda equazione

si riduce a
2(x—1)=0 <= =0 0 z=1,

di modo che (0,0) e (1,0) sono punti critici di f. Nel secondo caso, la seconda equazione si riduce
a

1
z(-3x4+1)=0 < 2=0 o T=73,
di modochey=1o0oy=1-2=1 equindi (0,1) e (3,3) sono punti critici di f. In definitiva, i
punti critici di f sono:
11
0,0), (1,0), (0,1 - = .
©.0). (1.0, O, (53]
Ora, la matrice hessiana di f & data da
_ 2y 2z 4+2y—1
Hf(x’y)_[2zc+2y—1 2z ]

Quindi abbiamo:
o se (z,y) = (0,0), allora
0 -1
Hf(0,0)— |:_1 0:|a

che & non definita, dato che det(H f(0,0)) = —1 < 0, e percio (0,0) & un punto di sella;
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e se (z,y) = (1,0), allora
01
che & non definita, dato che det(H f(1,0)) = —1 < 0, e percio (1,0) & un punto di sella;
e se (z,y) = (0,1), allora
2 1
che & non definita, dato che det(H f(0,1)) = —1 < 0, e percio (0,1) & un punto di sella;

o se (z,y) = (%, %), allora

che ¢ definita positiva, dato che

11 401 1 11 4
det(Hf (=, ] ) ==—==2 (a2 2)) =225
e< f(3’3>) 9 g -30c¢ r< f(3’3>> 3

e percio (%, %) ¢ un punto di minimo relativo.

1.5 Curve differenziabili

A meno che sia specificato diversamente, in questa sezione assumiamo a,b € R con a < b e indi-
chiamo con I un intervallo della retta reale. Riprendiamo ora lo studio di una famiglia particolare
di funzioni a valori vettoriali, ovvero le curve, che sono funzioni continue v : I — R”, le cui
componenti indichiamo con «; per j € {1,...,n}, ovvero

’Y(t) = (’Yl(t)/m(t)) s a’Yn(t)) per ogni t € JESS

Dato £ C R", indichiamo con C(I;FE) linsieme delle curve la cui traiettoria & interamente
contenuta dentro F, ovvero

C(L;E) :=={y € C(I;R") : 7(I) C E}.

Per poter studiare le proprieta fini di una curva data, assumiamo che in ogni punto sia ben
definito il vettore velocita della curva stessa, ovvero che la curva sia differenziabile.

Definizione 1.5.1. Siano E C R" ¢ v € C(I; E). Assumiamo che le componenti v; siano deri-
vabili in I, nel senso che le derivate 7}(t) esistono per ogni ¢ all'interno di I, e che negli estremi
destri e/o sinistri (se appartengono all’intervallo I, nel qual caso li indichiamo con a,b) esistono
rispettivamente la derivata destra e sinistra, ovvero esistono i limiti

vy vila+h) —v5(a)
v,(a) = hhj& . eR
e
vy b+ R) =) (b —h) =) o (0) — (b —h)
7(0) = hlgléli h B hh—{ng —h B hh—g)lJr h € R.

Allora il vettore

Y(E) = (1 (®),92(8), -4 (8) = (1 (1), 75(8), - -, 1 (8)) € R™.

¢ la derivata, o velocitd, di v in t € I (intendendo le derivate negli estremi come derivate destre e
sinistre, come spiegato sopra). Se v; € C(I) per ogni j € {1,...,n}, ovvero 7; € C(I), allora v ¢
differenziabile su I, e scriviamo v € C1(I; E).

11 1 2
250ppurey Oza f (g, g) = 8yyf (§7 %) =35> 0.
268fruttando I'identificazione fra punti e vettori, rappresentiamo ora i valori di y(t) come un punto in R™, anziché
un vettore.
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Da un punto di vista cinetico, 4(t) & la velocita istantanea della traiettoria «(t) percorsa da un
punto materiale, dato che ¢ il limite per At — 0 della velocita media:

o YA =) L Ay(t)
V) = Jim = A A

Usiamo le seguenti notazioni equivalenti per indicare la velocita o derivata di una curva diffe-
renziabile:

dy
y(t) =+ (t) = = (¢).
V) =) = (1)
Vediamo alcuni esempi fondamentali di curve, specialmente nel piano cartesiano.

Esempio 1.5.2. Una qualunque retta nel piano cartesiano y = ma + ¢, per certi m,q € R, puo
essere rappresentata come la traccia di una curva. Per esempio, se poniamo x = t, allora abbiamo
y = mt + ¢, e quindi otteniamo ~(t) = (t,mt + ¢q). Chiaramente, v € C*(R;R?), e la velocita
A(t) = (1,m) & costante.

Ovviamente, otterremmo la stessa traccia con diverse parametrizzazioni, che possono corrispon-
dere a diverse velocita di percorrenza. Ad esempio, se poniamo z = s3, allora abbiamo y = ms®+¢
e la curva a(s) = (s®,ms® + q) ha come traccia ancora la retta y = mx + ¢. Anche questa curva &
differenziabile su tutto R, ma la sua derivata ¢ data da

a(s) = (3s%,3ms?) = 35%(1,m),

che non ¢ costante, e cio riflette il fatto che, infatti, i valori delle coordinate di « crescono in valore
assoluto pit rapidamente per |s| > 1 e piu lentamente per |s| < 1.

Esempio 1.5.3. In generale, se f : I — R & un funzione continua, il grafico di f, ovvero l'insieme
{(z, f(z)) € R?: 2 € I}, puod essere visto come la traccia della curva

v() = (& f(1), v: T —R?.
Se poi f & anche derivabile, allora abbiamo 4(¢) = (1, f/(¢)).
Esempio 1.5.4. La circonferenza centrata nell’origine di raggio 1, ovvero l'insieme
{(z,y) € R? 12 + ¢ =1},
€ normalmente parametrizzata mediante la curva
y(t) = (cos(t),sin(t)), v : [0,27] — R?.

Cosi abbiamo 4(t) = (—sin(t),cos(t)), ed ¢ interessante notare che la velocita scalare di questa
curva, ovvero la norma di 4, & costante, dato che ||¥(t)|| = 1.

Esempio 1.5.5. Dati i punti P, @ € R™, abbiamo visto nell’Esempio 1.2.32 che una parametriz-
zazione per il segmento che va da P a @ ¢ data da

Y(t) =P +tQ—P)=(1—t)P+tQ perte[0,1],

di modo che 4(t) = Q@ — P € R™, ovvero la velocita & costante e coincide proprio con il vettore che
va da P a Q. Questo ¢ sensato, dato che v(¢) & ben definita su tutto R, e la sua traccia coincide
con la retta che passa per i punti P e Q.

Esempio 1.5.6. Consideriamo il ramo dell’iperbole
{(z,y) €eR?: 2% —y* =1,z > 0}.

Osserviamo che ¢ normalmente parametrizzato usando le funzioni coseno iperbolico e seno iperbo-
lico, ovvero

~(t) = (cosh(t),sinh(t)), v: R — R2,
dove

t -t t_ ot
cosh(t) = % e sinh(t) = %
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Infatti, cosh(t) > 0 e vediamo che

t —t\ 2 t —t\ 2 2t —2t 2t —2t
— 2 — — 2
cosh?(t) — sinh?(t) = (W> — (ee) _ere i me T

2 2

Inoltre, un semplice calcolo mostra che
t —t\ '/ t -t
cosh’(t) = (e—;e) % = sinh(¢),

t
e

inh'(t) = | ——

sinh’(t) ( 5

Il
Il
Q
o]
wn
=
—
~
~—

di modo che
A(t) = (sinh(t), cosh(t)).

Inoltre, se consideriamo ’altro ramo dell’iperbole
{(z,9) eR?: 2? —y® = 1,2 < 0},
allora & facile vedere che puo essere parametrizzato da

~(t) = (— cosh(t), sinh(t)).

Visto che le curve sono funzioni definite su intervalli reali a valori vettoriali, se sono differenzia-
bili soddisfano le stesse proprieta delle funzioni differenziabili in piu variabili e a valori vettoriali.
In particolare, vale la formula di Taylor al I ordine.

Proposizione 1.5.7 (Formula di Taylor al I ordine per una curva). Sia v € C1(I;R"). Per ogni
t € I° abbiamo
v+ h) =~(t) +4()h + o(h) per h — 0,

ovvero

iy YEHR) = @) =3O e
h—0 h

Inoltre, le derivate delle curve hanno proprieta analoghe a quelle delle derivate della funzioni

reali di una variabile reale, come la regola della derivata della somma e la regola di derivazione

della funzione composta.

Lemma 1.5.8. Siano v € CY(I;R"), J C R un intervallo e p : J — I tale che o € C1(J). Allora
yop e CHJ;R™) e abbiamo

& ro9) (1) = A(e0) (1) per ognit e ] (15.1)

In particolare, cio significa che la velocita dipende dalla parametrizzazione e non solo dalla
traccia della curva, ovvero dipende dalla formula esplicita scelta per rappresentare in maniera
analitica la curva.

Piu precisamente, sia v € C*([a,b]; R™). Possiamo riparametrizzarla componendola con una
mappa C' e biunivoca ¢ : [c,d] — [a,b] tale che ¢'(c) # 0 per ogni o € [c,b]. Allora la curva
yop: [c,d] — R™ appartiene a C*([c,d]; R") e percorre le stesse posizioni percorse da ; nello
stesso ordine se ¢ & strettamente crescente (ovvero, ¢’ (¢) > 0), in ordine inverso se @ & strettamente
decrescente (ovvero, ¢'(o) < 0). Di conseguenza, la traccia di y rimane invariata, perché le posizioni
percorse da 7 sono le stesse di quelle percorse da =y o ¢; in altre parole, (v o ¢)([¢,d]) = ¥([a, b]).
Invece, grazie alla regola di derivazione della funzione composta (1.5.1), sappiamo che i vettori
velocita nella stessa posizione cambiano di un fattore moltiplicativo scalare uguale a ¢'(t).

Osservazione 1.5.9. Dalle regole di derivazione del prodotto deduciamo delle proprieta relative
alla derivata del prodotto scalare e della norma di curve differenziabili. Nello specifico, se a, 8 €
CY(I;R"), allora valgono le seguenti proprieta:

%(a(t) A1) = a(t) - B(t) + alt) - A1),
d
@IIOL(i)II2 = 2a(t) - &(t)



Un’altra fondamentale regola di derivazione della composizione riguarda il caso opposto, ovvero
quando la curva ¢ la funzione “piu interna” della composizione.

Lemma 1.5.10. Siano Q C R"™ un aperto, f € C1(Q) ey € CH(I;Q). Allora foy € CY(I) e
abbiamo

n
G0 = VFa0)-30 = 30 ZL (O 0) per ognite 1
j=1

Questa regola di derivazione di una funzione in piu variabili composta con una curva permette
di dimostrare la caratterizzazione delle funzioni costanti in piu variabili.

Infatti, & chiaro che il gradiente di una funzione costante ¢ il vettore nullo, ed & naturale chiedersi
se questa proprieta caratterizzi tutte e sole le funzioni costanti, come accade in dimensione 1 con
la derivata prima: e in effetti cosi, come illustrato nel seguente risultato.

Proposizione 1.5.11. Siano Q C R"™ un insieme aperto connesso per archi e f € C*(Q). Allora
[ & costante se e solo se Vf(x) =0 per ogni x € .

La dimostrazione, che lasciamo per esercizio, si basa anche sulla seguente proprieta degli insiemi
aperti connessi per archi in R™.

Lemma 1.5.12. Sia Q C R™ un insieme aperto connesso per archi. Allora per ogni xg,x1 € §)
esiste una curva v € C1([0,1]; ) tale che v(0) = x¢ e (1) = z1.

La dimostrazione di questo risultato ¢ abbastanza tecnica ed ¢ quindi omessa. L’idea di fondo &
che dentro un aperto c¢’e¢ sempre “abbastanza spazio” per regolarizzare un’eventuale curva solamente
continua che unisca i due punti zg,z; € Q.

1.6 Estremanti vincolati e moltiplicatori di Lagrange

Se si cercano i punti di massimo e minimo di una funzione continua definita su un insieme com-
patto (dove certamente esistono grazie al Teorema di Weierstrass), puo succedere che tali punti si
trovino sul bordo di tale insieme, e non all’interno. Tuttavia, il Teorema di Fermat si applica solo
a funzioni definite su insiemi aperti, e non ci puo aiutare a trovare punti di massimo e minimo sul
bordo del dominio. Percio serve una teoria a sé stante per gli estremanti vincolati, ovvero i punti
di estremo (massimi o minimi, relativi o assoluti) per una funzione ristretta al bordo del dominio,
ovvero il vincolo, che, nei casi del piano cartesiano che vedremo, ¢ un’unione di curve differenziabili.

Diamo ora una descrizione matematica del problema.

Siano n = 2, Q@ C R? un insieme aperto, £ C Q un insieme compatto e f € C(Q). Queste
ipotesi servono ad assicurarsi che f sia derivabile anche su OF. Grazie al Teorema di Weierstrass,
sappiamo che f ammette almeno un punto di massimo e un punto di minimo assoluti in F.
Assumiamo inoltre che questi punti non siano nell’interno di F (ad esempio, f non ha punti critici
in E°, oppure tutti i punti critici in E° sono di sella). Allora questi punti di massimo e minimo
assoluti devono appartenere a 9E. Assumiamo che esista v € C*([a, b]; ), v(t) = (x(t),y(t)), tale
che OF = v([a, b]), ovvero che il bordo di F sia la traccia della curva differenziabile . Allora, per
studiare il comportamento di f ristretta a OF, € sufficiente considerare la funzione

h(t) = f(y(1) = fz(t),y(t)), h:[a,b] = OF.

Grazie alla regola di derivazione delle funzioni composte con curve (Lemma 1.5.10), sappiamo che
h € C*([a,b]) e che
W (t) =V f(y(t)-A(@)

Dunque, sia (zg,yo) € OF un punto di massimo o minimo assoluto per f in F (e quindi anche in
OF C E, dato che E & chiuso), e assumiamo che esista to € (a,b) tale che

(0, 90) = 7(to) = (2(t0), y(t0))-

Allora, per il Teorema di Fermat in una dimensione, sappiamo che

0= 1(ta) = V7(2(00) 4 (t0) = 5L (o)’ (1) + S oo/ 1) (16)
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Da un punto di vista geometrico, cio significa che il gradiente della funzione e il vettore tangente
alla curva nel punto (xg,yo) sono ortogonali.

Questo ragionamento ci da una condizione necessaria di esistenza di massimo e minimo per
una funzione ristretta alla traccia di una curva v € C([a,b]; 2): se esiste un punto di massimo o
minimo (zg, yo), allora

o (1.6.1) ¢ soddisfatta per qualche to € (a,b) tale che v(to) = (x0,y0), oppure
e (z0,y0) = 7v(a), oppure
o (z0,y0) = (D).

Dato che questa € una condizione necessaria e non sufficiente, bisogna poi confrontare i valori
f(v(to)) per ogni tg € (a,b) soluzione di (1.6.1), f(y(a)) e f(v(b)): i punti dove f ha il valore piu
grande sono i punti di massimo assoluto, mentre quelli dove f ha il valore piu piccolo sono i punti
di minimo assoluto.

Illustriamo questo approccio con un esempio.

Esempio 1.6.1. Siano E = B;(0) e f(x,y) = vy. Chiaramente, f € C''(R?) e sappiamo che f ha
un solo punto critico che ¢ un punto di sella (si veda ’Esempio 1.3.22). Quindi, i punti di massimo
e minimo di f in E, che devono esistere per il Teorema di Weierstrass, stanno sul bordo di E, che
e dato da

OFE = 0B1(0) = {(z,y) € R? : 2% + y* = 1} = v([0,27]) per ¥(t) = (cos(t),sin(t)).
Quindi abbiamo

sin(2t)
5

h(t) = f(cos(t),sin(t)) = cos(t)sin(t) =
Percio e facile vedere che

w 3w bw Tw
h(t) = 2) =0 <= t=—,—, —, —
() COS() 474a474a

e a questi valori corrispondo i punti

) Caw) (wa) (aa)

Calcoliamo quindi il valore di f in questi punti e in v(0) = (1,0) = v(27):

(o)) 31 ()1 Gh) 4 o

Concludiamo quindi che (%, %) , (_ﬁ’ _ﬁ) sono punti di massimo assoluto per f in OF,

mentre (—%, %) , (%, —% sono punti di minimo assoluto per f in OE?7. A questo punto,
dato che f ha solo un punto di sella in E° = B;(0), concludiamo che questi sono effettivamente
punti di massimo e minimo assoluti per f in E. Osserviamo infine che V f(z,y) = (y, z), e quindi

i vettori
V f(cos(t),sin(t)) = (sin(t),cos(t)) e ~'(t) = (—sin(t),cos(t))

sono ortogonali se e solo se
—sin?(t) 4 cos?(t) = cos(2t) = 0,

di modo che ritroviamo la stessa equazione.

27Si pud anche verificare a mano che questi siano effettivamente punti di massimo e minimo assoluti, osservando
che

2 2 2 z? + 92 . 2
0= (el —yD)” =2 +y" = 2fey| = |oy| < ——— per ogni (z,y) ER",
e quindi
1 2 2 2 2 1
—5:—w ;—y S:L‘ygx ;—y :5 perognix,ytalichex2+y2:l.
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Tuttavia, richiedere che tutto il bordo di un insieme compatto nel piano sia la traccia di una
sola curva differenziabile pone eccessive limitazioni, dato che esclude la possibilita dell’esistenza di
vertici o cuspidi. D’altra parte, non & difficile vedere come generalizzare il metodo esposto sopra.

Dato un insieme compatto £ C R?, assumiamo che esistano delle curve v; € C'([a;, b;]; R?)
per j € {1,...,k} tali che 9F = v1([a1,b1]) U y2([az,b2]) U... U~k ([ak, bk]). Allora é sufficiente
applicare 'approccio precedente a ciascuna di queste curve.

Vediamolo esplicitamente con un esempio.

Esempio 1.6.2. Siano £ = [0,1]®> e f(z,y) = zy. Chiaramente, f € C!(R?) e non ammette
punti critici in E° = (0,1)2, dato che I'origine (0,0) & infatti un vertice di questo quadrato (si
veda I'Esempio 1.3.22). Quindi, i punti di massimo e minimo di f in E, che devono esistere per il
Teorema di Weierstrass, stanno sul bordo di E, che & dato da

OFE = 0[0,1]> = L1 U Ly U L3 U Ly,

dove
Li={(z,y) eR?:z € [0,1], y = 0} = 7([0,1]) per n(t) = (£,0),
Ly={(z,y) eR?:x =1, y € [0,1]} = 12([0,1]) per y2(t) = (1,t),
Ly ={(z,y) eR*: 2 €[0,1], y = 1} = 5([0,1]) per 3(t) = (t,1),
Ly={(z,y) eR* 12 =0, y € [0,1]} = %([0,1]) per va(t) = (0,%).

Quindi, componiamo f con ciascuna di queste quattro curve:

hi(t) = f(n () = f(£,0) =0,
ha(t) = f(h2(t) = F(1,1) = 1t,
hs(t) = flys(t) = f(t,1) = ¢,
ha(t) = f(ra(t)) = £(0,1) = 0.

Dato che hi e hy sono costanti, tutti i punti del loro dominio sono critici; mentre ¢ chiaro che
h4(t) = hi(t) =1, e quindi he e hg non hanno punti critici. Percid bisogna confrontare i valori di
fin Ly U Ly (dove ¢ costante) e nel vertice restante (1,1):

f(z,y) =0 perogni (z,y) € L1ULy e f(1,1)=1.

Di conseguenza, concludiamo che tutti i punti dell’insieme Ly U L4 sono punti di minimo assoluto
per f in E, mentre (1,1) & 'unico punto di massimo assoluto di f in E.

Notiamo inoltre che richiedere che f non ammetta punti di massimo e minimo assoluti nell’in-
terno di F serve solo ad assicurarsi che tali punti debbano essere sul bordo, ma il metodo si puo
applicare anche senza questa assunzione. Infatti, se f ha dei punti di massimo o minimo relativi
in E°, si applica il metodo che abbiamo descritto precedentemente per trovare dei candidati per
punti di massimo e minimo sul bordo JF, e poi & sufficiente valutare la funzione in tutti questi
punti (sia quelli in E° che in OF), onde trovare quali siano il valore massimo e quello minimo.
Sottolineiamo il fatto che eventuali punti di massimo e minimo relativi possono solo appartenere
all’interno di E, non al bordo: quindi, se in alcuni dei punti individuati su OF la funzione non
assume né il valore massimo né quello minimo, questi punti vanno semplicemente scartati.

Vediamo due esempi di questo caso generale.

Esempio 1.6.3. Siano E = {(z,y) € R? : 2> +y*> <2, x > —1} e f(z,y) = 2>+ y>. Ovviamente,
f € CL(R?), e (0,0) & I'unico punto critico di f, che & anche un punto di minimo assoluto per f in
R2, come mostrato nell’Esempio 1.3.23. Dato che (0,0) € E°, allora ¢ un punto di minimo assoluto
anche per f in E. Quanto al bordo di F, osserviamo che

9E = C UL,
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dove

=~ w

C:{({E,y) E]Rz 1$2+y2 :2, x > —1}:’}/1 <|:—£§17T,

L= {({E,y) ER*:z= -1, y€ [_17 1]} = ’72([_17 1]) per ’72(t) = (_Lt)'

WD per () = (V2cos(t), VZsin(t),

Quindi, componiamo f con ciascuna di queste due curve:

hi(t) = f(7(t)) = 2(cos(t))? + 2(sin(t))* = 2,
ha(t) = f(r2(t) =1+ 2.

Dato che h; ¢ costante, tutti i punti del suo dominio sono critici (ovvero, tutti i punti di C'); mentre
¢ chiaro che h5(t) = 2t, e quindi 'unico punto critico di hy & t = 0. Non serve considerare altri
punti, dato che i vertici dove si incontrano v; e 72 sono contenuti in C. Quindi, confrontiamo i
valori di f in (0,0), in C e in 72(0) = (—1,0):

f(0,0) =0, f(z,y) =2 per ogni (z,y) € C e f(-1,0) =1

Di conseguenza, concludiamo che I'unico punto di minimo assoluto & (0, 0), mentre tutti i punti di
C sono di massimo assoluto.

Esempio 1.6.4. Siano E = [—%, %]2 e f(z,y) = zy(x +y — 1). Per quanto visto nell’Esempio

Figura 1.13: 1l grafico di f(z,y) = zy(z +y — 1) su [-1, %]2

1.4.20, sappiamo che gli unici punti critici di f in E° sono (0,0), che ¢ di sella, e (3, %), che & di
minimo relativo. Osserviamo poi che

1177
8E=8{—§,§} :L1UL2UL3UL4,
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dove

{ z,y) ER* 1z € {—;;] ; y=—;} =M ({—;;D per 7i(t) = (t,—;>,
o £ N ) P
e fime e [3] rmgon([3]) v - (:2)
Ly = {(fmy) eER?:z= *%, y € {;;” = <[;;D per 74(t) = <;t>
Quindi, componiamo f con ciascuna di queste quattro curve

Vediamo percio che

3 3
Ry (t) = h)y(t) =—t+7 =0 < t= T
1 1
ho(t) =hs(t)=t— =0 < t=-
4 4
.3 11 . o . o
Tuttavia, Z ¢ —5, 5 , e dunque non ci possono essere punti di massimo o minimo su L; U Ly, a

eccezione forse dei vertici. Quindi dobbiamo calcolare il valore di f nei punti

D () (33 (3D G ()= Gd) ()~ (13)

Abbiamo

11 11 1
'f(2>4):f(4’2>:‘32-

11 11 PP : 1
35 5) ( —f) sono punti di massimo assoluto, mentre (—5, —5)
di

’

2072
conseguenza, ( %, %) ¢ solo un punto di minimo relativo, non

In conclusione, ne segue che (—
¢ il punto di minimo assoluto (e
assoluto).

Infine, ¢ importante osservare che questo metodo si applica anche al caso di un insieme E chiuso
ma illimitato, tenendo pero presente che il Teorema di Weierstrass non si puo pit applicare (perché
E non & compatto), e dunque non € piu certo che esistano dei punti di massimo e minimo assoluti.
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In tali situazioni bisogna quindi verificarlo “a mano”, andando a controllare i comportamenti
asintotici della funzione lungo determinate curve illimitate che compongono il bordo di E, o che
si trovano al suo interno. Infatti, non esiste nessun punto di massimo (o di minimo) assoluto se
lestremo superiore (o lestremo inferiore) della funzione non vengono raggiunti in nessun punto di
E. Ad esempio, cio si verifica se supp f = +00 o infp f = —oo0: vediamo un esempio di questa
situazione.

Esempio 1.6.5. Siano E = [0,+00) x [0,1] = {(z,y) € R? : 2 >0, y € [0,1]} e f(z,y) = xy.
Chiaramente, f € C'(R?) e non ammette punti critici in E° = (0,1)?, dato che I'origine (0,0) &
infatti un vertice della striscia infinita data da E (si veda I'Esempio 1.3.22). Quindi, i punti di
massimo e minimo assoluto di f in FE, se esistono, stanno sul bordo di F, che ¢ dato da

OF =0 ([07 +OO) X [O, 1]) =L1ULyULgs,

dove
Ly ={(z,y) e R?: x>0, y =0} = 71([0,+00)) per m(t) = (t,0),
Ly = {(3372-/) eER?:z >0, y= 1} = 72([074_00)) per '72(25) = (ta 1)7
Ly ={(z,y) eR? 12 =0, y € [0,1]} = 1([0,1]) per 3(t) = (0,7).
Quindi, componiamo f con ciascuna di queste tre curve:

hi(t) = f(m(t) = f(¢,0) =0,

ha(t) = f(2(t)) = f(t,1) = ¢,

hs(t) = f(vs(t)) = f(0,t) = 0.

Dato che h; e hs sono costanti, tutti i punti del loro dominio sono critici; mentre ¢ chiaro che
h4(t) = 1, e quindi hy non ha punti critici. Percio concludiamo che tutti i punti in L; U Ls sono
punti di minimo assoluto, visto che

f(z,y) =0 per ogni (z,y) € LiUL3 e f(z,y)=zy >0 perogni (z,y) € E.
D’altra parte, non ci sono candidati per punti di massimo assoluto: cio suggerisce che non esistano,
ed e infatti cosl. Per vederlo, ¢ sufficiente notare che f va a 400 lungo la semiretta Lo, dato che

A f(2(t) = lm f(t,1)= lim t=toc.

Dunque, f € illimitata superiormente lungo la semiretta Ly, e quindi SUP (5 y)eE f(z,y) = 4o00. In
conclusione, non esistono punti di massimo per f né assoluti né relativi.

Puo peraltro succedere che supy f < 400 o infg f > —o0o, ma che comunque f non ammette
massimo o minimo in E, ovvero che I’estremo superiore o I’estremo inferiore non sono raggiunti.
In altre parole, puo esserci un asintoto lungo una qualche curva illimitata in E.

Esempio 1.6.6. Siano E = [1,+00)x[0,1] = {(z,y) e R?: 2 > 1, y € [0,1]} e f(z,y) =y (1 — 1).
Chiaramente, f € C'(R?\ {z =0}) e

di modo che
Y —0
$2

1-1l=0 (z,y) = (1,0).

Tuttavia, (1,0) ¢ E°, perché (1,0) € JF (& uno dei vertici di questa striscia infinita). Dunque, f
non ha punti critici all’interno di £. Andiamo a studiare il comportamento di f sul bordo di E:
osserviamo che

OF =0 ([17 +OO) X [O, 1]) = L1 U L2 U L3,

dove
Ly ={(z,y) eR*:x>1, y =0} = 7([1,400)) per 7(t) = (t0),
Ly={(z,y) eR?:x>1, y =1} = %o([1, +00)) per ya(t) = (t,1),
L3 ={(z,y) € RZ:z=1,y¢€ [0,1]} = ~3([0,1]) per ~s3(t) = (1,1).
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Quindi, componiamo f con ciascuna di queste tre curve:

Dato che h; e hs sono costanti, tutti i punti del loro dominio sono critici; mentre ¢ chiaro che
Ry (t) = t%, e quindi he non ha punti critici. Percio concludiamo che tutti i punti in Ly U L3 sono
punti di minimo assoluto, visto che

1
f(z,y) =0 perogni (z,y) € L1ULs e f(z,y) :y(1—> >0 per ogni (z,y) € E,
x

dato che y > 0 e % < 1 per x > 1. D’altra parte, non ci sono candidati per punti di massimo
assoluto: cio suggerisce che non esistano, ed e infatti cosi. Per vederlo, e sufficiente considerare il
comportamento asintotico di f lungo Lo:

. . . 1
lin_ f0nl) = tim_ 760 =t (1-7) =1

t——+oo t——+o0

Osserviamo a questo punto che
1 1 .
yll—=)<1—=<1 perogniz>1e0<y<1.
T T

Quindi, concludiamo che

sup f(r,y) =1, ma f(zx,y) <1 perogni (z,y) € E,
(z,y)€E

da cui si deduce che non puo esistere nessun punto di massimo assoluto.

Osserviamo pero che non ¢ sempre possibile applicare questo approccio, perché puo non essere
facile trovare delle parametrizzazioni, ovvero delle formule esplicite, per le curve la cui traccia
costituisce il vincolo OF, oppure le parametrizzazioni che si trovano possono essere difficoltose da
usare.

Ad esempio, consideriamo l'insieme E = {(z,y) € R? : z* + y* < 1}. Da un punto di vista
grafico, questo insieme sembra molto simile al cerchio chiuso unitario B (0), ma non & ovvio trovare
una parametrizzazione per il bordo 9F = {(z,y) € R? : 2% + y* = 1},

Come altro esempio, potremmo considerare 'insieme E = {(z,y) € R? : 2?2 + 2 +y? +y < 1}: si

puo in effetti dimostrare che £ = B \/g (—%, —1), ma non ¢ del tutto immediato vederlo, e dunque

2

trovare una parametrizzazione per OF = {(z,y) € R : 2?2 + 2 + 3% +y = 1}.

Inoltre, osserviamo che finora abbiamo considerato vincoli solo nel piano cartesiano: nonostante
per gli scopi di questo corso cio possa essere sufficiente, in generale € importante poter studiare il
comportamento di f su OF anche in dimensioni superiori.

Tutte queste considerazioni portano a considerare la possibilita che il vincolo sia implicito,
ovvero che OF si possa vedere come 'insieme degli zeri di una qualche funzione g sufficientemente
regolare. Un’euristica per questa idea puo essere la seguente: se E = {x € R™ : g(z) < 0} per
qualche funzione g € C(R™) (dato che E & chiuso), allora pare ragionevole che

OFE ={z e R" : g(z) =0} = Z(g).

Cio non e vero in generale, ma succede in molti casi regolari, nei quali la funzione g & anche
differenziabile con continuita. Allora bisogna trovare un modo per gestire un vincolo implicito,
cio¢ dato semplicemente dall’equazione g(z) = 0 per una funzione g € C*(R").

283 pud vedere questo insieme come 1’unione delle tracce di due curve, dato che
y=1-2! — y==2v1-24,

tuttavia queste funzioni non sono facili da maneggiare.
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Osservazione 1.6.7. [Non vista a lezione] Partiamo dall’Esempio 1.6.1 per dedurre un mo-
do di studiare gli estremanti vincolati senza sfruttare una rappresentazione esplicita del vincolo
g(z,y) = 0. Siano C = {(z,y) € R? : 22 + y? = 1} = Z(g) la circonferenza unitaria centrata

nell’origine e f(x,y) = zy. Sappiamo che il massimo (assoluto) di f su C ¢ realizzato in (%, %)

e (—%,—%). Quindi, sia
1
M= max f(z,y)==
(x,y)ECf( v) 2
e consideriamo la curva data da

{(z.y) €B?: f(z,y) = M} = {m) eR?:yzzlx,z#o}.

Tale curva (che ¢ una iperbole avente come asintoti gli assi coordinati) ¢ tangente a C = Z(g)
. PR . 1 1 1 1 . S .
esattamente nei punti di massimo (ﬁ’ ﬁ) e <_ﬁ’ _ﬁ) Osserviamo che cio € equivalente a

osservare che i gradienti di f e g, dati da
Vi(@,y) = (y,z) e Vg(r,y) = (2z,2y)

sono paralleli nei punti (%, %) e (—%, —%) In altre parole, se (z9,70) € R? & un punto di

massimo vincolato a C, allora esiste A € R tale che

V f(w0,90) = AVg(zo, yo),
9(x0,%0) = 0.

Questo & un caso particolare del Teorema dei Moltiplicatori di Lagrange nel piano cartesiano®®.

Enunciamo ora il risultato generale.

Teorema 1.6.8 (Teorema dei Moltiplicatori di Lagrange). Siano f,g € C*(Q). Sea € Z(g) ¢ un
punto di massimo o minimo relativo vincolato per f ristretta a Z(g) e Vg(a) # 0, allora esiste
A € R tale che

V() = AVg(a).
In altre parole, a € Q tale che Vg(a) # 0 ¢ la soluzione del sistema di equazioni
af _\ 9g

Of (o) =229

of dg
%(x) = )\@(37)

g(z) =0

per qualche \ € R.

Il fattore A e il moltiplicatore, cosi chiamato perché appunto moltiplica il gradiente della funzione
del vincolo g.

E importantissimo notare che il Teorema dei Moltiplicatori di Lagrange fornisce una condizione
necessaria, ma non sufficiente, che i punti di massimo o minimo per f ristretta al vincolo Z(g)
devono soddisfare. In altre parole, una volta trovati i punti che soddisfano le equazioni del sistema
dei moltiplicatori di Lagrange per qualche A € R, si deve effettivamente verificare che siano punti
di massimo o minimo per f ristretta al vincolo dato.

Una formulazione alternativa di questo risultato ¢ la seguente: consideriamo la funzione La-
grangiana

L(z,\) = f(z)—Ag(x) perz e e XeR

29Naturalmente, il ragionamento fatto in questo caso particolare non costituisce una dimostrazione, la quale,
tuttavia, va molto al di la degli scopi di questo corso, ed & percid omessa.
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e cerchiamo i punti critici di questa funzione rispetto alle (n + 1) variabili (z,\) € Q x R. Infatti,
il gradiente di £ ¢ dato da

V(I,A)‘C(xa )‘) = (vaff(x) - )‘ng(z)7 79(‘7‘1))7
di modo che
—g(x) =0
che ¢ proprio il sistema dei moltiplicatori di Lagrange. Quindi, se a € Z(g) € un punto di massimo
o minimo relativo vincolato per f ristretta a Z(g), deve anche essere un punto critico della funzione

Lagrangiana.
Vediamo ’applicazione di questo risultato all’Esempio 1.6.1.

?

V(L)\)ﬁ(m,/\)zo <~ {

Esempio 1.6.9. Siano f(x,y) = zy e g(v,y) = 2 + y*> — 1. Allora abbiamo
Z(g) = {(z,y) e R*:2® +y* = 1}, Vf(z,y) = (y,2) e Vg(z,y) = (2z,2y).

Quindi, il sistema da risolvere per applicare il Teorema dei Moltiplicatori di Lagrange ¢ il seguente:

T =2\y — T =4)\%x
x2+y2:1 x2+y2=1

Adesso, risulta chiaro che la seconda equazione ammette solo due soluzioni: x = 0 o A = i%.

Tuttavia, se x = 0, allora y = 0 (per la prima equazione), e ¢id non ¢ coerente con la terza

equazione (ovvero, (0,0) ¢ Z(g)), quindi questa soluzione non & accettabile. Ne segue che A = +1.
Quindi, se A = %, allora il sistema di equazioni si riduce a

_ 1
A=3
y=x
222 =1

N . . . _ 1 . . (1 1 11
e cio chiaramente implica z = i\/i' In tal modo troviamo i punti (\/5, \/5) e ( 73 \/i)’ e,

ragionando come in precedenza, si puo mostrare che sono punti di massimo assoluto per f sulla
circonferenza unitaria Z(g).

Se invece A = —%, allora il sistema di equazioni si riduce a
- _1
A=—3
Yy=—-x
222 =1

e cio chiaramente implica z = i%. In tal modo troviamo i punti (%, —%) e (—%, %), e,
ragionando come in precedenza, si pud mostrare che sono punti di minimo assoluto per f sulla
circonferenza unitaria Z(g).

A questo punto, se vogliamo trovare i punti di massimo e minimo di f su E = B;(0), osserviamo
che OF = 0B1(0) = Z(g) e sfruttiamo i calcoli svolti in precedenza e il fatto che sappiamo che f non

ha punti di massimo e minimo locali in E° = B;(0) per concludere che (%, %) e (f%, f%)
1

sono punti di massimo assoluto per f in E, mentre (%, *ﬁ> e (7%7 % sono punti di minimo
assoluto per f in E.

Chiaramente, come mostrato da questo esempio, il Teorema dei Moltiplicatori di Lagrange si
puo applicare anche soltanto per trovare possibili punti di massimo e minimo relativi di una funzione
ristretta a un vincolo dato dall’insieme degli zeri di un’altra opportuna funzione differenziabile con
continuita. Questo metodo si applica quindi per trovare i valori massimi e minimi di una funzione
di due variabili ristretta a una qualche curva nel piano, o di una funzione di tre variabili ristretta
a una superficie nello spazio, senza che tale curva o tale superficie siano per forza parte del bordo
di qualche altro insieme dato.
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1.7 Algoritmo per la ricerca di punti di massimo e minimo

Concludiamo questo capitolo con uno schema riassuntivo del metodo risolutivo per gli esercizi re-
lativi alla ricerca dei punti di massimo e minimo.

Per gli scopi di questo corso possiamo fare le seguenti ipotesi:

e n=2o0n=23,

e () CR™ ¢ un aperto,

e F C Q ¢ un insieme aperto o chiuso, e, nel caso in cui F sia chiuso, 0F C €2,

o [€C*Q).

Allora si devono seguire i seguenti punti:

se F ¢

aperto, si cercano i punti critici di f ponendo Vf = 0 in E, e poi se ne studia la

natura tramite il teorema di classificazione dei punti critici, ovvero calcolando H f in ciascuno
di essi e determinando il segno degli autovalori di H f; oppure, qualora cid non porti a nessuna
conclusione, si esamina il segno di f e si applica opportunamente il Teorema di Weierstrass;

se E e chiuso,

1) si cercano i punti critici di f in E°, come in (A),

2) si studia il comportamento di f su JE:

1)

1I)

sen = 2e 0F = yi([ar,b1]) U~a([az,b2]) U ... U~ g([ak, bi]) per certe curve v; €
C'([aj,b;];R?) per j € {1,...,k}, allora si studiano le funzioni h; = f o~;, si trovano
eventuali punti critici 7; € (a;,b;) (ovvero, tali che hj(7;) = 0), poi si calcolano i
valori di f nei punti ~,(7;),7;(a;),7v,(b;) per j € {1,....k};

se OF = {x € Q : g(x) = 0} = Z(g) per qualche g € C*(Q) tale che Vg(z) # 0 per
ogni ¢ € OF, allora si applica il Teorema dei Moltiplicatori di Lagrange per trovare
dei candidati per punti di massimo e minimo si f su Z(g), e poi si calcolano i valori
di f in questi punti;

3) si considerano separatamente i seguenti casi:

i)

ii)

se F ¢ limitato, e dunque ¢ compatto, allora per il teorema di Weierstrass esistono
maxp f e ming f, e

* il valore di f pin grande fra quelli individuati su dF in (I) o (II) e fra quelli nei punti

di massimo relativo in E° trovati in (1) & maxg f, e ogni punto dove tale valore viene
raggiunto € un punto di massimo assoluto;

il valore di f piu piccolo fra quelli individuati su OF in (I) o (II) e fra quelli nei punti
di minimo relativo in E° trovati in (1) ¢ ming f, e ogni punto dove tale valore viene

raggiunto € un punto di minimo assoluto;

* tutti gli altri punti individuati su F vanno scartati;

se F ¢ illimitato, e dunque non ¢ compatto, si calcolano tutti i valori di f elencati in
(i), si individuano supg f e infg f (non esiste un metodo universale per tale calcolo,
bisogna farlo “a mano”, ragionando sulle proprieta della funzione f e dell’insieme E
dati), poi

e si controlla se supy f € strettamente maggiore dei valori di f cosi trovati: se cio
succede, allora f non ha punti di massimo assoluto (e quindi tutti i punti su OF
vanno scartati); viceversa, se ci0 non succede, allora i punti di massimo assoluto
sono quelli dove f raggiunge il valore di supy f e maxg f = supg f;

e si controlla se infg f & strettamente minore dei valori di f cosi trovati: se cio
succede, allora f non ha punti di minimo assoluto (e quindi tutti i punti su OF
vanno scartati); viceversa, se cid non succede, allora i punti di minimo assoluto
sono quelli dove f raggiunge il valore di infg f e ming f = infg f;

e in ogni caso, tutti i punti individuati su OF che non siano punti di massimo o
minimo assoluto vanno scartati.
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Capitolo 2

Integrali in piu variabili

2.1 Integrali doppi e tripli

Diamo ora una definizione di integrali nel piano e nello spazio, sufficientemente generale per gli
scopi del corso, ma generalizzabile a spazi di ogni dimensione.

Iniziamo definendo opportuni insiemi sui quali definire questi integrali, cercando di estendere
I’approccio della teoria dell’integrale di Riemann in una dimensione, senza pero rinunciare alla
ricca varieta di possibili forme degli insiemi in R? e R3.

Definizione 2.1.1 (Tasselli e regioni di integrazione).
Caso n = 2. Un tassello d’integrazione & un insieme chiuso £ C R? della forma:

E={(z,y) eR?:z € [a,b], ¢(z) <y < ¢(x)},
dove a,b € R,a < b, ¢,¢ € C([a,b]) e ¢ <1 su [a,b], oppure

E={(z,y) eR*:y € [a,b], o(y) <z < P(y)}-

Una regione d’integrazione A C R? & un’unione finita di tasselli d’integrazione i cui interni sono
disgiunti, ovvero tali che le intersezioni tra due tasselli, se non sono vuote, sono sul bordo dei
tasselli stessi. In altre parole, esistono Ey, Fs, ..., E}, regioni di integrazione in R? tali che

A=EUEU...UE, e E;NE; =0 perogni 4,j€{l,...,k}.
Caso n = 3. Un tassello d’integrazione & un insieme chiuso F C R? della forma:

F= {(x’yvz) eR*: (1‘,y) €F, ¢($’y) <z< w(xvy)}a

dove E & una regione d’integrazione in R?, ¢,9 € C(E) e ¢ < ¢ su E, o una forma simile, ma
con le variabili x, y e z scambiate tra di loro. Si definisce quindi una regione di integrazione in R3
come ¢ stato fatto in R?, ma con tasselli di integrazione in R3.

Notiamo che i tasselli di integrazione in R? sono anche limitati (e dunque compatti), dato che le
funzioni continue su insiemi compatti sono limitate, come conseguenza del Teorema di Weierstrass.
Quindi, anche le regioni di integrazione in R? sono limitate (e dunque compatte), e percio, ancora
grazie al Teorema di Weierstrass, anche i tasselli e le regioni di integrazione in R? sono limitati (e
dunque compatti).

Inoltre, non ¢ difficile osservare che un’unione finita di regioni di integrazione € ancora una
regione d’integrazione.

Ilustriamo ora il procedimento per arrivare alla definizione di integrale doppio e triplo di una
funzione continua, omettendo le dimostrazioni.

IParte di questo capitolo & basata sui libri Elementi di Analisi Matematica Due, di Nicola Fusco, Paolo Marcellini
e Carlo Sbordone, e Lezioni di Analisi Matematica 2, di Ermanno Lanconelli.
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Siano E C R? una regione d’integrazione e f € C(E). Fissato k € N, consideriamo i seguenti
quadrati di lato di lunghezza 2%, con lati paralleli agli assi coordinati:

Eo=G—127% 27" x [(j —1)27%,527F], peri,j € Z.

ij
Sia F(E) la famiglia dei quadrati QJ; che intersecano E, ovvero

Fr(E)={Qj; : Q¥ N E # 0}2.

Osserviamo che Fy(F) contiene un numero finito di quadrati, dato che E & limitato. Per ogni
fj € Fi(F) scegliamo un punto (zfj, yf]) € ij N E. Definiamo
Sk(f,Ev{(xfgayfj)}ije]:k(E)) = Z f(wicgayfg)(2ik)23
QY €Fk(E)

che & la somma dei volumi di parallelepipedi aventi come base i quadrati ij e come altezza

f (:Ufj, yfj) Intuitivamente, possiamo osservare che questa somma di volumi sta convergendo, per
k — 400, al volume (con segno) della regione dello spazio compresa fra il grafico di f e U'insieme
{(z,y,2) €R3: (z,y) € E, z = 0}. Infatti, se 27% — 0 i quadrati ricoprono I'insieme F con sempre
maggiore precisione, e cosl la discrepanza fra f(x,y) per (z,y) € ij ef (xfj, yfj) va riducendosi a
0 (dato che f & continua). Si puo infatti dimostrare (e la dimostrazione non ¢ per nulla banale)
che esiste finito il limite

. k ok
kglfoo Sk(f, E, {<33ij7 yij)}ijefk(E))a

e che non dipende dalla scelta dei punti (xfj, yfj) € Qf‘j. Questo ci consente finalmente di definire
I’integrale doppio.

Definizione 2.1.2 (Integrale doppio). Siano E C R? una regione d’integrazione e f € C(E).
L’integrale doppio di f su E ¢ dato da

//; f(xay) d.l?dy = kETOOSk(f,E’{(xf]’yfj)}Q?JE]:k(E))

Inoltre, I'area dell’insieme F e data da:

Area(E) = //Eld:c dy.

La definizione dell’integrale triplo e del tutto simile, con la differenza che il ricomprimento &
formato da, cubi®.

Siano E C R? una regione d’integrazione e f € C(E). Fissato k € N, consideriamo i seguenti
cubi di lato di lunghezza 2%, con lati paralleli agli assi coordinati:

Qe = 1(i = 127,02 ¥ x [(j = 1)27%, 27" x [(€ = 1)27°,027%], per i,j,¢ € Z.
Sia Fi(E) la famiglia dei quadrati Qfﬂ che intersecano E, ovvero
Fir(E) = {ije : ?jé NE # 0}.

Osserviamo che Fj(E) contiene un numero finito di cubi, dato che E & limitato. Per ogni Qfﬂ €
Fi(E) scegliamo un punto (xfje, yf’jl, zsz) € Qfﬂ N E. Definiamo

Sk(f, E, {(xsz’ ’Ufjea ije)}Qfﬂefk(E)) = Z f(x?jéa yfjea szji)(zik):}a
QF; EFK(E)

2Una tale famiglia di quadrati viene detta ricoprimento diadico di E, ma non ¢ difficile vedere che si possono usare
anche quadrati con la lati la lunghezza dei quali decade in maniera diversa, oppure ancora rettangoli, parallelogrammi
e in generale ogni figura geometrica piana che permetta di tassellare il piano cartesiano, ovvero ricoprirlo senza
intersezioni fra gli interni degli insiemi del ricoprimento. Non esploriamo perd questo diverso approccio, visto che
va oltre gli scopi del corso.

3Come in dimensione 2, si potrebbero anche usare famiglie di cubi non diadiche o degli opportuni parallelepipedi,
oppure ancora un qualunque ricoprimento dello spazio R3.
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che ¢ una somma di ipervolumi, ovvero volumi in dimensione 4 essendo ciascuno degli addendi
k . .
il prodotto dei volumi dei cubi con un’altezza, data da f (zF i y” 0 % .0); nella quarta dimensione.

Intuitivamente, possiamo osservare che Si(f, F, {(z Zﬂ,ylﬂ, zﬂ)}Qk ,cFu(B)) sta convergendo, per

k — +oo, all’ipervolume (con segno) della regione dello spazio R4 compresa fra il grafico di f
e l'insieme {(x,y,2z,w) € R* : (z,y,2) € E, w = 0}. Infatti, se 2% — 0 i cubi ricoprono
I'insieme E con sempre maggiore precisione, e cosi la discrepanza fra f(z,y, z) per (x,y,z) € Q,L]e

e f(xF;0yf50 2550) va riducendosi a 0 (dato che f & continua). Si pud infatti dimostrare (e la
dimostrazione non ¢ per nulla banale) che esiste finito il limite

hm Sk(f’E {( zgf’yng zgé)}kae]:k(E))

e che non dipende dalla scelta dei punti (xfﬂ,yfje, zfjg) € Qfﬂ. Questo ci consente finalmente di
definire I'integrale triplo.

Definizione 2.1.3 (Integrale triplo). Siano E C R3 una regione d’integrazione e f € C(E).
L’integrale triplo di f su E e dato da

// f Z, Y,z dﬂ?dydz - hm Sk(f7E {( z]éayzjéﬁ z]f)}leE]:k(E))

Inoltre, il volume dell’insieme E e dato da:

Volume(FE) = /// ldxdyd-z.
E

Enunciamo ora senza dimostrazione le proprieta di base dell’integrale doppio. Quelle dell’inte-
grale triplo sono del tutto simili, e quindi le omettiamo.

Proposizione 2.1.4 (Proprieta elementari dell’integrale doppio). Siano E, F C R? regioni d’in-
tegrazione, f,g € C(E)NC(F), e a,b € R. Valgono le sequenti proprieta:

1. linearita dell’integrale:

//E (af(w,y)+bg(x,y)) dxdy:a/Ef(:c,y)d:cderb//Eg(x,y)dxdy;

2. additivita dell’integrale: se E° N F° =0 (ovvero, E e F hanno interni disgiunti), allora

/EUFf(x’y)dxdy://Ef(fay)dxder//Ff(x,y)dxdy;

3. confronto: se f < g su FE, allora

/[Ef(x,y)dmdyﬁ//Eg(g;,y)dxdy’

e, sotto questa ipotesi, abbiamo

//fzydxdy—// (z,y)dx dy

se e solo se f(x,y) = g(x,y) per ogni (x,y) € E;

4. disuguaglianza triangolare per integrali:
’/Ef(m,y)dwdy‘ < /Elf(m,y)ldwdy-

5. additivita generale:

| raw iz [ senaa= [[ jepiaas [[peyay

Nelle prossime due sezioni enunciamo senza dimostrazioni alcuni risultati fondamentali per il
calcolo concreto di integrali doppi e tripli.
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2.1.1 Teoremi di riduzione

Teorema 2.1.5 (Teorema di riduzione per gli integrali doppi). Sia E C R? un tassello d’integra-
zione della forma:

E={(z,y) ER* 12 € [a,}], ¢(z) <y < ¥(x)},
dove ¢, € C([a,b]) e ¢ < su[a,b]. Sia f € C(E). Allora abbiamo

/ /E f(a, ) de dy = / b /¢ o f(m:y)dy] da

()
b
Area(E) = / ((z) — B(z)) d.

Teorema 2.1.6 (Teorema di riduzione “per fili” per gli integrali tripli). Sia F C R3 un tassello
d’integrazione della forma:

F={(z,y,2): (z,9) € E, ¢(z,y) <z <Y(x,)},

dove E C R? ¢ una regione d’integrazione, ¢,1» € C(E) e ¢ < 1 su E. Sia f € C(F). Allora

abbiamo
P(z,y)
/// f(w,y,Z)dxdde=// V f(x,y,2)dz
F E o(z,y)

Vohume(F) = [ (6(2.9) = o(o.9)) dedy

dx dy

Teorema 2.1.7 (Teorema di riduzione “per strati” per gli integrali tripli). Sia F' C R3 una regione
d’integrazione connessa per archi, e sia

3(F) = {z € R: (z,y,2) € F per qualche (z,y) € R*}
la proiezione di F sull’asse z, che, essendo F' connesso per archi, é un intervallo. Per z € TI3(F)

sia E, = {(z,y) € R? : (z,y,2) € F}. Per ogni z in 1I3(F), E, C R? ¢ una regione d’integrazione.
Sia f € C(F). Allora abbiamo

///Ff(x,y,z)dxdydz: /Hs(F) [//E f(x,y,Z)da:dy] dz

Volume(F) = / Area(E,) dz*.
3 (F)
Sono validi risultati analoghi con i ruoli delle variabili scambiati fra loro.

2.1.2 Cambiamento di variabili

Teorema 2.1.8 (Cambiamento di variabili negli integrali doppi). Siano U C R? un insieme aperto,
E C U una regione d’integrazione, e ® € CY(U;R?) una funzione iniettiva il cui determinante
jacobiano non sia mai nullo, ovvero det(J®(u,v)) # 0 per ogni (u,v) € U. Sia f € C(P(E)).
Allora abbiamo

JL,,, feeay= [[ @) e du

Area(®(E)) = / /E | det(JD(u, v))| du dv.

4Questa formula & la versione generale del principio di Cavalieri.
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Teorema 2.1.9 (Cambiamento di variabili negli integrali tripli). Siano U C R3 un insieme aperto,
E C U una regione d’integrazione, ® € CY(U;R3) una funzione iniettiva il cui determinante
jacobiano non sia mai nullo, ovvero det(J®(u,v,w)) # 0 per ogni (u,v,w) € U. Sia f € C(P(F)).
Allora abbiamo

//L(E) F,y, 2) dudy dz = ///E F(@(u,v,w)) | det(J(u, v, w))| dudv dw

Volume(®(E)) = // : | det(JP(u, v, w))| dudv dw.

Forniamo una spiegazione euristica della comparsa del determinante jacobiano nel cambiamento
di variabili, almeno nel caso di R2.

Osservazione 2.1.10. [Non vista a lezione.] L’idea di base per la dimostrazione del Teorema
2.1.8 ¢ di lavorare con i quadrati diadici fj della definizione di integrale doppio, e controllare quindi
come cambia l'area dell’immagine di un quadrato diadico rispetto alla mappa ®. Osserviamo che
su ciascuno di questi quadrati la mappa ® puo essere approssimata grazie alla Formula di Taylor
al T ordine (Teorema 1.3.28):
O (u,v) = (x5, yiy) + J(, yiy) (u— v — yiy) + o[l (u — i v — yiy)|)
= ((I)(xfpyf]) - J(I)(Zﬂfwyf]) (xfjvyzk])) + J(I)(Ifjvyf]) (U,’U) per (U,’U) € ij

Per k abbastanza grande, il termine di resto dato dall’o-piccolo puo essere ritenuto trascurabile,
e quindi si pud assumere che ® sia data solo dall’approssimazione al primo ordine®. Tuttavia, il
termine costante

E ok E kY (. k ok
‘1)(33@‘; yij) - Jq)(xija yij) (xijvyij)
rappresenta solo una traslazione, e ’area di un insieme nel piano ¢ chiaramente invariante per
traslazione. Dunque ¢ sufficiente considerare la trasformazione lineare

(U,U) — ']@(x’]:]7y’f_;) (U,U)-

Calcoliamo percio 'area dell’immagine di un quadrato rispetto a una trasformazione lineare
(che indichiamo sempre con ®). Sia

o= (i a) = [ o )

J®(u,v) = [i Z] e det(J@(um))zdet([(i ZD = ab — be.

Sia Q = [0, 1]?, di modo che ®(Q) & il parallelogramma di vertici (0,0), (a,c), (b,d), (a + b,c + d).
Notiamo che questo parallelogramma ¢ non degenere se e solo se i vettori (a,c) e (b,d) sono

linearmente indipendenti, ovvero
0 # ad — bc = det a b
o c d| )’

Ora dobbiamo calcolare I’area di questo parallelogramma. Per farlo, consideriamo come base il
segmento che va dall’origine (0, 0) al punto (a, ¢), e cerchiamo ’altezza relativa ad esso. Cio equivale
a calcolare la distanza fra il punto (b, d) e la retta che passa da (0,0) e (a,c), che, se a # 0, & data
da

di modo che

c
Y= —x.
a

Quindi, l'altezza h relativa alla base scelta & data dalla lunghezza del segmento che va da (b, d) al
punto di intersezione con la retta y = £ e la retta ortogonale ad essa che passa per (b, d), ovvero

c 2 2 ab + cd

y:aw c —|—ax:ab—|—cd x:aa2+c2
— ac c —

__gx+ab+cd ¢ ~ ab+cd

vy= c c y—ax y_ca2—|—02

5 . N . . . .
°Questo ragionamento pud essere reso rigoroso, ma omettiamo i dettagli.
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In definitiva, troviamo che

ab+ cd 2 ab+ cd 2
h = —_— b -
\/<“a2 e > i (Caz e d>
1
= \/(aQb + acd — a2b — be2)® + (abe + 2d — a2d — 2d)?

a2+ c?

1 2 2 |CLd bC|
= 2 (ad—b 2(bc —ad d—bc|\Va?+c? =
a2+02\/c (a ¢)” + a? (bc — ad)” = 2|a clvVa? + ¢ PR

di modo che, essendo la base di lunghezza ||(a,c)|| = va? + ¢2, troviamo

d—>b
Area(®(Q)) = Va® + ¢ 2'“ C‘ — Jad — be| = det([a gm:met(mw,v)n

_ / det(J®(u, v))| dudv,
Q

dato che ovviamente / / ldudv =1.
0,1]2

Se a = 0, allora la base del parallelogramma e sull’asse y, e quindi l'altezza & esattamente b,
mentre la lunghezza della base € ¢, e quindi otteniamo ancora

Area(®(Q)) = be =

det<[o ZD‘ :|det(J<I>(u,v))|:/Qdet(,]fb(u,v))| du dv.

Osservazione 2.1.11. Come notato in precedenza, le regioni di integrazione sono insiemi chiusi.
Tuttavia, € intuitivamente chiaro (omettiamo i dettagli tecnici) che, se n = 2, 'area della circon-
ferenza e nulla, mentre, se n = 3, il volume della sfera & nullo. Per questa ragione, e anche allo
scopo di evitare di appesantire la notazione inutilmente, possiamo calcolare gli integrali doppi e
tripli su cerchi e palle aperti, dato che il loro bordo non influenza il valore degli integrali.

Vediamo ora due esempi fondamentali di cambiamento di variabili, ovvero le traslazioni e le
dilatazioni.

Osservazione 2.1.12 (Traslazioni). Dato 7 = (71,72,...,7,) € R", definiamo la traslazione
associata al vettore 7 come la funzione vettoriale

@, (u) =u+7 peruecR".
Grazie alla Proposizione 1.1.14, ¢ facile vedere che
JO (u)=1 e det(JP,(u)) =1.
Cosi, per n = 2,3, per ogni regione d’integrazione £ C R" e f € C(E), definiamo
E—7:={ueR":u+71€F}, dimodoche® (E—71)=E.

Quindi abbiamo i seguenti casi per il cambiamento di variabili x = ®.(u):

. r\  [(u+m . _
e semn =2 <y) = <U N 7_2>, Area(FE) = Area(E —7) e

//Ef(ﬂc,y)dxdy - /E_Tf(u‘f'ﬁ,v-i-Tz)dudv,

x U+ To
o sen =3, y = | v+73 |, Volume(E) = Volume(E — 7) e
w + T3

// f(z,y,2) dxdydz—// flu+ 71,04+ 12, w+ 73) dudv dw.
E—1
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Cio significa che area e volume sono invarianti per traslazioni, com’e intuitivamente ovvio che
debba essere (negli spazi euclidei). Ad esempio,

e sen=2ed F = B,(x0,Y0), prendiamo 7 = (z, yo) e quindi

// :vydxdy—// flu+ x0,v+ yo) dudv,
(z0,y0) Br(0)

e« sen=3ed F = B,(x, Yo, 20), prendiamo 7 = (xg, Yo, z0) € quindi

/// f(x,y,z)dxddeZ/// flu+ zo,v+ yo,w + 20) dudv dw.
By (x0,Y0,20) (0)

Osservazione 2.1.13 (Dilatazioni). Dato A > 0, definiamo la dilatazione isotropa (ovvero, uguale
in tutte le direzioni dello spazio) di fattore A come la funzione vettoriale

Dy (u) = Au per u € R".
Grazie alla Proposizione 1.1.14, ¢ facile vedere che
JPy(u) =M e det (JPy(u)) = A"

Cosi, per n = 2,3, per ogni regione d’integrazione E C R™ definiamo

E E
3= {u € R" : Au € E}, di modo che ) <)\> =F.

Quindi, data f € C(E), abbiamo i seguenti casi per il cambiamento di variabili x = ®,(u):

nn () 2)-

//Ef(x’y)dxdy:/Ef()\U,M)AzdudU,
Au

T
esen=3,ly|l = ]e
z

// f(zyy, z)dedydz = // (A, Ao, Aw) A du dv dw.
B 5y

Ad esempio, se E = [0, L]™ per n = 2,3, prendiamo A = L e otteniamo:

I swwaa=r [ fewiaa,

0.2)2 0,12

/// f(z,y,2)dedydz = L* /// f(Lu, Lv, Lw) du dv dw.
[0,]? [0,1]3

Se poi E = B,(0), prendiamo A = r e otteniamo:

// f(z,y)dedy =12 // flru,rv) dudv,
B (0
/// flz,y, 2 dxdydz—r/// f(ru,rv, rw) du dv dw.
B1(0
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Le dilatazioni non devono necessariamente essere uguali in ogni direzione dello spazio, ovvero
possono essere anisotrope, con diversi fattori di scala sui diversi assi coordinati. Vediamo un
esempio in R?: dati A, u > 0, consideriamo la funzione vettoriale

Oy, (u,v) = (A“) .

Qv

E facile vedere che

Ty (u,v) = B 2} e det (J®x ,(u,v)) = A

Un modo per visualizzare geometricamente questo cambiamento di coordinate ¢ osservare che
manda il quadrato [0,1]? nel rettangolo [0,A] x [0, u] e il cerchio unitario B1(0) nella regione
all’interno dell’ellisse di semiassi di lunghezza A, 1, ovvero

B faners (5) (1) <1f.

dato che (u,v) € R? soddisfa u? + v? < 1 se e solo se (z,y) = (Au, pv) soddisfa la disequazione
della riga precedente. All’atto pratico, vediamo che

e se E =10,L;] x [0, Lo], prendiamo A = Ly e u = Ly per ottenere
i fa.g)dody =Lk [ F(Lau L) dudo per ogai f € C(0. Li)x[0, Lo
[0,L1]x[0,L2] [0,1]2
e se = FE, Dellisse di semiassi a,b > 0, prendiamo A = a e ;t = b per ottenere
// flz,y)dedy = ab // flau,bv)dudv per ogni f € C(Eqp).
Eab B1(0)
Consideriamo ora due importanti cambiamenti di variabili per n = 2 e n = 3: le coordinate
polari e le coordinate sferiche, rispettivamente.
Osservazione 2.1.14 (Coordinate polari). Ogni punto (z,y) € R? puod essere scritto come
x = pcos(h)
y = psin(0)
per un unico p > 0 e 6 € [0,27), a meno che (z,y) = (0,0), poiché in tal caso ogni valore di 6 va

bene. In effetti, abbiamo
p=Vatty?

che ¢ la distanza dall’origine, mentre 6 ¢ ’angolo formato dal vettore (z,y) con il semiasse positivo
delle z. In particolare, § = arctan (%) per z > 0 e y > 0, e valgono altre formule analoghe per
punti negli altri tre quadranti. Allora il cambiamento di coordinate polari & dato dalla funzione
vettoriale

psin(6)
che soddisfa ® € C'((0, +00) x (0, 27); R?),

D(p,0) = (pCOS<9>> , @ :[0,+00) x [0,27) — R2,

cos(d) —p sin(6)

J®(p,0) = [sin(ﬂ) p cos(0) } e det(J®(p,0)) = p cos?(#) + p sin*(0) = p.

Osserviamo che
®((0, +00) x (0,2m)) = R*\ {(z,y) € R* : 2 > 0,y = 0},

(0,0) — (g) e B(p,0) = (g)
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Tuttavia, la semiretta {(x,y) € R? : 2 > 0,y = 0} ha area nulla’®, e dunque, ai fini dell’integrazione,
possiamo lavorare su [0, +00) x [0, 27), anche se non & aperto, di modo che R? = ®([0, +00) x [0, 27)).
Cosi, per ogni regione d’integrazione E C R? e f € C(FE), abbiamo

//E f(z,y)drdy = /[D_l(E) F(pcos(0), psin(0)) pdp db,

dove ®~1(E) = {(p,0) € [0, +00) x [0,27) : (pcos(f), psin(h)) € E}.
In particolare, se E = B,.(0) e f & radialmente simmetrica, ovvero

f(z,y) = g(Va? +y?)

per qualche g € C([0,7)), abbiamo

27 r r
/ f(x,y)dardy=/ g(vx2+y2)dmdy=/ / g(p)pdpd9=27r/ pg(p) dp.
B,.(0) B,.(0) 0 0 0

Quindi, sfruttiamo I'invarianza dell’area rispetto alle traslazioni e il caso f = g = 1 per concludere
che

r 2T
Area(B,(zo,y0)) = Area(B,(0)) = 277/ pdp =2 [Z} =mr2.
0 0

Mostriamo un esempio di una rilevante applicazione del passaggio in coordinate polari.

Esempio 2.1.15 (Integrale gaussiano). Sia

Fla,y) = e ) = g(Va? 1 12) per g(t) =e .

Allora abbiamo

T —p
// e~ @) du dy = 27r/ pe?" dp=2m |- = = (1 - e*Tz) .
-(0) 0 2

7

Quindi, se passiamo al limite per r — 400, otteniamo

// e~ @) gy dy = lim // e~ @+ g dy= lim 7 (1 — 677“2) =T.
R2 r—-+o0 B,.(0) r—+o0

D’altra parte, & noto che e~ (@ +y") = e_‘rze_yz, e ovviamente entrambe queste funzioni sono
integrabili su tutta retta reale, essendo continue e positive e dato che, per x,y — Foo, vanno a 0
piu velocemente di ogni potenza negativa. Quindi, applicando il teorema di riduzione per integrali
doppi, vediamo che®

2,2 +oo 2 +oo 2 oo 2 +oo 2
o [ ([ aan (] ) ([
R2 —00 —00 —00 -0
+00 5 2
:</ e_w dx),

visto che si tratta dello stesso integrale definito, solo con due diverse variabili d’integrazione, che
sono mute. In conclusione, abbiamo trovato che

oo 2 2 +oo 2
(/ e dac) =71 / e dr = /7,
— o —o0

visto che I'integrale & chiaramente non negativo. Questo ¢ il valore esatto dell’integrale gaussiano,
che gioca un ruolo fondamentale in moltissime aree della matematica, e in particolare Probabilita
e Statistica.

6Cio ¢ intuitivamente abbastanza chiaro; pud essere reso rigoroso, ma omettiamo questi dettagli tecnici.

7Questo passaggio andrebbe giustificato per quel che riguarda il significato dell’integrale su tutto il piano R?, ma
omettiamo questi dettagli.

8 Anche qui servirebbe un passaggio in piti, perché la regione d’integrazione & illimitata, mentre noi abbiamo
definito solo integrali su regioni limitate.
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Osservazione 2.1.16 (Coordinate sferiche). Ogni punto (z,y, z) € R pud essere scritto come

x = pcos(f) sin(y)
y = psin(0) sin(p)
z = pcos(p)

per un unico p > 0, 8 € [0,27) e ¢ € [0, 7], a meno che (z,y,z) = (0,0,0), poiché in tal caso ogni
valore di 6 e ¢ va bene. In effetti, abbiamo

p=Va2+y?+ 22

che ¢ la distanza dall’origine, mentre 6 ¢ angolo formato dalla proiezione del vettore (z,y, z) sul
piano zy con il semiasse positivo delle z, e ¢ & angolo formato dalla proiezione del vettore (z,y, z)
sul piano xz con il semiasse positivo delle z. Allora il cambiamento di coordinate sferiche e dato
dalla funzione vettoriale

pcos(f) sin(y)
®(p,0,0) = | psin()sin(p) |, @ :[0,4+00) x [0,27) x [0,7] — R3,
peos(s)

che soddisfa ® € C*((0,+00) x (0,27) x (0,7); R?),

cos(f)sin(yp) —psin(0)sin(p) pcos(d) cos(y)
J®(p,0,p) = |sin(f)sin(yp) pcos(@())sm() psin(f) cos(p)

cos(p) —psin(yp)

det(J®(p,0,¢)) = p* (—sin® () cos®(0) — sin®(y) sin®(#) — cos® () sin(p)) = —p? sin(y).
Osserviamo che

®((0,+00) x (0,27) x (0,7)) =R*\ {(2,y,2) e R* : 2 > 0,y = 0},

dato che
0 psin(p) 0 0
®(0,0,0)=(0], ®(p,0,p) = 0 , ©(p,0,0) =0 e P(p,O,m)=1 0 |,
0 pcos(p) p —p

us

e che sin(p) > 0 per ogni ¢ € [0, 7], mentre cos(p) > 0 per ¢ € [0,%] e cos(¢) < 0 per ¢ €
[Z, 7] Tuttavia, il semipiano {(z,y,2) € R® : # > 0,y = 0} ha volume nullo’?, e dunque, ai fini
dell’integrazione, possiamo lavorare su [0,4o00) x [0,27) x [0, 7], anche se non & aperto, di modo
che R3 = ®([0, +00) x [0,27) x [0,7]). Cosi, per ogni regione d’integrazione E C R3 e f € C(F),
abbiamo

z,y, z)dx z = cos(#) sin sin(#) sin cos 2 sin
J[[ s aravaz = [[[ | socos(0)sin(e).psin@)sinie), peos(e)) o sintie) dp s

dove

©~H(E) = {(p,0,) € [0,+00) x [0,2m) x [0, ] : (pcos() sin(e), psin(¥) sin(), pcos(p)) € E}.

In particolare, se E = B,.(0) e f ¢ radialmente simmetrica, ovvero

f(z,y,2) = g(v/a? +y? + 22)

per qualche g € C([0,7)), abbiamo

/ f(z,y,z)dxdydzf/ g2+ y?+ 22)dedydz
B, (0)

/ /%/ p) p? sin(p) dpdb dyp
= QW/O sin() (/0 9(p )dp> d<p=47r/or p* 9(p) dp.

9Cio ¢ intuitivamente abbastanza, chiaro; pud essere reso rigoroso, ma omettiamo questi dettagli tecnici.
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Quindi, sfruttiamo I'invarianza dell’area rispetto alle traslazioni e il caso f = g = 1 per concludere
che

T 3
Volume(B,(zo, Yo, 20)) = Volume(B,(0)) = 47r/ p?dp = 4m [g} = 4%7“3.
0

2.2 Cenni di teoria della misura

Un approccio pitt moderno all’integrazione € quello portato avanti nella Teoria della Misura, ovvero
lo studio generale di funzioni dotate di opportune proprieta che associano a sottoinsiemi di R™ un
numero reale positivo'®, ovvero la loro misura n-dimensionale. Tale teoria astratta va molto oltre
gli scopi di questo corso, quindi ci limitiamo a fornire le definizioni di base relative alla misura
di Lebesgue, dato che giochera un ruolo nello studio dei coefficienti e delle trasformate di Fourier
(capitoli 6 e 7).

Per cominciare, consideriamo un prodotto cartesiano di n intervalli chiusi e limitati:

I =[a1,b1] x [ag,ba] X ... X [an,b,] conaj,bj €R, aj <bj perognije{l,...,n}.

Insiemi di questo tipo sono una possibile generalizzazione della nozione di intervalli chiusi e limitati
a R™ per n > 2, oppure della nozione di rettangoli e parallelepipedi a R™ per n > 4, e sono percio
talvolta chiamati iperrettangoli'®.

Adesso definiamo il volume n-dimensionale di un iperrentangolo I:

Vol,,(I) := (b1 — a1)(b2 — az) ... (by — an).

Tale definizione e coerente con quello che gia sappiamo sulla retta, nel piano e nello spazio:
e sen=1,I=[ay,b] & un intervallo, e la sua lunghezza & proprio

(by —ay) = Vol (1);
e sen=2,1=/Jay,b1] X [az,bs] & un rettangolo, e la sua area & proprio
(b1 — a1)(ba — az) = Volao(I);

e sen =23, I=][ay,b1] X [az,b2] X [ag,bs] & un parallelepipedo, e il suo volume & proprio

(b1 — a1)(by — az)(bs — ag) = Volg(I).

A questo punto, l'idea di base ¢ la seguente: ogni insieme E C R™ puo essere coperto da una
famiglia (potenzialmente infinita) di iperrettangoli {Ix }ren, ovvero

ECLULU.. Ul UlxtUl 1 U.. .= UIk
keN

Cio significa che per ogni « € E esiste almeno un k € N tale che z € Ij;. Intuitivamente, 'unione
di questi iperrettangoli avra un volume n-dimensionale che sara minore o uguale della somma (o
serie) dei volumi dei singoli iperrettangoli (per un numero finito di iperrettangoli, questo & un
fatto ovvio); e tanto piu gli iperrettangoli sono “piccoli” quanto pili precisamente la loro unione
approssimera l'insieme dato E. Allora, definiamo la misura (esterna) n-dimensionale di Lebesgue

COHle12

tn(E) := inf {Z Vol,,(I;) : {Ix}ren € una famiglia di iperrettangoli tale che E C U Ik} .
keN kEN

Questa definizione & ben posta, perché I’estremo inferiore di un insieme di numeri reali esiste sempre
in R := [—~o0, +0c0], e, dato che Vol,(I;) > 0 per ogni k € N, concludiamo che j,,(E) € [0, +oc]
per ogni ¥ C R".

Enunciamo alcune proprieta elementari di p, (la cui dimostrazione, non sempre banale, omet-
tiamo):

10Pid in generale, a partire da questo approccio si possono anche definire misure a valori reali, complessi e perfino
vettoriali.

L Altrimenti sono chiamati intervalli compatti, ma tale nomenclatura rischia di creare ambiguitd, visto che in
queste note abbiamo limitato ’'uso del termine “intervalli” a sottoinsiemi della retta reale.

12Spesso in letteratura si indica la misura di Lebesgue in R™ con i simboli £™ o .£"; tuttavia preferiamo evitarli
onde non causare ambiguita con la definizione di lunghezza di una curva (sezione 2.3).
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fn (0) = 0;

pn (R™) =

n(A) < pn(B) per ogni A C B C R™ (monotonia);

w
= I = == =
T T

(
(
»(I) = Vol,,(I) per ogni iperrettangolo I;
(
(

fin(AU B) < pin(A) + pn(B) per ogni A, B C R™ (subadditivita'?);

6) se E C R ¢ un’unione di intervalli, allora p;(E) = / 1dx = Lunghezza(E);
E
7) se E C R? & una regione d’integrazione, allora g (E) = // ldx dy = Area(E);
E

8) se E C R? ¢ una regione d’integrazione, allora uz(E) = /// 1dz dy dz = Volume(E).
E

In particolare, le proprieta 6), 7) e 8) indicano che u, € un’opportuna generalizzazione di
lunghezza, area e volume.

A partire da p,, si puo definire la misura di Lebesgue propriamente detta, restringendo u,, a una
famiglia di sottoinsiemi di R™ opportuni, detti misurabili; tuttavia non € necessario procedere in
tale direzione per gli scopi del corso, dato che gli insiemi che prenderemo in considerazione saranno
tutti misurabili'4

In molti ambiti dell’Analisi Matematica si e rivelato importante studiare proprieta di funzioni
che siano valide non per ogni punto del loro dominio, ma per tutti i punti tranne quelli in un
insieme di misura di Lebesgue nulla. A questo proposito, diamo due definizioni fondamentali:

¢ diciamo che un insieme E C R” tale che u,(E) = 0 & trascurabile;

o date due funzioni f,g: A CR" — R tali che l'insieme {x € A: f(x) # g(x)} & trascurabile,
diciamo che f(z) = g(z) per quasi ogni x € A (oppure, per brevitd, per q.o. = € A), o
alternativamente che f = g quasi ovunque in A (oppure, per brevitd, g.o. in A).

2.3 Integrali curvilinei

Parliamo infine di un’altra estensione dell’integrale di Riemann al calcolo in piu variabili, ovvero
I'integrale lungo curve (differenziabili almeno a tratti).

In questa sezione assumiamo a,b € R con a < b.

Vediamo un ragionamento intuitivo che ci permette di capire come calcolare la lunghezza di
una porzione infinitesima di una curva, ovvero 'elemento d’arco della curva.

Se dt > 0 & molto piccolo, la lunghezza dell’arco della curva dal punto () al punto (¢t + dt) &
quasi uguale alla distanza fra questi due punti, ovvero

ds ~ ||[y(t + dt) =~y (@)|| = [[7(£) +3(t) di + o(dt) =~ ()]l =~ [|[5(2) ] dt,

grazie alla formula di Taylor al I ordine per le curve differenziabili (Proposizione 1.5.7). Questa
euristica puo essere resa rigorosa, ma noi ometteremo questi dettagli.

Inoltre, la lunghezza si puo calcolare anche per curve che non siano differenziabili in ogni punto
del loro dominio di definizione. Percio, introduciamo un’opportuna classe di curve regolari, ovvero
quelle che sono differenziabili a tratti.

13Pif1 in generale, abbiamo la subadditivita su ogni famiglia infinita di insiemi: p, U A | < Z tn(Ag) per
keN keN
ogni famiglia di insiemi {Ag}; € N.
14Per completezza, un insieme E si dice misurabile se

pn(A) = pn(ANE) + pn(A\ E) per ogni A CR™,

ovvero se E “taglia bene” ogni altro sottoinsieme di R™.

74



Definizione 2.3.1. Sia E C R". Una curva v € C([a,b]; E) & differenziabile a tratti, o C' a tratti
su [a, b], e scriviamo v € CL ([a,b]; E), se esistono tg,t1,...,tx € [a,b] tali che

a=ty<ti < - <tp=b
ey € CH[tj_1,t;]; E) per ogni j =1,... k.

Quindi, se v & una curva differenziabile a tratti, allora la sua derivata 4 & ben definita su tutto
[a, b] tranne al pitt in un numero finito di punti. In particolare, le derivate da sinistra e da destra di
~ esistono su tutto [a, b] (negli estremi solo da destra e da sinistra, rispettivamente), ma possono
assumere valori diversi nei punti {¢1,...,tx_1}.

Definizione 2.3.2. Sia v € CL([a,b];R™). Allora
1. ds(t) = ||¥(¢)|| dt & Pelemento d’arco associato a -,

2. la lunghezza di v € data da

b k t;
L(y) = / Blde =3 / 15 dt,
a j=1 ti—1

3. se E CR" ~([a,b]) C Ee feC(E), integrale (curvilineo) di f lungo v &
b k 2

[ras= [ romnli@ia=3" [ @l
¥ a j=17%ti-1

In particolare, se f = 1, troviamo

L 1ds = (7).

Diamo alcuni esempi di calcolo della lunghezza di curve e di integrali curvilinei.

Esempio 2.3.3. La lunghezza del segmento che unisce due punti P, ) € R™ & ovviamente la distan-
za fra tali punti, ovvero d(P, Q) = ||@ — PJ|. Coerentemente con questo fatto, la parametrizzazione
di tale segmento y(t) = P +¢(Q — P) per ¢ € [0, 1] soddisfa 4(t) = @ — P, e quindi

1
2(y) = / 1Q— Plldt=[Q - P|.

Esempio 2.3.4. Sappiamo che la lunghezza di una qualunque circonferenza di raggio r > 0 & 27r.
Coerentemente con cio, sia y(t) = (zo + 7 cos(t), yo +7sin(t)) per ¢ € [0, 27] una parametrizzazione
della circonferenza di raggio r centrata in (zo,yo) € R?. Allora abbiamo (t) = (—rsin(t), r cos(t))
e quindi ||4(¢)|| = r per ogni t € [0,27]. Quindi abbiamo ds = rdt e

2w
L(v) = /0 rdt = 27r.

Se r = 1, vediamo che ds = dt.

Esempio 2.3.5. Sia f : [a,b] > R, f € C'([a,b]), e consideriamo la curva
() = (t, f(t)), v: [a,b] — R

la cui traccia ¢ il grafico di f, ovvero {(z, f(z)) € R? : = € [a,b]}. Dato che (t) = (1, f'(t)),
abbiamo ds = /1 + (f’(t))2 dt, e la lunghezza di tale grafico & dunque

b
2(7) = / VIt (PR dr.

(0]



Esempio 2.3.6. Sia (t) = (cos(t),sin(t)) per t € [0,2x], che ¢ una parametrizzazione della
circonferenza unitaria centrata nell’origine del piano cartesiano. Sia f(x,y) = zy. Allora, visto
che ds = ||¥|| dt = dt, Vintegrale di f lungo 7 & dato da

/ fas= [ Fleos(t),sin(®) 15| dt = / " cos(t) sin(t) dt
0% 0 0

2m s 2m
:/ sin(2t) gt = {_cos(Qt)] _o.

Esempio 2.3.7. Sia v : [0,2] — R? data da

)

_ J(cos(nt),sin(wt)) set e [0,1]
7(ﬁ)_{@t—g,o) sete[l,2]

che & una parametrizzazione della semicirconferenza unitaria centrata nell’origine del piano carte-
siano, tagliata dall’asse x. Allora abbiamo

)

) (=msin(nt), wcos(nt)) set e (0,1)
7(t)_{(Q,O) sete(1,2)

di modo che

5]l = {2 N E‘iii '

Sia f(z,y) = 2% + y?. L'integrale di f lungo v & dato da

Lfds:/ol f(cos(mt),sin(wt))||q'/(t)||dt+/12f(2t—3,0) ||ﬁ(t)||dt:/Olwdt+/12(2t—3)22dt
{(Qts)Sr

=17+ 3

ciplony 2
=T — - =T —-.
) 33 3

Osservazione 2.3.8. Quando una curva ammette una parametrizzazione v € C*([a, b]; R") tale
che ||%(t)|| = 1 per ogni t € I, diciamo che la curva & parametrizzata mediante lunghezza d’arco,
perché la lunghezza da v(a) a v(b) & proprio uguale a (b — a), per ogni a,b € I con a < b. In altre
parole, la lunghezza della curva ¢ uguale a quella dell’intervallo dei parametri considerato.

Infine, usiamo la regola di derivazione della funzione composta (1.5.1) per verificare che 'inte-
grale di una funzione continua lungo una curva differenziabile & indipendente dalla parametrizza-
zione scelta.

Lemma 2.3.9. Siano E CR", v € CL([a,b]; E), e f € C(E). Sia ¢ : [¢,d] — [a,b] una funzione
biunivoca tale che ¢ € C([c,d]) e ¢'(a) # 0 per ogni o € [c,b]. Allora abbiamo

In particolare, £ (7 o ) = L(7), ovvero la lunghezza della curva non dipende dalla riparametriz-
zazione.

Dimostrazione.  Per semplicita, dimostriamo solo il caso v € C*([a,b]; E). Se assumiamo che
¢'(0) > 0 per ogni o € [a,b], di modo che ¢(c) = a e p(d) = b, grazie a (1.5.1) abbiamo
[ sas= [ sateomiaéaeias = [ oo el ge)
Yop

/ G (glo) Il ¢ (o) do = { it - f;‘/’&,)do}

/f DIF @) dt = /fds-
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11 caso ¢'(0) < 0 per ogni o € [a,b] si gestisce in modo analogo, solo facendo attenzione al fatto
che [¢'(0)| = —¢'(0).
In particolare, & sufficiente prendere f = 1 per ottenere

f('yogo):/wldsszlds:g('y).

~

Si puod anche mostrarlo direttamente: se ¢'(c) > 0 per ogni o € [a, b], otteniamo

ds = [|(v 0 9)(0)l do = (@) ¢ (o) do = ||4(t)]] dt,

e il caso ¢’(0) < 0 per ogni o € [a, b] si tratta come spiegato sopra. O
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Capitolo 3

Lavoro di un campo vettoriale

3.1 Lavoro di un campo

Ricordiamo alcune utili definizioni relative ai campi vettoriali.

Definizione 3.1.1. Sia F C R™. Un campo vettoriale n-dimensionale & una funzione a valori
vettoriali F' : £ — R". Denotiamo con F; : £ — R la j-esima componente di F', di modo che
F=(F,....,F,)"

Diciamo che F' & un campo continuo se ogni F; & continua per j € {1,...,n}, e scriviamo
F e C(E;R™).

Se E ¢ un insieme aperto, diciamo che F' ¢ un campo differenziabile con continuita se ogni Fj
¢ differenziabile con continuita per j € {1,...,n}, e scriviamo F € C1(E;R").

Definizione 3.1.2 (Lavoro di un campo). Siano E C R", v € CL([a,b]; E) una curva e
F € C(E;R™) un campo. 1l lavoro del campo F lungo la curva v ¢ la quantita scalare

b b n
[F@-doi= [ Fa®) 0@t = [ S RGN0

Dato che 4 € Ci:([a,b]; R™), cioé & continua a tratti, ovvero esistono tg,t1,...,tx € [a,b] tali
che
a=thg<t;<---<tp=5b

ey € C([tj_1,t;];R™) per ogni j = 1,...,k, per definizione di integrale improprio di Riemann
abbiamo

b kot
[RCORTIES Sy ACCRIOr

Onde evitare di appesantire la notazione di questo capitolo, intenderemo sempre in questo senso
gli integrali legati al lavoro.
A livello formale, la definizione di lavoro si puo rileggere nel seguente modo:

/F(m) dr = / ZFJ(Z‘) dz; e dx; =4;dt lungo la curva .
y Y =1

Il lavoro ¢ una quantita scalare introdotta nella meccanica classica da Gaspard Gustave de Coriolis,
nell’ambito dello studio della variazione di energia in un sistema: piu precisamente, ¢ ’energia usata
da un sistema per compiere uno spostamento attraverso I’azione di una forza. L’effetto assoluto di
tale azione & massimizzato se la forza & parallela alla direzione tangente allo spostamento (ovvero,
alla velocita), e nullo se la forza & ortogonale alla velocita dello spostamento. Di conseguenza, &
ragionevole definire il lavoro elementare della forza F(z) relativo allo spostamento elementare dz
lungo una curva v tramite il prodotto scalare F(x) - dzx, e quindi porre il lavoro complessivo uguale

n questo capitolo, per una questione notazionale, & utile vedere i campi vettoriali come vettori riga, anziché
colonna.
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all’integrale di tale prodotto scalare lungo tutta la curva. Percio, 'unita di misura del lavoro ¢ il
joule, che soddisfa le seguenti relazioni:

J=N-m=kg -m? s2

In fisica (e specialmente nella teoria dell’elettromagnetismo) talvolta il lavoro & chiamato circuita-
zione.

Notiamo anche che si puo stabilire una relazione fra I'integrale che definisce il lavoro di un campo
lungo una curva e l'integrale curvilineo definito in precedenza: se indichiamo con « : [a, b] — [0, 27]
la funzione dell’angolo «(t) realizzato fra i vettori F'(v(t)) e 4(¢), ovvero la funzione che soddisfa

FOy@®)-4@) = IEQE) @I cos((?)),

allora abbiamo
b b
[ F@-do= [ Fo@)-swd= [ IFG@) @) costa®)de= [ ] cosos) s

per una qualche funzione § : R? — [0, 2] che soddisfa 6(v(t)) = a(t).
Vediamo alcuni esempi di calcolo del lavoro di un campo lungo una curva data.

Esempio 3.1.3. Siano n =2, F(z,y) = (—y,x) e v € C([0, 27]; R?) data da

7(t) = (cos(t), sin(t)),

di modo che la traccia di v ¢ la circonferenza unitaria centrata nell’origine. Risulta chiaro che
abbiamo 4(t) = (—sin(t), cos(t)), e quindi

F(y(t)) = (=sin(t), cos(t)) = ¥ (?).

Di conseguenza, il campo vettoriale lungo la curva ¢ parallelo alla velocita (in effetti, & proprio
uguale ad essa), e quindi il lavoro & massimizzato. In particolare, se poniamo u = (z,y), abbiamo

LF(u)du:/Ozﬂ ||q'/(t)||2dt:/02ﬂ (sin?() + cos?(1)) dt:/%ldt:%.

0

Se invece consideriamo il campo vettoriale G(z,y) = (z,y), allora

G(1(t)) = (cos(t), sin(t)) = (¢).

Di conseguenza, il campo vettoriale lungo la curva e ortogonale alla velocita, e quindi il lavoro deve
essere nullo. Infatti, abbiamo

2m 2m 2m
/ G(u) - du = /0 ~(t) - A(t) dt = /0 (— cos(t) sin(t) + sin(¢) cos(t)) dt = /0 0dt =0.

Esempio 3.1.4. Siano n =3, F(z,y,2) = (z,y,2) e v € C'([a,b;R?), v(t) = (1(t),72(), 13(t))-
Se poniamo u = (z,¥, z), otteniamo

b b
/ F(u) - du = / F(y(t)) - 4(t) dt = / (1 (830 () + 72 ()32 (t) + 13()a(0)) dt
b{uv(twr 1

2L =2 (WO = @),

— B (V2(t) +3(t) + Vg(t))] 2

a

grazie alla regola di derivazione del prodotto (%2 (t))/ = 27;(t)7;(t) = 27v;(t)7,(t). In particolare,
in questo caso il lavoro del campo lungo la curva dipende solo dagli estremi della curva stessa. A
riguardo, osserviamo che

2y +22 (22

F(x,y,z) = Vp(x,y,z) per p(x,y,z) = 5 = 5 ,

e che quindi

Vedremo in seguito che questa ¢ una proprieta generale dei campi che possono essere rappresentati
come il gradiente di una funzione differenziabile con continuita.
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Esempio 3.1.5. Siano F € C(R™;R"), P,Q € R" e 7y :[0,1] — R™ data da
+(t) = P+HQ— P).

Quindi, ¥(t) = @ — P ¢& costante, e deduciamo che il lavoro del campo F lungo la curva a velocita
costante vy & dato da

LF(x)-dw:/OIF(PH(Q—P))-(Q—P)dt:(/OlF(PH(Q P)dt) (@ P),

dove I'ultimo integrale va inteso componente per componente, ovvero

n

(/FP—i—t(Q P))dt) (Q—P) Z(/ i(P+iQ—P))d )(Qj—Pj)-

Jj=1

In altre parole, il lavoro ¢ il prodotto scalare fra I'azione media della forza lungo la curva (questo
¢ il significato dell’integrale) e la velocita (costante) della curva stessa.

Vediamo ora alcune proprieta del lavoro, che sono analoghe a quelle degli integrali curvilinei
(e, per estensione, dell’integrale di Riemann su intervalli della retta reale). Infatti, il lavoro ¢ di
fatto un tipo di integrale, e quindi & naturale che sia lineare rispetto ai campi integrati e additivo
rispetto alle curve d’integrazione.

Proposizione 3.1.6 (Proprieta del lavoro). Siano E C R", F,G € C(E;R"), a,f € R e~ €
CL(la,b]; E). Allora
1. /(aF(m) + pG(x)) - dx = a/ F(z)-dx + ﬁ/ G(z) - dx (ovvero, il lavoro é lineare rispetto
v g 2l
al campo vettoriale);

2. se y~1 & la curva y percorsa in senso inverso, parametrizzata ad esempio come v 1(t) =
v(b—1t), t€[0,b—al, allora

[YIF(x)-dx:—[YF(x)dx

(ovvero, il segno del lavoro dipende dal senso di percorrenza della curva);

3. sea<c<ben(t)=~(t) pert € la,c| ee(t) =~(t) pert € [c,b], allora

LF(x).dx:LF(x)-dx+/€F(x)

(ovvero, il lavoro del campo lungo la curva v ¢é la somma del lavoro compiuto percorrendo le
due curve n e € che la compongono, e dunque il lavoro é additivo rispetto alla curva);

4. per ogni funzione biunivoca ¢ : [c,d] — [a,b] tale che ¢ € CY([e,d]) e '(u) > 0 per ogni

u € [e,d] abbiamo
/ F(z)-dx :/F(x) dz
vou 2l

(ovvero, il lavoro di F' lungo una curva é indipendente dalla parametrizzazione di tale curva,
purché la parametrizzazione abbia velocitda non nulla e preservi il verso di percorrenza).

Dimostrazione. La dimostrazione dei punti (1), (2), (3) & immediata, ed & quindi lasciata per
esercizio. Consideriamo il punto (4), solo nel caso di v € C'([a,b]; E): grazie al cambiamento di
variabile per 'integrale di Riemann, abbiamo

d

d .
/ F(z) - do = / F(/ (o)) - (¢ 0)(u) du = / Flr(p(w))) - 4(p(w) ¢ () du

b
— p(u) = t, ¢'(u) du = df] = / F(y() - 3(t) dt = / F()
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Si puo usare la Proposizione 3.1.6 per definire formalmente il lavoro lungo una somma algebrica
di curve.

Definizione 3.1.7. Siano k € N, my,...,my € Z, E CR" e v1,..., 7 € CL([a,b]; E). L'espres-
sione formale

k
I = ij’)’j =mim + .. +mk"}/k
j=1

si dice catena?, e definiamo il lavoro di un campo F' € C(E;R") lungo I' come

k
/FF(x)~dJ::=jz=;mj ﬂ{jF(x)-dm:mlllF(x)-dx+~-~+mk F(z) - dx.

Yk
Se I'1 e I's sono catene, si dice che sono equivalenti, e si scrive I'y = I's, se
/ F(z) dx = F(x)-dz
Iy Ty
per ogni campo F € C(E;R"), dove E C R™ contiene le immagini delle curve che compongono I’y
(S Fg.

Osservazione 3.1.8. Rileggendo la Proposizione 3.1.6 nell’ottica della Definizione 3.1.7 deduciamo
che v~! = —v (punto (2)) e v =n + ¢ (punto (3)). In particolare, cid significa che

[7+6F(x).dxz/nF(a:).der/EF(x)_dx

Questa notazione rende i calcoli riguardanti il lavoro piu intuitivi e semplici da scrivere, percio la
adotteremo nel seguito.

3.2 Campi esatti

Definizione 3.2.1 (Campi esatti). Sia Q C R™ un insieme aperto. Un campo F € C(Q;R") &

esatto (o conservativo) se ¢ il gradiente di una funzione C*, ovvero se esiste ¢ € C1(f2) tale che
F(z) = V¢(z) per ogniz € Q,

cioe Fj(x) = a—qs(m) per ogni j € {1,...,n} e x € Q. La funzione ¢ & un potenziale di F.
Y
J
Osservazione 3.2.2. Se ¢ € un potenziale di F', allora, per ogni ¢ € R, anche ¢ + ¢ lo é.
Osservazione 3.2.3. Se n = 1, un campo continuo ¢ una funzione continua, e quindi un potenziale
¢ semplicemente una funzione primitiva. Quindi, nel caso 1-dimensionale ogni campo continuo

¢ esatto, poiché ogni funzione continua ammette funzioni primitive®: se Q@ C R & un aperto e
f e C(Q), allora tutte le funzioni

o(x) :/”f(y)dy—i—c, dove zp € Qe c € R,
o

soddisfano ¢'(z) = f(z), e dunque sono primitive di f (e sono in effetti tutte le possibili primitive).

2Precisamente, sarebbe una 1-catena, visto che si possono definire catene di dimensione superiore, ma cid va oltre
gli scopi di questo corso.
3Cid non vuol dire che si possa sempre esprimere tale funzione in termini di somme algebriche, prodotti e rapporti

di funzioni elementari: ad esempio, f(z) = e~® non ammette una primitiva che si possa scrivere in termini di
xT
2 N e s
composizioni fra esponenziali e polinomi, ma ovviamente la funzione integrale / e~ Y dy & una sua primitiva.
0
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Il campo nell’Esempio 3.1.4 & esatto (cosi come il campo G nell’Esempio 3.1.3), e abbiamo visto
che in quel caso il lavoro lungo una curva generica si puo calcolare esplicitamente in termini del
potenziale del campo valutato negli estremi della curva. In effetti, questa & una proprieta generale
dei campi esatti. Introduciamo prima la nozione di curva chiusa.

Definizione 3.2.4 (Curve chiuse). Una curva v € C([a,b]; R™) & chiusa se y(a) = ~(b).

Teorema 3.2.5. Siano Q2 C R™ un aperto, F € C(;R"™) un campo esatto e ¢ € CH(Q) un suo
potenziale. Allora, per ogni curva v € CL([a,b]; Q) abbiamo

In particolare, per ogni curva chiusa v € C{.([a,b]; Q) abbiamo

/F(x) —

Dimostrazione.  Per semplicita, consideriamo solo v € C([a,b];Q). Grazie alla formula della
derivazione della funzione composta (Lemma 1.5.10), sappiamo che

L(60m(0) = (VO(0) -5(1)

per ogni v € C1([a, b]; ). Dato che F(z) = V¢(z), abbiamo

b b
/ F(z)-do = / F(y(t)) - 4() dt = / Vo (1)) - 4(t) dt

b
:/ %(¢07)(t) = (oM@’ = d(+(b)) — $(7(a)).

Se poi y(a) = 7(b), allora il lavoro di F lungo 7 & ovviamente nullo. O

Osservazione 3.2.6. Alla luce del Teorema 3.2.5, possiamo concludere che il campo F(z,y) =
(—y,x) dell’Esempio 3.1.3 non ¢& esatto, dato che il suo lavoro lungo la circonferenza unitaria
centrata nell’origine ¢ diverso da zero.

Osservazione 3.2.7. In fisica il potenziale & di solito definito come 1'opposto di quello considerato
in questo corso (ed & chiamato energia potenziale). Pill precisamente, un campo F & conservativo
(ovvero, esatto) se esiste un’energia potenziale scalare U € C? tale che F = —VU. Quindi, se
¢ = —U, il Teorema 3.2.5 implica

il ché significa che il lavoro compiuto dalla forza lungo la curva - & uguale alla differenza fra
I’energia potenziale nel punto di partenza e quella nel punto di arrivo. Cio acquista particolare
senso se intendiamo ’energia potenziale di un sistema come la sua capacita di compiere lavoro, di
modo tale che I'energia potenziale viene consumata per compiere il lavoro, e quindi 1’energia nel
punto iniziale deve essere uguale al lavoro compiuto sommato all’energia nel punto finale.

Se assumiamo in aggiunta che () sia connesso per archi, allora valgono anche le implicazioni
inverse rispetto a quelle del Teorema 3.2.5, che raccogliamo nel seguente teorema generale sulla
relazione fra il lavoro di un campo e l'esistenza di un potenziale per tale campo. Per dimostrarlo,
dovremo usare il Lemma 1.5.12 per assicurarci l'esistenza di curve regolari a sufficienza.

Teorema 3.2.8 (Relazione tra campi esatti e lavoro). Siano Q@ C R™ un insieme aperto connesso
per archi e F € C(;R™). Le sequenti affermazioni sono equivalenti:

1. il campo F ¢ esatto;

2. il lavoro di F lungo ogni curva differenziabile a tratti chiusa in Q & nullo: se v € CL([a,b]; )

e v(a) = ~(b), allora
/ F(z)-dx =0;
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3. il lavoro di F' lungo una curva differenziabile a tratti in Q dipende solo dai suoi estremi: se
v € CL([a,b];Q), § € CL([c, d]; ), e v(a) = §(c), v(b) = 5(d), allora

LF(;«) -dx:/éF(x)-das.

Inoltre, se una delle condizioni (1),(2) o (3) é soddisfatta, allora i potenziali di F' hanno tutti la
forma

od(z) = / F(y)-dy+c perx e, (3.2.1)

Yag,z
dove c € R, 29 € Q € Yuyx € CL([a,b];Q) ¢é una qualsiasi curva in Q che inizia in To € ) e finisce
in T, OVVETO Yy .(a) = To € Ygo,2 (D) = .

Dimostrazione. (1) = (2): Segue dal Teorema 3.2.5.
(2) = (3): Poniamo o = v — §, ovvero « & una curva che si puo parametrizzare nel seguente
modo:

a(t):{'y(t) sea <t<b,
db+d—t) seb<t<b+d-—ec.
Osserviamo che
o a(b) =v(b) = 6(d), e quindi « : [a,b+ d — ¢] — © & una curva continua,
e 7€ CL([a,0];9Q) e § € CL([c,d];Q), e quindi a € CL ([a,b+d — c];Q),

o afa) =~v(a) =6(c) = a(b+d —¢), e quindi « & una curva chiusa in .

Percio, il punto (2) unito alla Proposizione 3.1.6 (si veda anche 1’Osservazione 3.1.8) implica

0—/OCF(x)~dx—/7F(:r)odx/6F(:c)'d:c.

(3) = (1) Dato che €2 & un aperto connesso per archi, grazie al Lemma 1.5.12 sappiamo che, per
ogni xg,x € £, esiste Yz € C([a,b]; Q) tale che vz, 4(a) = o € Yup(b) = 2. Quindi fissiamo
c€Rexpin Q, e per ogni z in  definiamo ¢ come in (3.2.1). Notiamo che ¢ ¢ ben definita, dato
che, in virtt del punto (3), il lavoro non dipende dalla particolare curva 7., . scelta, ma solo dal
punto iniziale xy e dal punto finale x.

Consideriamo ora ¢(z + he;) per h > 0 e j € {1,...,n}. Proprio grazie al punto (3), possiamo
supporre che Veq ethe; = Vao,e + Lz, dove Ly @ [0,h] — Q ¢ data da L.(t) = x + tej, ovvero
¢ il segmento da « a x + he;. Notiamo peraltro che, siccome € & aperto, L;([0,h]) C Q per
h > 0 abbastanza piccolo, di modo che Yz o4ne, € Ct:([c, d]; ), per un opportuno intervallo [c, d].
Dunque abbiamo

o(z + heigl') —o(x) _ % (/%Oﬁhcj F(y) - dy — /7

;(L F(y)-dy+/LIF(y)-dy/7

I 1 [h
:E/O F(IZ"Ftej)'ejdt:*/O Fj(x+tej)dt:Fj(a:+sej)

F(y) - dy)

xg,x

F(y) - dy)

zg,T zg,T

h

per qualche s = s(h) € [0, h], grazie al Teorema della Media Integrale. Quindi, per il Teorema dei
Carabinieri, deduciamo che s — 07 per h — 07, e concludiamo che

¢(x + hej) — o(x)

g, S i, e+ 00) = Fio)
N . 9¢
Il caso h — 0~ puo essere trattato analogamente, e dunque abbiamo mostrato che a—(:z:) = Fj(x)
Ly
perogniz € Qeje{l,...,n}. Quindi ¢ & un potenziale di F' e F' & un campo esatto.
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Rimane solo da dimostrare che, dato un qualunque potenziale ¢ di F', allora ¢ soddisfa (3.2.1)
per qualche zg € Q e c € R. Se F' = V¢, allora il Teorema 3.2.5 implica che

/

per ogni 2o,z € Q e Yz € CL([a,b]; Q) tale che v(a) = 2o e v(b) = z. Quindi otteniamo (3.2.1)
con ¢ = ¢(xp). O

F(y) - dy = / Vé(w) - dy = 6(vao.0 (b)) — (a0 () = () — d(a0)

zg,T xq, T

Una conseguenza immediata di questo risultato & che la differenza di potenziale tra due punti
x e y in un insieme aperto connesso ¢ data dal lavoro del campo da x a y.

Corollario 3.2.9. Siano 2 CR"™ un aperto connesso per archi e F € C(Q;R™) un campo esatto.
Allora per ogni ¢ € C*() che sia un potenziale di F abbiamo

o(y) — o(x) = F(2) - dz,

dove v 4 € CL([a,b]; Q) é una curva tale che v, (a) = € vy, (b) =y.

3.3 Campi chiusi

Definizione 3.3.1 (Campi chiusi). Sia Q@ C R" un aperto. Un campo F € C'(Q;R") & chiuso
(o irrotazionale) se
oF;  OF
8xj o al'l

per ogni i,7 € {1,...,n},

cioe se “le derivate in croce di F coincidono”™.

La nozione di campo chiuso viene introdotta per via della sua relazione con quella di campo
esatto.

Teorema 3.3.2 (Lemma di Poincaré). Sia Q C R™ un aperto. Se il campo F € C1(;R") ¢
esatto, allora é chiuso.

Dimostrazione. Dato che F & esatto, esiste ¢ € C(Q) tale che F = V¢. Tuttavia, il fatto che
F € CH{;R") implica ¢ € C?(2). Quindi, per 7,5 € {1,...,n} otteniamo

oF; 0 (96 _ 0% _ 0 (09 _ OF
Oxr;  Ox; \Oz;) Ox;0x; Ox; \Oz;) Ox;

grazie al Lemma di Schwarz. ]

In dimensione n = 3 possiamo stabilire se F' & chiuso calcolando il suo rotore.

Definizione 3.3.3. Siano 2 C R? un aperto e F € C'(Q;R3). Poniamo F = (Fy, Fy, F3), i = ey,
Jj=es, k=ce3. Il rotoredi F ¢

i j ok
VxF:=rotF:=det| |0, 0y 0. (determinante formale di questa matrice)
o Fy Fj

= i(ang — 8ZF2) — j(ang — 8ZF1) + k(azFQ — ayFl)
= (3yF3 — 0, F5, — 0, F3+ 0, F1,0,F> — 6yF1)
Esempio 3.3.4. Sia
F(x7yaz) = (—yz,xz,x2 + y2)
Allora abbiamo
V x F(-T7 Y, Z) = (ay(mz + y2) - az(.’liz), _aw(-r2 + y2) + 82(—yz),(9w(xz) - 8y(_yz))
=Qy—z,—2r—y,z+2) =2y —=z, -2z —y,2z).

4In maniera equivalente, si pud scrivere 0;F; = 0, F;.
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Risulta quindi immediata la seguente caratterizzazione di campi chiusi in R? tramite il loro
rotore.

Teorema 3.3.5 (Campi chiusi e rotore in dimensione 3). Siano Q C R3 un aperto e F € C*(Q;R3)
Allora F ¢ chiuso se e solo se VX F = 0. In particolare, per ogni ¢ € C?(Q), abbiamo V x (V¢) = 0.

Dimostrazione. La prima parte dell’enunciato € ovvia, la seconda segue dal Lemma di Poincaré
(Lemma 3.3.2), dato che FF = V¢ & un campo esatto (oppure, la si pud dimostrare tramite un
calcolo diretto e l'applicazione del Lemma di Schwarz). ]

Osservazione 3.3.6. Il criterio per la chiusura del Teorema 3.3.5 puod essere usato anche in
dimensione n = 2. Infatti, dato un campo F = (Fy, Fy) € C1(£;R?) per qualche aperto Q C R?,
possiamo estenderlo al campo

F(z,y,z) = (Fi(x,y), Fa(z,9),0),

di modo che R
V x F=(0,0,0,F> — 0y F1),

che tra ’altro significa che il rotore di un campo nel piano e ad esso perpendicolare. In conclusione,
otteniamo .
VX F=0& 0,F—0yF; =04 F ¢ chiuso.

Vista la semplicita del calcolo del lavoro dei campi esatti, e, visto che verificare la condizione di
chiusura & piu facile rispetto al dimostrare ’esistenza di un potenziale, & interessante chiedersi se
valga I'implicazione opposta del Lemma di Poincaré, ovvero ogni campo chiuso sia esatto. Questo
& pero falso, come mostrato dal seguente esempio.

Esempio 3.3.7. Sia F: R?\ {(0,0)} — R? dato da
—y x
Flay) =2 2 ).
(l’uy) (I2+y27x2+y2)

0F, 1 222 y? — z?

Allora abbiamo

oz (z,y) = 22+y2 (224422 (a2 +y2)2
[§]

aF‘l -1 2y2 yz—zZ

—(z,y) = 2 5T 73 02 (2 2)2°

dy w2 4+y? (22 +y?)? (2 +y?)

e dunque F & un campo chiuso. D’altra parte, non puo essere esatto. Infatti, se lo fosse, per il
Teorema 3.2.5 il lavoro di F' lunga una qualunque curva chiusa dovrebbe essere nullo. Consideriamo
quindi la circonferenza centrata in (0,0) e raggio r > 0, che parametrizziamo tramite

~(t) = (rcos(t),rsin(t)), t € [0, 27].

Un calcolo diretto mostra che

/ F2) - ds = /O g (_’"Sin(t), TCOS(”) - (—rsin(t), r cos(t)) dt

r2 2
2 27
= / (sinz(t) + cos’(t)) dt = / 1dt =27 #£0.
0 0

Osservazione 3.3.8. Grazie al Teorema 3.2.8, sappiamo che, in un insieme aperto connesso per
archi, i potenziali di un campo esatto si scrivono, a meno di una costante, come il lavoro di tale
campo lungo un’opportuna curva. L’ostruzione all’esattezza del campo, quindi, & costituita dal
venir meno della proprieta che il lavoro lungo una curva dipende solo dagli estremi della curva,
come infatti succede nell’Esempio 3.3.7.

Quindi, non tutti i campi chiusi sono esatti, ma tutti i campi chiusi sono localmente esatti.

Teorema 3.3.9 (Teorema di Poincaré-Volterra locale). Siano a € R™, r >0 e F € CY(B,(a); R™)
un campo chiuso. Allora F ¢é esatto.
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Per dimostrare questo teorema sara necessario derivare sotto il segno d’integrale. La derivazione
sotto il segno d’integrale, ovvero, lo scambiare ’ordine di queste due operazioni, € un risultato che
si usa quasi ovunque vi siano applicazioni rilevanti dell’Analisi Matematica (soprattutto ai modelli
fisici).

Teorema 3.3.10 (Teorema di derivazione sotto il segno d’integrale). Siano @ C R™ un aperto e

(z,t) € A x[a,b] = f(z,t) € R una funzione f € C(Q x [a,b]) le cui derivate parziali rispetto a x;
gjj € C(Q x [a,b]) per ogni j € {1,...,n}. Allora per ogni x € Q abbiamo

b b b 8f o
a—mj l/a f(x,t)dt] —/a %j(x,t)dt per ogni j € {1,...,n},

o, equivalentemente, se poniamo ¢(x / fla,t)dt, ¢ : Q — R, allora ¢ € CH(Q) e

/wa:z:t

Dimostrazione. [Dimostrazione del Teorema 3.3.9] Scriviamo esplicitamente un potenziale di F'
Per x € B,(a), poniamo

L,:[0,1] = By(a), L.() =a+t(x—a),

che ¢ la parametrizzazione lineare del segmento che congiunge a a x. Quindi definiamo la funzione
1
o(x) =/ F(y)~dy:/ Fla+t(z—a)) (z—a)dt
Ly 0
1 n
= / > Fi(a+tx - a))(x; — a;)dt.
0 i3

Ora dobbiamo dimostrare che g—(b( ) = Fi(x) per ogni x € Q e k € {1,...,n}. Notiamo che la
Tk

funzione

t) = ZFj(a+t($f a))(zj 7aj) = F(a+t(x7a)) . (xf a)

soddisfa le ipotesi del Teorema 3.3.10, dato che F' € C'(B,(a); R™), e quindi dal Teorema 3.3.10
deduciamo che ¢ € C*(B,.(a)), e quindi esistono le derivate parziali di ¢. Ancora grazie al Teorema
3.3.10 possiamo derivare sotto il segno di integrale, e quindi, per ogni k € {1,...,n}, otteniamo

2 (0= /ZFj<a+t<w—a>><xj—aj>dt

/ Fila+t(z —a))(z; —aj)) dt

n

:/O Ztafza—l-tx—a))(xj—aj) + Fela+t(z —a))| dt,

Jj=1

grazie alla regola di derivazione del prodotto, dato che

0 0
—(Fj(a—i—t(m — a))) = 7Fj(a1 +t($1 — al), s, a —‘rt(l’k — ak)7. ., Qp —‘y—t(l’n — an))
al’k

3xk
L YT ))a(aﬁg(j:*a’“)) —tg—i(a—i-t(x—a))

al‘k

Owj—a;) |1 sej=k
oy, |0 sej#k’

86



di modo che .

o(z; —ay
S Fya+tz - a) 2 =% - pa stz - a)),
. Oz,
Jj=1

visto che 'unico termine non nullo della somma € proprio il k-esimo. D’altra parte, F' & chiuso, e
quindi

OF, _ 0F,

Ox,  Ox;’
Di conseguenza, abbiamo

aa;bk(x):/o t;giﬁ(a—Ft(l‘—G))(xj—aj) +Fk(a+t($—a)) dt

-/ t2$<a+t<x—a>><xj—aj> + Fila+to—a) | dt

- /0 (tVFy(a+tx — a)) - (z — a) + Fula + tx — a))) dt
:/0 (t;tFk(a—kt(x—a))+Fk(a+t(x—a))jtt> it

_ /0 % (t Fola+ t(e — a))) dt = [t Fx(a + t(z — )]} = Fi(a+ @ — a) = Fu(a),

dove abbiamo usato la formula della derivata della funzione composta (Lemma 1.5.10) fra la seconda
e la terza riga, e la formula della derivata del prodotto fra la terza e la quarta riga. O

Osservazione 3.3.11. Alla luce del Teorema di Poincaré-Volterra locale, vediamo che il campo
nell’Esempio 3.3.7 & esatto in ogni cerchio B,.(a) C R?\{(0,0)}, ovvero tale che F' € C1(B,(a); R?).
Ad esempio, nei semipiani {(z,y) € R? : > 0} e {(z,y) € R? : z < 0} i suoi potenziali sono
¢(x,y) = arctan g + ¢, per ogni ¢ € R. In altre parole, quel campo ¢ esatto in ogni cerchio che

non contiene l'origine, e quindi il suo lavoro dipende solo dagli estremi della curva, per ogni curva
che non fa un giro completo attorno all’origine.

Esiste una versione piu generale, ovvero globale, del Teorema di Poincaré-Volterra. Per poterlo
formulare dobbiamo prima introdurre i concetti di curve chiuse deformabili e aperti semplicemente
connessi.

Definizione 3.3.12. Siano Q C R™ un aperto e v € C([a, b]; ) una curva chiusa. Diciamo che ~y
¢ deformabile con continuita a un punto in 2 se esistono g € Q e ¥ € C([a,b] x [0,1]; Q) tale che

U(t,0) = ~(t) per ognit € [a,b],
U(t,1) =z per ognit € [a,b],
U(a,s) = ®(b,s) per ogni s € [0,1].

In altre parole, per ogni s € [0, 1] fissato, t — U(t, s) € C([a,b];§2) & una curva chiusa, che coincide
con v per s = 0, e con il punto xg per s = 1.

Intuitivamente, cio significa che possiamo “spostare e stringere” la curva fino a che non si riduce
a un unico punto. Notiamo che & cruciale il fatto che la deformazione ¥ sia sempre contenuta in €2
in altre parole, non & consentito passare per punti del bordo o dell’esterno per deformare la curva.

Si puo dimostrare che, se la curva v e differenziabile a tratti, anche la mappa di deformazione
U ¢ piu regolare, e cio ¢ fondamentale per le dimostrazioni dei prossimi due teoremi (che perd
omettiamo).

Vediamo prima un esempio fondamentale di curva deformabile con continuita a un punto.

Esempio 3.3.13. Sia y(t) = (cos(t),sin(t)), ¢t € [0, 27], ovvero la circonferenza unitaria centrata
nell’origine. Allora v & deformabile con continuita all’origine (0,0): infatti, una possibile mappa
di deformazione ¥ ¢ data da

U(t,s) = ((1 —s)cos(t), (1 —s)sin(t)), ¥ :[0,27] x [0,1] — R
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Chiaramente, ¥ & continua, e abbiamo

U(t,0) = (cos(t),sin(t)) = v(t) per ogni t € [0, 27],
U(t,1) = (0,0) per ognit € [0, 27],
U(0,s) = (1—s,0) = ®(27m,s) per ogni s € [0,1].

Da un punto di vista geometrico, questa deformazione coincide con il restringere il raggio della
circonferenza fino a 0.

Osserviamo ora che il lavoro di un qualunque campo vettoriale lungo una curva costante, ovvero
in un singolo punto, & nullo: infatti, se y(t) = xo € Q per ogni t € [a,b], allora ¥ = 0, e per ogni
F € C(Q;R™) abbiamo

/F(ac)-dm:/abF(xo)~0dt:0.

Teorema 3.3.14. Siano Q@ C R"™ un aperto e F € CY(Q;R™) un campo chiuso. Per ogni curva
v € CL([a,b];Q) chiusa e deformabile con continuita a un punto in 2 abbiamo

/VF(:C) cdz = 0.

In altre parole, se un campo €& chiuso, il lavoro € lungo una curva chiusa e deformabile con
continuita a un punto & uguale a quello in un singolo punto, ovvero € nullo.
Risulta quindi importante lavorare solo con curve chiuse deformabili con continuita a un punto.

Definizione 3.3.15. Sia Q@ C R™ un aperto. Diciamo che Q & semplicemente connesso se e
connesso per archi e ogni curva chiusa in €2 & deformabile con continuita a un punto in €.

In maniera intuitiva, possiamo quindi dire che un insieme aperto connesso per archi ¢ sempli-
cemente connesso se “non ha buchi attorno ai quali non si possa far passare una curva chiusa”.

Osservazione 3.3.16. R" & un insieme semplicemente connesso, cosi come ogni semispazio {x €
R™:az; >c}perje{l,...,n} eceR, eogni palla aperta B,.(a) per a € R" e r > 0.

Invece, dato z¢ € R™, 'insieme R™ \ {x0} ¢ semplicemente connesso se e solo se n > 3. Infatti,
se n = 1 non & connesso per archi (& 'unione di due semirette aperte disgiunte); se n = 2 qualunque
circonferenza centrata in xy non puo essere deformata con continuita a un punto; mentre se n > 3
si puo aggirare z( sfruttando le dimensioni superiori (cio ¢ ovvio qualora la curva sia contenuta in
un piano, omettiamo i dettagli tecnici del caso generale).

Teorema 3.3.17 (Teorema di Poincaré-Volterra globale). Siano Q@ C R™ un aperto semplicemente
connesso e F € CY(Q;R™) un campo chiuso. Allora F ¢ esatto.

Osservazione 3.3.18. Come implicazione opposta del Teorema di Poincare-Volterra globale, no-
tiamo che, se esiste un campo F € C'(Q;R") che & chiuso ma non & esatto, allora  non &
semplicemente connesso.

Osserviamo inoltre che il Teorema di Poincare-Volterra globale & solo una condizione necessaria
per esattezza del campo. Infatti, sianon =2 e

x Yy
Flo,y) = (ww) FiR2\{(0,0)} - R,

Sappiamo che R? \ {(0,0)} non & semplicemente connesso. Verifichiamo che F' & chiuso:

o
dy

z(—2 2z —2x 0F, .
(1‘,:(/) = (.’E2(+ yyg))z = _((E2 +Z“:/l/2)2 = (xyg(_'_yg))g = E(mvy) per ogni (x,y) 7é (070)

Per il Teorema di Poincaré-Volterra locale sappiamo che F' & esatto in ogni cerchio B;(a) tale
(0,0) ¢ B,(a). Calcoliamone quindi un potenziale usando l’approccio della dimostrazione del
teorema stesso: dati a = (a1,az2) # (0,0) e 0 < r < \/a? + a3 = ||la]| (di modo che (0,0) ¢ B,(a)),
per ogni (x,y) € B,(a) poniamo

Ligy) 1 [0,1] = By(a), Lizy)(t) = (a1 +t(x —a1),az + t(y — a2))
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e cosl abbiamo

o) = [ B

! a; +t(x —ay) az + t(y — az) AT —a1.U—a
_/0 ((a1 +t(x —a1))? + (ag + t(y — a2))?’” (a1 +t($—al))2+(a2+t(y—a2))2> ( by )

_ / (a1 +Hz — a1))(@ — @) + (a2 + t(y — a2))(z — a2)
0 (a1 +t(x —a1))? + (a2 + t(y — a2))?

F(w) - dw :/0 Flay+t(x —ay),as +t(y —a2)) - (x — a1,y —az) dt

dt

_ /1 12(a1 +t(x —a1))(z —a1) +2(az + t(y — a2))(z — az) i@t
0o 2 (a1 +t(z — a1))* + (a2 + t(y — a2))?
= [Gom (01 + ta = )+ (a2 + 1y — a2))) = 2 (log (o +?) ~ log (a? + )
= log (\/W) +¢, dovec= —% log (a3 + a3),
grazie alla regola di integrazione indefinita
/ J;((f)) dt = log (If(1)]) + C, C € R, (3.3.1)

per f(t) = (a1 + t(x — ay1))? + (a2 + t(y — a2))?. In questo modo abbiamo trovato i potenziali
¢, che sono in effetti ben definiti su tutto R? \ {(0,0)}, e quindi concludiamo che F & esatto su
R2\ {(0,0)}, anche se I'insieme in questione non ¢ semplicemente connesso.

Approfittiamo di questo esempio per mostrare come trovare il potenziale usando la definizione,
ovvero risolvendo 'equazione (differenziale alle derivate parziali) V¢ = F. Dobbiamo quindi
trovare ¢ € C1(R?\ {(0,0)}) tale che

0¢ B o
8x($’y)_F1(x’y)_x2+y2
o¢ _ _ Y
ay(xvy)_F2<m7y)_x2+y2

Osserviamo quindi che entrambe le equazioni equivalgono a cercare primitive della funzione al
secondo membro. Partiamo quindi dalla prima: consideriamo y come una costante e calcoliamo

I’integrale indefinito
@ 1 2 1 .

ancora grazie a (3.3.1). Notiamo che k = k(y), ovvero dobbiamo a priori considerarla come una
funzione dipendente da y, dato che abbiamo calcolato le primitive di ¢ in x, e quindi ci potrebbe
essere un’altra dipendenza da y. Per determinare k inseriamo questa espressione di ¢ nella seconda
equazione:

y _ 99
2 +y? Oy

Y

PR +k(y) <= k(y =0 <= k(y)=c per qualche c € R.

(x,y) =

Quindi, concludiamo di nuovo che i potenziali di F' sono

¢(z,y) = log (\/W) +c¢ per c e R.

3.4 Campi radiali

[Sezione non vista a lezione.]

Gran parte dei campi studiati in fisica godono delle simmetrie dello spazio euclideo, come
I’omogeneita e I’isotropia. Percio ¢ interessante analizzare piul nel dettaglio campi vettoriali che
siano radialmente simmetrici.
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Definizione 3.4.1. Un insieme A C R” ¢ radiale se per ogni x in A e ogni y € R™ con ||z| = ||y,
anche y € A (cioe, A & unione di sfere con centro nell’origine).

Una funzione f : A — R & radiale se il suo dominio A é radiale e se per ogni =,y € A con
llz]| = ||lyll si ha che f(x) = f(y) (cioe, se il valore f(x) dipende solo dalla distanza di 2 dall’origine).
In altri termini,

f(@) = (=),

dove ¢ : Arag = Re Araqa = {p € [0,4+00) : p = ||z|| per qualche = € A}.
Un campo F : A — R"™ & radiale se A é radiale e se esiste una funzione ¢ : A;,q — R tale che

F(x) =z o(||l|)-

In altri termini, F" ¢ un campo avente direzione g7 orientata come x (se ¢(||z|)) > 0) o in senso

inverso (se ¢(||lz]|) < 0), e modulo ||F(z)|| = ||z| |¢(]|z]])| che dipende solo dalla distanza di =
dall’origine.

Esempio 3.4.2. Sia n = 3 e poniamo 0 = (0,0,0). Il campo gravitazionale generato da una massa
m > 0in 0 ¢ il campo radiale F': R3\ {0} — R3 dato da

T Gm
F(z) = -Gm :c(
(=) EE BE

| )xmww,

dove G ¢ la costante di gravitazione universale e ¢ : R3\ {0} — R & data da ¢(u) = —Z—T. Inoltre,
notiamo che si pud anche scrivere
F(z) = wo([l]),
Gm

per ¢(t) = ——5.
t2

Osservazione 3.4.3. Una definizione equivalente di campo radiale I’ richiede che esista una
funzione ¢ : Ajq — R, dove Apq = {p? € [0,+) : p = ||z| per qualche x € A}, tale che
F(z) = zp(||2]|?). Infatti, & sufficiente porre p(t) = ¢(V1) e ¢(t) = p(t?).

Un fatto affascinante (specialmente per le applicazioni a svariati problemi in fisica) & che tutti
i campi radiali continui sono esatti.

Teorema 3.4.4 (I campi radiali sono esatti). Siano A C R™ un aperto radiale connesso per archi

e F € C(A;R™) un campo radiale, F(z) = zo(||z||?), dove p € C(Ayaq)-
Allora F é esatto. Inoltre, tutti i potenziali di F' sono dati da ¢ : A — R,

llz]?
v =5 [ e,

Dimostrazione.  E sufficiente calcolare il gradiente di : per ogni j € {1,...,n} applichiamo
la formula della derivata della funzione composta (e la definizione di integrale di Riemann) per
ottenere

per qualche rg € Xr\;i,

9 1 9
(@) = 5ol 5 el = e lel?) = Fi(e).

Di conseguenza, se £(x) & un altro potenziale di F, allora

(;Zj (Y(x) —&(z)) = Fj(x) — Fj(x) =0 perogniz € Qeje{l,...,n},

e questo implica che £(z) = ¥ (x) + C per qualche C' € R. Infine, ¢ chiaro che questa costante C' si

1 To —_—
puo scrivere come 3 / p(u) du per qualche altro r1 € A;aq. O

Ty
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3.5 Forme differenziali

Osserviamo che, almeno formalmente, il “prodotto scalare” nella definizione di lavoro di un campo
si puo sviluppare come segue:

F(z)-de =Y Fj(x)dx; = Fi(z)dzy + Fy(z)dzy + - + Fo() dy,.
j=1

Vediamo che esiste un modo per rendere rigorosa un’espressione di questo tipo.

Definizione 3.5.1 (Forme differenziali). Sia  C R™ un aperto. Una forma differenziale® in Q
& un’espressione del tipo

w=ai(x)dry + -+ ap(x)dz, = Zaj(z> duj,
j=1

per certe funzioni ai,...,a, : @ — R. Diciamo che la forma w & continua o C' su ) se lo sono le
funzioni aq, ..., G-
Data v € CL.([a,b];Q), v(t) = (z1(t),...,xn(t)), definiamo l'integrale della forma w su v come

/w = /al(a:)dxl + -+ ap(x)de, = / Zaj(as) dz;
= [ae@0 + -+ OOl = [ 3 a0 50 d

b
- / (@ (1 (B), . an((8))) - H(E)dt

Osservazione 3.5.2. Le forme differenziali w sono in corrispondenza biunivoca con i campi
vettoriali F', la corrispondenza essendo data da

w=ay(z)dry + -+ an(x)dz)y ¢ F(2) = (a1(2), ..., an()).

Se questa relazione e soddisfatta, allora 'integrale della forma w su +y e il lavoro del corrispondente

campo F sulla stessa 7 sono identici:
/wz/F(az)~dw.
gl gl

Di conseguenza, diciamo che la forma w ¢ esatta se F' ¢ esatto, ovvero, se
n
9¢
w= g —(z) dz;
X 3x]—
Jj=1

per qualche ¢ € C1(£); e che w & chiusa se & C! e

aaj 8ai
— = erognii,j €11,...,n},
D, oy DO OB { ¥

ovvero, se il campo F associato a w € chiuso. Risulta quindi ovvio che tutti i risultati visti finora
si traducono immediatamente nel linguaggio delle forme differenziali ©.

5Piu precisamente, dovremmo parlare di 1-forme differenziali, dato che & possibile definire altri tipi di forme che
per integrali su insiemi di dimensioni superiori. Tuttavia, cio va oltre gli scopi di questo corso.

611 formalismo delle forme differenziali viene introdotto in Geometria Differenziale, perché ha il vantaggio di
essere indipendente dal sistema di coordinate scelto (cio ¢ specialmente utile quando si lavora su superfici, senza
tener conto della parametrizzazione). Ha inoltre delle utili applicazioni in analisi complessa, come menzionato nel
capitolo 5.
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Capitolo 4

Superfici in R?, teoremi di Stokes e
della divergenza

4.1 Superfici in R?

Abbiamo visto in precedenza che i grafici di funzioni continue f : [a,b] — R possono essere visti
come casi particolari di curve nel piano cartesiano. Nella fattispecie,

Grafico(f) = {(z, f(z)) € R* : 2 € [a,b]} = v([a,b]), per 7 : [a,b] — R?, y(t) = (t, f(t)).

Abbiamo poi accennato al significato geometrico del grafico di una funzione continua in due va-
riabili, ovvero, se A C R? & un aperto connesso per archi e f : A — R & continua, allora
Grafico(f) = {(x,y, f(x,y)) € R® : (x,y) € A} & una superficie nello spazio tridimensionale®.
Vediamo ora come definire piti in generale le superfici in R3.

Definizione 4.1.1 (Superfici parametrizzate). Una superficie parametrizzata in R? & una
funzione

d:A-R3 B(u,v) = | yu,v) |,

dove A C R? & un aperto connesso per archi e

1. @ & iniettiva, ovvero, per ogni (ui,v1),(u2,ve) € A tali che (ui,v1) # (u1,v2) abbiamo
(I)(uhvl) 7& @(u23v2);

2. ® € C1(A,R?);

3. la matrice jacobiana di ® ha rango massimo (ovvero, rango 2) in ogni punto (u,v) € A,
ovvero, i due vettori colonna che la compongono sono linearmente indipendenti,

Ouz(u,v) Oyz(u,v)
2 = Rank(J®(u,v)) = Rank ([0, ®(u, v)|0,®(u,v)]) = Rank | | duy(u,v) Ipy(u,v)
Ouz(u,v)  Oyz(u,v)

L’immagine S = ®(A) C R3 & una superficie in R3, e la funzione a valori vettoriali ® viene anche
detta una parametrizzazione della superficie.

A meno che non sia specificato altrimenti, nel resto della sezione indichiamo con A un aperto
connesso per archi in R2.

Esempio 4.1.2. Vediamo come ogni funzione f € C*(A) definisce una superficie parametrizzata,
se poniamo
x
O(z,y)=| v
[z, y)

n dimensione n > 2 & meglio lavorare su insiemi aperti, onde evitare problemi di estensione delle funzioni e
delle loro derivate sul bordo di tali insiemi, mentre ¢ relativamente facile considerare anche i punti estremi degli
intervalli di R.
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Infatti, & chiaro che ® € C1(A;R?), ® & iniettiva e

1 0
JO(z,y) = 0 1
Ouf(z,y) Oyf(z,y)

ha ovviamente rango 2. Altrettanto facilmente si vede che la superficie coincide con il grafico di f:
D(A) = graf(f) = {(z.y, f(z,y)) € R®: (z,9) € A} C R

Ad esempio, se f(z,y) = 2? + y2, la superficie & un paraboloide, e

1 0
JO(z,y)=10 1
2z 2y

Figura 4.1: Il paraboloide dato dal grafico di f(z,y) = 2 + 2.

Mostriamo con un esempio come si possono dare diverse parametrizzazioni della stessa super-
ficie.

Esempio 4.1.3. Sia 0B1(0) = {(z,y, z) € R® : 22 +y% + 22 = 1}, ovvero la sfera unitaria centrata
nell’origine dello spazio R3. Osserviamo che

2=1—(22 49y} = z=xy1-22—92 perz®+y><1.

Quindi otteniamo una parametrizzazione per ciascuna delle due meta della sfera rispetto al piano
{z=0}:
T
Dy (z,y) = Y , Dy A R3
+/1— 22— y?
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dove A = {(z,y) € R? : 22 + y? < 1}. In tal modo si perde I'equatore, ovvero la circonferenza
{(z,y,2) € R®: 22 +y?> = 1, z = 0}: in realta lo si puo includere, ma le due parametrizzazioni
saranno sovrapposte su tale circonferenza. Notiamo poi che

1 0

Jq)i(‘ray) = 0£ 1y )
:F\/l—;cQ—gﬂ :':\/1—9162—112

che pure non e ben definito sull’equatore.
Una parametrizzazione alternativa & ovviamente data dalle coordinate sferiche:

cos(0) sin(p) (
(0, 0) = | sin(0) ?in)(ap) , ®:(0,21) x (0,7) — R3,
cos(yp

per cui abbiamo
—sin(f) sin(¢) cos(6) cos(p)
J®(0,0) = | cos(f)sin(e) sin(f) cos(p)
0 —sin(ep)

Questa parametrizzazione non copre invece meta della circonferenza nel piano {y = 0}, ovvero
Ciy=0,z>0y = {(sin(), 0, cos(¢)) € R3: ¢ c[0,n]} ={(2,0,2) eR3: 2%+ 22 =1, = > 0}.

Si puod ovviamente estendere ® a [0, 27) x [0, 7], di modo da coprire tutta la sfera, perdendo pero
il rango massimo per la matrice jacobiana, dato che

0 cos(f)
J®(6,0) = |0 sin(h)
0 0

Una terza parametrizzazione deriva dal vedere la sfera come una superficie di rotazione, che
sono superfici che possono essere parametrizzate da funzioni ® della forma

1(2) cos(0)
®0,2) = [ ¢(2)sin(9) |, ®:(0,27m) x [ — R,

per qualche funzione ¢ : I C R — [0, +00), oppure

pcos(6)
®(p,0) = | psin(9) |, ®:J x (0,27m) — R,

£(p)

per qualche funzione ¢ : J C (0,4+00) — R. Nel caso della sfera unitaria centrata nell’origine, se
p? = 22 + 32, abbiamo ovviamente 22 + p? = 1, cosicché p = ¥(z) = v/1 — 22 e quindi

V1 — z2cos(6)
®0,2) = | VI—22sin(0) |, ®:(0,27) x (—1,1) = R?,

z
con
—V1—22sin(f) — Vel cos(6)
JO0,2) = | V1—22cos(f) — 7 sin(0)
0 1

Anche questa ® non copre la semicirconferenza Cy,—g ,>0} € puo essere estesa a [0,27) x [~1,1],
di modo da coprire tutta la sfera, perdendo pero la differenziabilita nei poli.

Viceversa, z = £(p) = £4/1 — p?, di modo che in quest’altro modo si parametrizzano se-
paratamente la semisfera nel semispazio {z > 0} e quella in {z < 0}. Lasciamo i calcoli per
esercizio.
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Osservazione 4.1.4. Una superficie di rotazione non puo mai essere coperta completamente dalla
sua parametrizzazione, dato che, onde mantenere l'iniettivita, si deve avere 6 € (0,27), e quindi
non vengono coperte le curve

¥(2) p
®0,2)=1| 0 perzel o ®(p,0)=1 0 per p € J,
z &(p)

a seconda della parametrizzazione scelta. In particolare, e evidente che la traccia di queste curve
& un sottoinsieme del semipiano {(z,y,2z) € R® : 2 >0, y = 0}.

Figura 4.2: Il cono di inclinazione m = % e altezza h = 1.

Esempio 4.1.5. Vediamo un esempio del secondo tipo di parametrizzazione di una superficie di
rotazione tramite una famiglia di coni con la punta nell’origine: per m,h > 0, poniamo

Comn = {(z,y,2) ER®: 2 = m/22 +y2, 0 < z < h},

che ¢ il cono di inclinazione m e altezza h. Quindi, se poniamo p = +/z2 4+ y2, possiamo
parametrizzare Co, j, tramite la mappa @ : (0, 2) x (0,27) — R® data da

pcos(6)

®(p,0) = | psin(0)
mp

Esempio 4.1.6. [Non visto a lezione.] Un altro rilevante esempio di superficie parametrizzata
¢ il toro. Dati R,r > 0 tali che R > r, la superficie

TR,'r: {(l‘vyaz) €R3: (\/ 932+y2—R)2+z2 :7'2}

¢ il toro centrato nell’origine e che ruota attorno all’asse z, tale che la circonferenza data da una
sezione verticale della “ciambella” ha raggio r, mentre la circonferenza centrale della sezione della
“ciambella” intersecata con il piano {z = 0} ha raggio R.
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Figura 4.3: Il toro di raggi R=2er = 1.

Una parametrizzazione & quindi data dalla funzione @ : (0, 27)? — R3,

(R + rcos(p)) cos()
(0, ¢) = | (R +71cos(p))sin(0) |,
rsin(yp)

che soddisfa ®((0,27)?) = Tr, \ (C1 U Cy), dove Cy e Cs sono le circonferenze

Cy = {(z,y,2) €R3:(x—R)2+z2=r2, y =0}

Cy={(z,y,2) €eR*:2® + ¢y = (R+7)%, 2 =0}.

In maniera analoga a quanto visto con i grafici delle funzioni in piu variabili, si introduce la
nozione dello spazio tangente a una superficie in un punto.

Definizione 4.1.7 (Spazio vettoriale tangente). Sia S = ®(A) C R? una superficie in R3, dove
® ¢ una sua parametrizzazione. Lo spazio vettoriale tangente a S in un punto Py = ®(ug,vg) € S,
per qualche (ug,vg) € A4, &

Tp,S = span{9, P (uo, vo), O P(ug, vo)} = {aduP(ug, vo) + b3y P(ug, vo) : a,b € R}

a Oy (ug,v9) + b Oy (ug, vo)
= a 0y y(ug, vo) + b0yy(ug,vo) | :a,b €R
a 0y z(ug,vo) + b0yz(ug, vo)

che definisce un sottospazio vettoriale di R?, avente dimensione dim(7Tg,S) = 2.
Un vettore V € Tp,S € un vettore tangente a S in P.
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Il piano tangente a S in Py € lo spazio affine

HPOS =F —|—TPOS = {PO + a@u@(uo,vo) + b&J(I)(uo,vo) ta,b e R}

x(uo,v0) + a Oyz(ug, vo) + b Ay (ug,vo)
= y(uo,v9) + a dyy(ug, vo) + b Oyy(ug,vo) | :a,b R
2(ug, vo) + a0y z(ug, vo) + b0y 2z(ug, vo)

Introduciamo ora la nozione di prodotto vettoriale in R3, che &€ un modo per calcolare un vettore
ortogonale a due vettori dati (che non siano paralleli).

Definizione 4.1.8 (Prodotto vettoriale). Indichiamo la base canonica di R® con
1= (Loao)a Jj= (07 1a0), k= (ana 1)
11 prodotto vettoriale U x V € R? di due vettori U = (uy, us,usz),V = (vi,v2,v3) € R3 &
i § ok
UxV=det| |ur us usg (determinante formale di questa matrice)
V1 V2 U3
= i(U2U3 — U3’U2) — j(ul’l}3 — U3U1) + k(ulvg - u2U1)
= (ugv3 — uzv2, —U1V3 + U3V, UIV2 — U2V1).

Proposizione 4.1.9 (Proprieta del prodotto vettoriale). Siano U,V,W € R? e a,b € R. Allora
abbiamo

1) (aU +bV) x W =aU x W + bV x W;
2) UxV==-VxU;
3) U V2 + U - V)2 = [[UI*[V]?;

4) U-(V x W) =det ([U|V|W]), ovvero tale prodotto é uguale al determinante della matrice avente
U, V,W come colonne (o, equivalentemente, righe) in tale ordine.

Dimostrazione.  Le dimostrazioni di (1), (2) e (4) seguono direttamente dalla definizione di
prodotto vettoriale e dalla formula del determinante di una matrice quadrata 3 x 3 (punto (4) della
Proposizione 1.1.14). Dimostriamo 1’equazione (3): notiamo che

3 3
21U x V||? = Z (uivj — ujv;)? = Z (ufv? + u?vf — 2uu;v;0;)
1,j=1 ,j=1

() (5) 2 (S (S

j= i=1

=2 (U IvI* - (U -V)?).
|
Corollario 4.1.10 (Interpretazione geometrica del prodotto vettoriale). Siano U,V € R3.
Allora abbiamo

1) |U x V|| = U]l |V] sin(«), dove « € [0, 7] € l’angolo piti piccolo tra i vettori U e V nel piano
da essi generato;

2) se U eV sono linearmente dipendenti, ovvero esistono a,b € R tali che aU 4+ bV =0 (in altri
termini, se U e V' sono paralleli oppure uno dei due vettori é nullo), allora U x V = 0;

3)U-(UxV)=V-(UxV) =0, ovvero il vettore U x V ¢ ortogonale allo spazio vettoriale
span{U,V'}, generato da U e V;

4) il vettore U x V' ¢ diretto in modo che “dalla sua cima” si vede l'angolo o procedere da U verso
V in senso antiorario.
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Dimostrazione. Sappiamo che U -V = ||[U||||V| cos(e), e dunque, per il punto (2) della
Proposizione 4.1.9, otteniamo

I = V2= U VIP = IUI* V] cos* (@) = U [VI*(1 — cos®(a)) = [[U]* V]| sin* (),

e questo dimostra il punto (1), dato che sin(a) > 0. Chiaramente, se U = 0 o V = 0, allora
UxV =0. Se poi U e V sono paralleli, allora @« = 0 0 a = 7, e quindi sin(a) = 0, e questo
implica il punto (2). Il punto (3) segue in automatico dal punto (4) della Proposizione 4.1.9 e dalle
proprieta del determinante. Omettiamo invece la dimostrazione del punto (4). O

Osservazione 4.1.11. Particolarmente importante ¢ il fatto che U x V sia perpendicolare a
span{U, V'}, perché cid permette di determinare la direzione perpendicolare alla superficie S in un
suo punto Py, ovvero, perpendicolare al suo piano tangente in Fj.

Definizione 4.1.12 (Campo vettoriale unitario normale a una superficie parametrizza-
ta). Sia S = ®(A) una superficie parametrizzata da una funzione ® : A — R3. 11 vettore unitario
normale a S in un punto Py = ®(ug, vg), per qualche (ug,vg) € A, &

ns(Py) = 0u®(uo, vo) X 9y ®(ug, vo)
S 10, (uo, v0) X Bu®(ug, vo)||

Al variare di Py su S, ng(Pp) definisce un campo vettoriale ng : S — R3, che & chiamato il campo
vettoriale unitario normale a S associato alla parametrizzazione P.

Un vettore normale a S in Py ¢ un vettore non nullo W € span{ng(P)}, cio¢ avente la forma
W = Ang(Py) per qualche A € R, A # 0.

Proposizione 4.1.13 (Proprieta del campo vettoriale unitario normale a una superficie
parametrizzata). Sia S = ®(A) una superficie parametrizzata in R3. Allora

1. il campo vettoriale unitario ng normale a S associato alla parametrizzazione ® soddisfa

ng € C(S;R?) e |ng(P)|| =1 per ogni P € S;

2. esistono solo due campi vettoriali unitari normali a S: se ng é associato alla parametrizza-
zione & : A — R3, allora Ualtro ¢ —ng, ed & associato alla parametrizzazione

U(u,v) = ®(v,u), per (u,v) € A" = {(u,v) € R?*: (v,u) € A};

3. tutti e soli i vettori normali a S in Py sono perpendicolari al spazio vettoriale tangente a S
i Py, ovvero,

W e TPOS <~ ns(Po) -W =0.

Dimostrazione. Dato che la parametrizzazione ® ¢ differenziabile con continuita, allora i campi
vettoriali 9, ®(u, v) e 9, P (u, v) sono funzioni continue, e lo stesso vale per il loro prodotto vettoriale.
Inoltre, tali vettori sono linearmente indipendenti per ogni (u,v) (perché J®(u,v) ha rango 2),
e dunque 9, P(u,v) X 9,P(u,v) # 0 per ogni (u,v). Dunque, ¢ chiaro che ng & continuo, e, per
definizione, & anche unitario, ovvero ha norma uguale a 1. I punti (2) e (3) seguono dalla definizione
di prodotto vettoriale e dal punto (1) della Proposizione 4.1.9: infatti, se indichiamo con 9;® e 9,
le derivate parziali rispetto alla prima e alla seconda coordinata, rispettivamente, allora abbiamo

OV (u,v) X 0, ¥ (u,v) = 0a®(v,u) x HP(v,u) =—01P(v,u) x BP(v,u) =—ng(®(v,u)).
|
Esempio 4.1.14. Semplici considerazioni geometriche permettono di dedurre che la sfera unitaria

centrata nell’origine ammette i due seguenti campi vettoriali unitari normali continui: per ogni
(z,y,z) € B1(0), abbiamo

x —T
NoB,(0) (xv Y, Z) =1Y € —MNyB,(0) (l’, Y, Z) =1Y]>
z —z
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ovvero, sono i vettori che partono da un punto della sfera 9B;(0) e puntano verso 'esterno o
I'interno della palla B(0), rispettivamente.

Verifichiamo questo fatto prendendo in analisi le varie parametrizzazioni gia viste, e mostrando
che in tutti i casi la normale trovata puo essere estesa con continuita di modo da coprire tutta la
sfera. Iniziamo con le coordinate sferiche:

cos(0) sin(yp) ‘
(0, p) = | sin(@)sin(p) |, ®:(0,27) x (0,7) — R3,
cos(p)
per cui abbiamo
—sin(6) sin(y) cos(0) cos(p)
P09 = | conOin(e) | o 0,8(0,6) = |sn@)ents) |,
0 —sin(p

e il loro prodotto vettoriale ¢ dato da

— cos(#) sin?(y) — cos(#) sin?(y)
00 (0, ) x 0,2(0, ) = — sin(#) sin®(¢) = | —sin(f)sin*(y) |,
—sin®(#) sin(¢) cos(p) — cos?(0) sin(ip) cos(p) i
la cui norma e
106D(0, ) x 0,86, )| = /cos2(6) sin’ () + sin?(6) sin () + sin? (i) cos? () = sin ().

Quindi il vettore unitario normale alla sfera 9B1(0) & dato da

— 0) sin?(y)
(0, 0) x 0,80, 0) 1 (o),
ngp, (0)(P(0,¢)) = L = — —sin (@) sin“ (¢
om0 = [5,9(6,0) x 0,80,21 500 |\ et
—cos(0) sin(yp)
—sin(0) sin(p) | = —2(6, ),
—cos(yp)
-z
che ¢ ben definito e continuo su tutto [0,27] x [0, 7] ed & proprio il vettore | —y | in coordinate
—z

sferiche.
Consideriamo poi la parametrizzazione della sfera come una superficie di rotazione:

V1 = 22 cos(h)
0,2) = (msinw)) , ®:(0,27) x (—1,1) = R3,

z
con
—v/1 = 22sin(h) — = cos(0)
0p®(0,2) = [ V1 — 22cos(0) e 0,9(0,2) = — = sin(9) | ,
0 1

e il loro prodotto vettoriale & dato da

V1 — 22 cos(6)
= | V1—-22sin(9) |,

zsin?(0) + z cos?(6) z

( V1 — 22 cos(f) )
9p®(0,2) x 0,9(0,2) = V1 — 22sin(0)
2

la cui norma ¢

|09® (0, 2) x 0,®(0, 2)| = \/(1 — 22)cos?(f) + (1 — 22)sin?(0) + 22 = 1.

Quindi il vettore unitario normale alla sfera 9B (0) ¢ dato da

00®(0,2) x 0.9(0,2) (WCOS@) =®(0,z)

nop, 0)(®(0,2)) = 10000, 2) x 0.9(0,2)] V1 —2%sin(0)

z
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che ¢ ben definito e continuo su tutto [0,27] x [—1,1] ed & proprio | y | rispetto al sistema di

coordinate di rotazione rispetto all’asse z.
Infine, prendiamo la parametrizzazione della mezza sfera 9. B1(0) = 9B1(0) N {z > 0} come
grafico cartesiano:
x

O, (z,y) = y , L AR
V1—22—9y?

dove A = {(z,y) € R? : 22 + y* < 1}. Ricordiamo che

1
0

T e 8ycb+(x7y) = Yy

V1—22—y? V1—2x2—y?

e il loro prodotto vettoriale & dato da

aI(I)Jr(xay) =

x
V1= 22—y
Yy
V1—22— 92

8xq)+(xvy) X ay(I)Jr(xay) =

1
la cui norma ¢
x2 Y2 w2 +y?+1—a?—y? 1
|| T +(1‘,y) Y +('T7y)|| \/1_x2_y2+1_m2_y2+ \/ 1—$2—y2 m

Quindi il vettore unitario normale ¢ dato da
x
V1—a2?2—y? u
no, go)(@p(z,y) =V1-a2—y?| __ Y | = y = (z,y),
V1—a?—y? Ny
1 -y

che & ben definito e continuo su tutto A = {(z,y) € R? : 22 + y? < 1}. Inoltre, dato che sulla
mezza sfera superiore abbiamo z = /1 — 2 — g2, ci0 significa che

xT

n8+Bl(O)(x7y7 Z) =19 per ogni ('Ta Y, Z) € 8+Bl(0)
z

Sulla mezza sfera inferiore d_B;(0) abbiamo il vettore unitario normale opposto, visto che, con
calcoli analoghi, otteniamo

X
O_(r,y) = y ., DA R3
—/1T—22 =42
1 0
0. (2,y) = 0 e 9,8 (x,y) = ! ,

. Yy
1— 22— 92 1— 22 —92

—XT —X
no_B,0) (- (7,y)) = -y =-2_(z,y)=|-v|.

V1—22—y? —z
dato che z = —y/1 — 22 — y2 su 9_B1(0).
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La scelta di un campo vettoriale unitario continuo n normale a una superficie parametrizzabile
S corrisponde alla scelta di una orientazione per S, ovvero di un modo per stabilire quali siano le
b
facce “interna” ed “esterna” di S. Piu precisamente, diamo la seguente definizione.
b

Definizione 4.1.15. Una superficie S si dice orientabile se esiste un campo vettoriale unitario n
normale a S che sia continuo su tutta S. Una superficie orientabile si dice orientata se € stato
scelto un campo vettoriale continuo n, che definisce quindi ’orientazione positiva (mentre quella
data da —n ¢ Vorientazione negativa). In tal caso, la faccia dalla quale “esce” il campo vettoriale n
che definisce 'orientazione € detta faccia positiva, mentre altra e detta faccia negativa. Scriviamo
(S,n) per indicare la superficie orientabile S su cui sia stata scelta lorientazione data dal campo
vettoriale unitario n, e quindi la coppia (S,n) si chiama superficie orientata.

Osservazione 4.1.16. Se un tale campo vettoriale continuo n esiste, allora il campo opposto —n
determina una seconda orientazione di S: grazie alla Proposizione 4.1.13, queste sono le uniche
due possibilita, non possono esistere altre orientazioni. Intuitivamente, S ¢ orientabile se ha due
facce (o lati), quella dalla quale “esce” n e quella dalla quale “esce” —n.

Figura 4.4: 1l nastro di Mdbius: notare come la striscia esterna (in rosso) diventa interna dopo un
giro, e viceversa la striscia esterna (in blu) diventa interna.

Osservazione 4.1.17. Esistono superfici in R3 che non sono orientabili, ovvero, per le quali non
esiste un campo vettoriale unitario normale che sia continuo. La piu semplice e famosa tra esse &
il nastro di Mébius, che puo essere parametrizzato come

%
®(u,v) = | (1+ 5 cos (%
(



per u € (0,27) e v € (—1,1). ® puod essere chiaramente estesa a tutto R x [—1, 1], se non ci si
preoccupa di perdere l'iniettivita, di modo da poter tener conto della possibilita di raggiungere un
punto dopo aver compiuto un giro completo in 6. Allora, se calcoliamo il campo vettoriale unitario
n normale al nastro di Mobius usando la sua definizione, notiamo che

D(u,0) = d(u+ 2m,0) e n(P(w,0)) = —n(P(u+ 27,0)) per ogni u € [0, 27),

ovvero che dopo un giro del nastro di Mo6bius lungo la circonferenza unitaria nel piano {z = 0}
l'orientazione del vettore normale & ribaltata. Di conseguenza, non vi si pud definire un campo
vettoriale unitario normale che sia continuo su tutto il nastro.

Come ¢ stato fatto per la lunghezza delle curve, analizziamo adesso gli strumenti per il calcolo
dell’area delle superfici parametrizzate e per la definizione degli integrali di funzioni continue su
tali superfici.

Definizione 4.1.18 (Elemento d’area e integrale di superficie). Sia S C R? una superficie
parametrizzabile in R3 e sia, ® : 4 — R3? una sua parametrizzazione. L’elemento d’area do su S in
P = &(u,v) & lespressione:

do(P) = ||0u®(u, v) x 0, (u,v)|| dudv.

Se f:S — R & continua, allora

//Sfd“ = //Af@(uvv))Hau@(uyv) x 0y ®(u, v)|| du dv

¢ Uintegrale di f sulla superficie S (o integrale di superficie di f su S). In particolare, l’area della
superficie S e data da

Area(S) = //A |0u® (1, v) x Oy ®(u,v)| dudo.

Osservazione 4.1.19. L’integrale di superficie & indipendente dalla scelta della parametrizzazione
e dell’orientamento di S, e quindi & veramente ben definito solo in base alla superficie stessa.

Inoltre, la motivazione per questa definizione ¢ legata alla seguente approssimazione per ’area
di un piceolo quadrangolo sulla superficie S. Nello specifico, siano (ug,vo) € A e hy, hy > 0 tali che
[uwo, up+h1] X [vg, vo+he] C A. Allora, se hy, ha sono sufficientemente piccoli, ’area del quadrangolo
D ([ug, uo+h1] X [vo, vo + ha]) & approssimativamente uguale a quella del parallelogramma nel piano
tangente gy, 0,5 1 cui lati sono i vettori 0, ®(uo, vo) h1 e 0, P(ug, vo) ha che partono da ®(ug,vo)
eidue lati ad essi paralleli. Se « € [0, 7] & ’angolo pit piccolo fra i vettori 9, P (uo, vo) € Oy P (uo, vo),
I’area di questo parallelogramma e data da

||8u<I>(u0,vo)h1|| H&,@(uo,vo)hgﬂ Sin(a) = ||8u<I>(uo,v0) X 8UCD(UO,U0)|| hl hg,

grazie alle proprieta del prodotto scalare. Ragionando euristicamente, questo € 1’elemento d’area
di S, se poniamo h; = du e hy = dv.

Mostriamo il calcolo dell’elemento d’area nel caso concreto di una sfera di raggio r (centrata
nell’origine, senza perdita di generalita).

Esempio 4.1.20. Siano 7 > 0 e dB,.(0) = {(z,y,2) € R®: 22 + y? + 22 = r?}. Parametrizziamo
questa sfera usando le coordinate sferiche:

r cos(6) sin(ip)
®(0,p) = | rsin(@)sin(p) |, ®:(0,27) x (0,7) — R,
r cos(p)
per cui abbiamo
—rsin(f) sin(y) 7 cos(f) cos(p)
0@ (0, ) = | rcos(f)sin(yp) e 0,®(0,p) = | rsin() cos(p) | ,
0 —rsin(y)
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—r cos(9)51n2(<p)
0p®(0, ) x 0,®(0,p) = | —r?sin(0) sin?(p)

—7r2 sin(¢p) cos(yp)

e quindi otteniamo

[09®@(8, ) x 0,P(0, )| = r* \/cosz(ﬁ) sin? (¢) + sin?(0) sin (@) + sin’ () cos2(¢) = r? sin(y).

Quindi
do(®(0, ¢)) = r*sin(p) df dp,

da cui segue che?

27 T
Area(dB,( / / r? sin(p) df de = 2mr? (/ sin(ep) dcp) = 472,
o Jo

Mostriamo anche un esempio di calcolo di integrale di superficie sulla sfera di raggio r. Sia
f(z,y,z) = |z|. Per definizione, abbiamo

/ fdo= /7r ' f (rcos(0) sin(y), rsin(0) sin(y), r cos(¢)) r* sin(yp) df dy
8B,.(0)
2m
/ / 7| cos(p)| sin(y) df dp = 27r® / | cos(¢p)] sin(p) dep

= 2773 / 2sin(p) cos(p) dp = 2713 / sin(2¢) dp
0 0

$(20)] 2 11
= 271'7"3 |:—COS(2 90):| = 271'7"3 <2 =+ 2) = 2777"3.
0

Definizione 4.1.21 (Flusso di un campo attraverso una superficie orientata). Sia S C R?
una superficie parametrizzabile in R3 e sia ng : § — R3 un campo vettoriale unitario normale a S
(ciog, la scelta di un orientamento per S). Sia F € C(S;R?) un campo vettoriale. 1l flusso di F
attraverso (S,n) € l'integrale di superficie

/ F -ngdo.
s

Se ® & una parametrizzazione di S compatibile con ng, allora vale la seguente formula esplicita
per calcolare il flusso:

0uP(u,v) X 0, P (u,v)
// F.-ngdo = // (u,v) T0ud(i,0) X By (1w, ol |0, @ (u, v) x Oy ®(u,v)|| dudv

// ) (0u®(u,v) X 0y®(u,v)) dudv.

Osservazione 4.1.22. Discutiamo l'interpretazione fisica del flusso di un campo attraverso una
superficie orientata: se F' e il campo della velocita di un fluido e S ¢ una superficie attraverso
la quale passa il fluido, allora il valore assoluto del flusso ¢ il volume di fluido che attraversa S
in un’unita di tempo, dato che & 'integrale di superficie del volume elementare di fluido che pas-
sa attraverso I’elemento d’area do. Infatti, ragionando in maniera intuitiva, si pu¢ pensare che
I’elemento d’area do sia riferito a una porzione “infinitesima” di superficie, che ¢ approssimativa-
mente piatta, e quindi il volume di fluido che passa attraverso tale porzione di superficie ¢ dato
dal prodotto fra I’area della base, do, e l'altezza, che ¢ F - ng, ovvero || F||| cos(a)|, dove « € [0, ]
& l’angolo minimo fra F' e ng. Il flusso ha poi un segno, legato al fatto che il volume di fluido sia
entrante o uscente dalla superficie, ovvero che la velocita punti dentro alla superficie o fuori da
essa, rispetto all’orientazione scelta.

2A rigore, non sarebbe proprio l'area di tutta la superficie della sfera, visto che questa parametrizzazione non
copre la semicirconferenza

C{y:O,wZO},'r‘ ={(z,y,2) € R? : 22 + 22 = 7'21 x>0,y =0}

Tuttavia, & intuitivamente ovvio che questa circonferenza ha area nulla, essendo un insieme di dimensione 1, e quindi
Area(9Br(0) \ Ciy—o, +>0},r) = Area(dBr(0)).
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Vediamo un esempio di flusso attraverso la superficie della sfera 0B,.(0) per qualche r > 0
fissato.

Esempio 4.1.23. Siano 7 > 0 e 9B,.(0) = {(z,y,2) € R? : 2% + y* + 2% = r?}. Parametrizziamo
questa sfera usando le coordinate sferiche:

r cos(6) sin(p)
®(0,p) = | rsin(@)sin(p) |, ®:(0,27) x (0,7) — R3.
r cos(y)
Come abbiamo visto in precedenza, abbiamo
—r2 cos(6) sin’ (i)
0p®(0,0) x 0,@(0, ) = | —r?sin(h)sin?(p) |,

—r2sin(ip) cos(y)

che corrisponde all’orientazione data dal vettore unitario normale che punta dentro la palla B,.(0).
Sia F(x,y,z) = (0,0, z). Allora abbiamo

* g2 —r2 cos(#) sin?(p)
// F-ngp, o) do = / / (0,0,7cos(p)) - | —r?sin(6)sin®(p) | dfdy
9B,.(0) 0o Jo

™ 27
= /0 /0 (1 cos(p)) (—r? sin(y) cos(p)) df dyp

" cos ()" 4
= —27rr3/ sin(p) cos®(p) dp = —2mr3 {_W] = ——7rd.
0 0

In maniera intuitiva possiamo notare una differenza fondamentale fra superfici come la sfera da
una parte e altre superfici come il cono o la semisfera dall’altra: sulla sfera ci si pud muovere in ogni
direzione senza mai “uscire” dalla superficie, mentre sulla semisfera ci sono delle direzioni lungo
le quali prima o poi si “uscira”, ovvero si raggiungera una sorta di bordo della superficie. Percio
le superfici orientate vengono generalmente divise fra quelle chiuse (dalle quali non ¢ possibile
“uscire”) e quelle con bordo: diamo qua sotto una definizione rigorosa.

Allo scopo, dobbiamo prima definire una tipologia di curve che saranno fondamentali da questo
punto in avanti.

Definizione 4.1.24. Siano a,b € R,a < b, E CR" e v € C([a,b]; E) una curva. Diciamo che v
¢ una curva semplice e chiusa se ¢ iniettiva su [a,b) e 'y(a) = 7(b); ovvero se y(t) # v(s) per ogni

t,s € [a,b) cont#s,ey(a)=(b).

In altre parole, una curva semplice e chiusa non si autointerseca, se non nel punto di partenza
e nel punto di arrivo.

Definizione 4.1.25 (Superfici con bordo). Sia A C R? un aperto limitato connesso per archi.
Siano v; € C{.([a;,b;]; R?) per j € {1,...,k} delle curve semplici e chiuse tali che

OA =y ([ar,b1]) U ... Ui([ak, br]),

che non si sovrappongono se non sugli estremi, ovvero

7il(ai, bi)) N y;((aj,b5)) = 0 per ogni i # j,

e parametrizzate in modo da avere A sulla sinistra rispetto al senso di percorrenza. Scriviamo
0A =71 + -+ + v quando vogliamo intendere 0A come una curva.

Siano U C R? un aperto tale che U D AUJA = A, e ® € C*(U;R?) una funzione tale
che ® : A — R? & una superficie parametrizzata. Poniamo I'; := ® o v; : [aj,b;] — R? per
j € {1,...,k}. Assumiamo che le curve I'; possano essere riparametrizzate in modo da essere
curve semplici e chiuse.

Allora, S = ®(A) ¢ una superficie il cui bordo & 95 := ®(DA), ed & composto dall’unione delle

tracce delle curve I';, ovvero
0S =T1([a1,b1]) U... Uk ([ak, br]),

e scriviamo 9S =T'y + ...y quando vogliamo intendere 95 come una curva.
L’unione S U 3S & una superficie con bordo. Se poi (S,n) ¢ una superficie orientata, allora
(SUOS,n) & una superficie orientata con bordo.
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Osservazione 4.1.26. Osserviamo che il concetto di bordo differisce sostanzialmente per insiemi e
superfici. Infatti, se vediamo una superficie come un sottoinsieme di R?, allora ha sempre un bordo
topologico non vuoto, che coincide con la sua chiusura topologica. Per questo una superficie non
viene vista come un semplice sottoinsieme di R?, ma come l'immagine di un’opportuna funzione
differenziabile. E infatti, il bordo di una superficie ¢ I'immagine in R? del bordo dell’insieme dei
parametri in R?.

Osservazione 4.1.27. Osserviamo che le curve I'; nella definizione di bordo di una superficie
appartengono a C{,([a;j,b;];R?), grazie a una variante del teorema di composizione di funzioni
vettoriali differenziabili (Teorema 1.3.29).

Osservazione 4.1.28. Possiamo riformulare la precedente definizione per stabilire ’orientazione
sul bordo 05 indotta da quella di una superficie orientata S: se si osserva dalla parte della faccia
positiva della superficie (quella da cui esce il vettore ng), ciascuna curva I'; & percorsa in modo da
vedere S sulla sinistra rispetto al senso di percorrenza3.

Ovviamente, questa caratterizzazione funziona solo con le superfici orientate (od orientabili) con
bordo: infatti, il nastro di Mobius ha come bordo un’unica curva, rispetto alla quale la superficie
stessa si trova ora a destra ora a sinistra, indipendentemente dal verso di percorrenza scelto per la

curva che descrive il bordo dell’insieme dei parametri.
Vediamo due esempi di superfici orientate con bordo.

Esempio 4.1.29. Sia S = {(z,y, 2) € R3 : 22 +y?+2? = 1, 2 > 0} la semisfera nel semispazio {z >
0}. Parametrizziamo S usando la seguente variante delle coordinate sferiche, con I'orientazione da
essa indotta:

cos(0) sin(yp) S
B0, ) = sin(@)?in)(go) : @:(—§,§>X(O,W)—>R3.
cos(p

Osserviamo che

o((32) < ©m) = ({=g ) x 0r)o({g) x )5 ] < 0) (|5 3] < 1)

essendo che questi sono i quattro segmenti che compongono il bordo di tale rettangolo. Quindi,
per definizione di bordo di una superficie, abbiamo

S =9 (3 ((—g, g) X (0,7‘())) = {(0, —sin(p), cos(p)) : ¢ € [0, 7]}U
P

U {(0,sin(p), cos(¢)) : ¢ € [0, 7]} U {(0,0,1)} U {(0,0,-1)}
={(z,y,2) eER3: 92+ 22 =1, 2 =0},

e lorientazione di questa circonferenza ¢ data da quella della curva che parametrizza il bordo

del rettangolo (—g, g) x (0,7) tale che il rettangolo sia sempre sulla sinistra rispetto al verso di
percorrenza. Precisamente, abbiamo

dove
(=2 +7t,0) set€[0,1]
(Z,7(t— 1)) setell,2] 2
v(t) = (W(B—t)—%,ﬂ) self€[2,3]7’y 0,4 =&
(3, 4]

(-2, 7(4—1)) sete[3,4

311 bordo cosi orientato viene talvolta indicato con 81S.
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Dunque, 95 ¢ la traccia della curva

(0,0,1) se t € [0,1]
0,sin(m(t — 1)), cos(m(t — 1 setell,?2
L) = 20 (< 0,0, 71) peste =) set e %2,3}
(0, —sin(w(4 —t)), cos(m(4 — ))) se t € [3,4]
(0,0,1) sete0,1]
B 0,sin(w (¢t — 1)), cos(nm(t — 1))) set € [l,2]
(0,0,—-1) set€(2,3]
(O,sin(w(t —9)), cos(m(t — 2))) set € [3,4]

Quindi, a meno di una riparametrizzazione, vediamo che 95 ¢ la circonferenza nel piano {x = 0}
percorsa in senso antiorario, se guardata dal semiasse x negativo, ovvero parametrizzata da

I'(7) = (0,sin(7), cos(7)), t € [0,27].

Cio ¢ coerente con l'orientazione indotta dalle coordinate sferiche (si veda I’'Esempio 4.1.14),
rispetto alla quale
—cos(0) sin(yp)
ns(®(0,¢)) = | —sin(0)sin(e) |,
—cos(p)
ovvero la faccia positiva di S ¢ quella interna alla palla B;(0), e percio la circonferenza 05 &
effettivamente percorsa di modo da tenere la faccia positiva di S sulla sinistra.

Esempio 4.1.30. Sia S = {(z,9,2) € R®: 2 = /22 + 42, 1 < 2? +9? < 4} un tronco di cono con
asse di rotazione dato dall’asse z. Parametrizziamo S tramite la parametrizzazione cartesiana:

x
O(x,y) = Y Jzy) € A={(z,y) eR?: 1 < 2? +4% < 4}.
Vaz+y?
Quindi, per definizione, abbiamo

98 =@ (0A) = {(z,y,2) eR*:a® +9° = 1, 2 = 1} U {(w,y,2) € R* : 2® + y* = 4, 2 = 2},

e la prima circonferenza ¢ percorsa in senso orario, mentre la seconda in senso antiorario, di modo
da tenere A sempre sulla sinistra. Infatti, abbiamo

9A =7([0, 27]) U2([0, 2]),
dove
~v1(t) = (sin(t), cos(t)) e 72(t) = (2cos(t), 2sin(t)).
Dunque, 95 & I'unione delle tracce delle curve

T1(t) = ®(71(t)) = (sin(t),cos(t),1) e Ty(t) = (2cos(t),2sin(t),2).

Cio e coerente con l'orientazione indotta dalle coordinate cartesiane: infatti, abbiamo

1 0
. 0 . 1
0:P(z,y) = T e 0,0(z,y) = y ,
/x2 + y2 /x2 + y2
di modo che "

Nezre
Yy
1
che e un vettore che punta verso ’alto nella direzione z, visto che la sua terza componente & positiva.
Di conseguenza, la faccia positiva di S € quella che guarda “verso ’alto”, ovvero all’interno del

cono {(r,y,z) € R®: 2z > /a2 + y2}. Percio, le circonferenze I'; e T'y sono effettivamente percorse
di modo da tenere la faccia positiva di S sulla sinistra.

amq)(xay) X ayq)(xay) = —
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4.2 1l teorema di Stokes

Richiamiamo la definizione di rotore per campi in R>.

Definizione 4.2.1. Siano  C R? un aperto e F' € C1(;R3). Poniamo F = (Fy, Fy, F3). 1l
rotore di F &
V X F:=rotF = (ang — 82F‘27 —8mF3 + 8ZF1,8IF2 — 8UF1)

Teorema 4.2.2 (Teorema di Stokes, o del rotore). Siano (SUAS,n) una superficie orientata con
bordo, Q@ C R3 un aperto tale che SUDS C Q e F € CY(;R3). Allora, se poniamo w = (z,y, z) €

R3, abbiamo
/ (V x F)-ndo = / Fw) - dw, (4.2.1)
s OS=T'14+T%
ovvero, il lavoro di F lungo 0S =11 + -+ 'y é pari al flusso del rotore di F' attraverso S.

Il membro a destra dell’equazione nel teorema di Stokes, ovvero, il lavoro di F' lungo la curva
chiusa data da 05, e detto circuitazione di F' lungo il bordo di S. Quindi, il teorema di Stokes
afferma che il flusso del rotore di un campo attraverso una superficie con bordo & uguale alla
circuitazione del campo lungo il bordo della superficie.

Osservazione 4.2.3. Utilizzando le definizioni (e il Teorema 1.3.29) rendiamo esplicite (e quindi
calcolabili i casi specifici) tutte le espressioni presenti nel Teorema di Stokes:

/S (VX F) -ndo= //A(V X F)(®(u,v)) - (0, P(u,v) x 8,P(u,v)) dudv,

k b; )
/as_m...m Flu)-dw =2 / AR YICE

-y / F(® 07,) (1) - [T(; (1)) ()]t

C g (Fi(@o)0\ ([ [004(0) 250 fac
=S [ E@on® | - | [ouwti®) )| (X0 ) ar
j=1/aa Fy(@oy,)(t))  \[0uz(,(8) Dozl (1)) (“))

Osservazione 4.2.4. Notiamo che il teorema di Stokes diventa banale nel caso di campi esatti:
infatti, se F' = V¢ per qualche ¢ € C?(Q2), allora V x F = 0 e il lavoro di F lungo qualunque
curva chiusa ¢ nullo, di modo che (4.2.1) si riduce a 0 = 0. Per contro, nel caso di campi chiusi,
il teorema di Stokes fornisce una nuova informazione: dato che V x F' = 0, se F' ¢ chiuso, allora

deduciamo che
/ F(w)-dw=0
as

per ogni bordo 95 di una superficie orientata con bordo (S U 9SS, n).
Verifichiamo il teorema di Stokes con un esempio non banale.

Esempio 4.2.5. Sia S = {(2,9,2) € R® : 22 + y? + 22 = 1, > 0} la semisfera nel semispazio
{z > 0}, e consideriamo la superficie con bordo (S U S,n) parametrizzata tramite le coordinate
sferiche e orientata di modo che la faccia interna alla palla B;(0) sia la faccia positiva, come
nell’Esempio 4.1.29. Quindi, do = sin(p) df dy,

— cos(f) sin(y) o
(@09 = | ~sin@)sin(e) | per (0.0) € (-5:3) x ©O.m,
—cos(yp

e 05 ¢ la circonferenza nel piano {x = 0} percorsa in senso orario, ovvero parametrizzata da

I'(t) = (0,sin(t), cos(t)), t € [0, 27].
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Sia F(z,y,2) = (z,—2,y), di modo che V x F(z,y,z) = (2,0,0). Percio, otteniamo

Tz —cos(0) sin(yp)
(VX F)-ndo= (2,0,0) - | —sin(f) sin(y) | sin(yp) df dp
//s /0 /_g — cos()

:/ /2 —2cos(f) sin?(p) d dyp
0 _

i [90 — cos(p) Sin(w)} "

— —2[sin(9)]* = —2m.

[SE]

2 0

D’altro lato, il lavoro di F' lungo I' & dato da
27
/ F(w) - dw = / (0, — cos(t), sin(t)) - (0, cos(t), — sin(t)) dt
r 0
27 27
= / (—cos?(t) — sin®(t)) dt = / (-1)dt = —2m.
0 0

Consideriamo ora un esempio un po’ piu complicato, che riguarda 'aggirare una limitazione
apparente nel teorema di Stokes.

Esempio 4.2.6. Siano r,h > 0 e Cil,, = {(z,y,2) € R® : 22 +y> = r%, z € (0,h)}, che & un
cilindro di raggio di base r e altezza h, con asse di rotazione dato dall’asse z, e circonferenza di
base nel piano zy. Osserviamo che la parametrizzazione naturale & quella di rotazione data da

r cos(6)
®(0,z)= | rsin(d) |, (0,2) € A= (0,27m) x (0, h).
z
Non ¢ difficile vedere che
—rsin(6) 0 rcos(6)
0p®(0,2) = | rcos(0) |, 0,9(0,2)= 0| e 9pP(0,2) x 0,P(0,z) = | rsin(d) |,
0 1 0
di modo che
cos(0)
100®(0, 2) x 0.9(0,2)|| =r e ncq,, (®(0,2)) = | sin(0)
0

Osserviamo inoltre che 'elemento d’area ¢ dato da
do = [|0g®(0, z) x 0,9(0,2)||df dz = rdbdz,

di modo che I’area del cilindro ¢

h 2w
Area(Cil, ) = / / rdfdz = 2nrh.
o Jo

Intuitivamente, il cilindro ¢ una superficie con bordo, e tale bordo ¢ dato dalle due circonferenze
“in fondo” e “in cima”, ovvero

Cr={(z,y,2) ER®: 2?2 + > =72 2=0} e Co={(x,y,2) ER3: 2% +y* =12 2 =h}.

Tuttavia, vediamo che la Definizione 4.1.25 non si applica in questo caso, dato che abbiamo

9A = ({0} X [o,h]) u ({27r} % [0, h]) u <[0,27r] X {0}) u ([0,27r] x {h})

e quindi
®(0A) = {(z,y,2) ER®*:x =7, y =0, z€[0,h]} UC, U Cy,

che non puo essere la traccia di una o piu curve semplici e chiuse, visto che il segmento verticale
in z dovrebbe essere percorso due volte affinché si possa tornare al punto di partenza. Pare quindi
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che non si possa applicare il teorema di Stokes a una superficie tanto semplice come quella del
cilindro.
D’altra parte, se consideriamo una superficie cilindrica “aperta di un angolo £”, ovvero

Cil, p,. := ®(A.), dove A, = (0,27 —¢) x (0,h) per qualche ¢ € (0, 27),
allora vediamo che Cil, 5, . € una superficie con bordo, con
OCily pe = ®(0A:) = {(r,0,2) : 2 € (0, h)} U {(rcos(e), —rsin(e), z) : z € (0, h)}U
U {(rcos(t), r cos(t),0) : t € [0,2m — e]} U {(rcos(t), rcos(t),h) : t € [0, 27 — €]},

che e 'unione di due segmenti verticali in z e di due archi di circonferenza ai livelli z =0 e z = h.
Questa ¢ la traccia della curva (semplice e chiusa) I'; = ® o 7., dove

((2m —€)t,0) se t € [0,1]

[0,
2 —e,h(t—1 sete|l,2 5
7elt) = E(zw - 5)(( t){)h) se t € {2, 3} 2704 = R
(0,h(4—1)) set € [3,4]
di modo che
(reos((2m — e)t), rsin((27 — €)t),0) se t €10,1]
rL(t) = (rcos(g), —rsin(e), h(t — 1)) setell,2] .
(recos((2m —e)(3—1)),rsin((2mr —e)(3—1)),h) set€[2,3]
(r,0,h(4 —1)) se t € [3,4]

Notiamo che I'. & percorsa nel senso corretto. Infatti, la normale indotta dalla parametrizzazione
® (che ovviamente ¢ la stessa anche per questa superficie cilindrica) punta verso l'esterno del
cilindro solido, dunque la faccia positiva € quella esterna, e I'. & effettivamente percorsa di modo
da tenerla sulla sinistra. Per questa ragione, ’arco di circonferenza per z = 0 & percorso in senso
antiorario, mentre quello per z = h in senso orario. Quindi, possiamo applicare il teorema di Stokes
alla superficie orientata (Cilnh,e U(?Cilr,h,g,ncﬂm): per ogni F € C*(;R3), con Q D Cil,.p, D
Cil, p U 0Cil, , . abbiamo

/ (VX F)-nca,, do = / F(w) - dw.
Cil,

OCily p,e=Ic

A questo punto, I'idea & di calcolare il limite per ¢ — 07. Omettiamo i dettagli tecnici, ma &
intuitivamente chiaro che “Cil,. 5 . — Cil,. 3", di modo che a sinistra nell’equazione otteniamo tutta
la superficie cilindrica. Per quanto riguarda il lavoro, osserviamo che

(r cos(2mt), rsin(27t), 0) se t € 0,1]
) ~ J(r,0,h(t=1)) sete([1,2]
ST =0 cos@n(3 — 1), rsin(2r (3 — ). h) sete (2.3 L)
(r,0,h(4 —1)) se t € [3,4]

e possiamo vedere I" come la somma 1 + ¢1 + v + £2, dove
v1(1) = (r cos(1),rsin(7),0), 7 € [0, 27],
(1) = (r,0,7), 7 €[0,h],
v2(7) = (rcos(t), —rsin(r), h), T € [0, 27],
ly(T) = (r,0,h—7), 7 €1[0,h],
di modo che 7; & la circonferenza per z = 0 percorsa in senso antiorario, 2 quella per z = h

percorsa in senso orario, mentre ¢1 e {3 sono entrambe il segmento verticale in z € [0, k], percorso
nei due sensi opposti. Dunque, per le proprieta del lavoro (Proposizione 3.1.6) abbiamo

/FF(w)~dw:/%F(w)~dw—|—/elF(w)-dw+A2F(w)-dw+AzF(w)-dw

:/%F(w)~dw+/e1F(w)-dw+L2F(w)-dw—/élF(w)~dw
= F(w)~dw+/2F(w)-dw.

Y1
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In conclusione, possiamo porre OCil,, = 1 + 72 (con un piccolo abuso di notazione), e cosi
otteniamo
/ (Vx F)-nci,, doz/ F(w) - dw.
Cil,p ACiL,. =714z
Come abbiamo notato in precedenza, il rotore puod essere anche definito per un campo in
dimensione 2, tramite un’opportuna estensione in dimensione 3. Cid permette di riformulare il
teorema di Stokes per n = 2.

Corollario 4.2.7 (Teorema di Green). Sia D C R? un aperto limitato connesso per archi.
Siano v; € CL([a;,b;];R?) per j € {1,...,k} delle curve semplici e chiuse tali che

0D = y1([a1,b1]) U ... U~k([ak, bk]),

con v;((ai, b;)) Ny ((a;,b5)) =0 per ogni i # j, e parametrizzate in modo da avere D sulla sinistra
rispetto al senso di percorrenza. Scriviamo 0D = vy, +- - -+, quando vogliamo intendere 0D come
una curva. Siano Q C R? un aperto tale che DUOD C Q e F € CY(Q;R?), F = (Fy, Fy). Allora,
se poniamo w = (z,y) € R%, abbiamo

// (0:F> — 0y F1) dedy = / F(w) - dw. (4.2.2)
D OD=y14++k

In particolare, se F(x,y) = (—ay, fx) per a, f € R tali che a+ 5 # 0, allora

1 1
Area(D) = F(w) - dw =
B Joprssoion

—aydx + B dy), 4.2.3
el S S 29

e quindi, se a =3 =1, k=1, 0D = «([a,b]) e v(t) = (z(t),y(t)), allora

1

b
Area(D) = % / Flw)-dw = / (—y(t) () + 2(8) §(2)) dt. (4.2.4)

Dimostrazione. Per applicare il teorema di Stokes, vediamo D come la superficie
D = {(u,v,0) € R®: (u,v) € D},

parametrizzata tramite la funzione

IS

D(u,v) =

S
A

:D — D.

o

Vediamo quindi che

i)

1 0
Ou®(u,v) = [ 0], 0,P(u,v) = e 0,P(u,v) x 0,®(u,v) = 10|,
0 1

o

di modo che I'elemento d’area di D & semplicemente do = du dv, mentre la normale a D & il vettore
0
ng = | 0 |. Inoltre, vediamo che D ¢ una superficie orientata con bordo, ovvero 9D = ®(9D), che
1
¢ composto dalle curve I'; = (7.1, 7;.2,0), dove v; = (vj,1,7j,2), per j € {1,...,k}. Consideriamo
poi il campo _
F(mvya Z) = (Fl(xa y)7F2(x7y)7O)a
di modo che B
V x F(l‘,y, Z) = (Oa O,GzFQ(may) - 8yF1($7y))7

e dunque
(Vx F)-np=0.F>— 0,F.
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Quindi, per ottenere (4.2.2), & sufficiente apphcare il teorema di Stokes alla superficie orientata con

bordo (DUAD, ng) e al campo F € CY(Q;R3), dove Q2 = Q x R. Infatti, se poniamo @ = (,, 2),
abbiamo

//D (0 F2 — 0y Fy) dxdy :/5 (V > ﬁ) g do = /85 ﬁ(@) di ZjZ: (:j ﬁ(Fj(t)) )
Zk:/b F(vj(t))W(t)dt:/aD F(w) - dw,

dato che
F(5(1) - T(8) = (Fy (5 (1)), Fa(3; (1), 0) - (351 (£), 5,2(£), 0)
= F1(7;(0)7,1(8) + Fa(v; () 45,2(8) = F (75 (1)) - 4 (2).
Infine, se F(x,y) = (—ay, fz), allora 0,F» — 0, F1 = B + a. Percio, (4.2.3) e (4.2.4) seguono da
(4.2.2). O

Esempio 4.2.8. Mostriamo un’applicazione di (4.2.4).
Se D = B,.(0) C R? per qualche r > 0, di modo che dD ¢& la circonferenza di raggio r centrata
nell’origine percorsa in senso antiorario, allora, ponendo = 8 = 1, otteniamo

1

Area(B,(0) = /i9 (ydo+ady

1

=5 /027r ( — (rsin(t)) (—rsin(t)) + (rcos(t)) (r cos(t))) dt

1 2m
= 5/ r?dt = 7wr?.
0

In maniera analoga, si puod applicare (4.2.4) al calcolo dell’area dell’ellisse

E.p = {(:C,y) € R?: (g)Q—l— (%)2 = 1} per a,b > 0.

Osservazione 4.2.9. Se F' € C'({;R?) & chiuso, allora il teorema di Green (Corollario 4.2.7)

implica
/ F(w)-dw=0
aD

per ogni bordo 0D di un aperto limitato connesso per archi D che soddisfa le ipotesi del Corollario
4.2.7. Questo fatto ¢ di fondamentale importanza nella dimostrazione del teorema di Poincaré-
Volterra globale nel piano, grazie al teorema di Jordan, che afferma che una qualunque curva C*
a tratti, semplice e chiusa delimita una regione del piano (ovvero, divide R? in una parte “dentro
alla curva” e una parte “fuori dalla curva”).

4.3 1l teorema della divergenza

Diamo una definizione generale dell’operatore divergenza, che & definito su ogni campo vettoriale
differenziabile con continuita.

Definizione 4.3.1. Sia U C R" un aperto. Sia F' € C'(U;R") un campo vettoriale e poniamo
F = (F,Fs,...,F,). La divergenza di F &

V- F(z) :=divF(z) := 0y, Fi(x) + 03, Fo(z) + - - + 0, Fr(z Z i(x) per ogniz € U.

In particolare, se n = 2, abbiamo
V . F = 81;1F1 + 8I2F2;
mentre, se n = 3, abbiamo

V . F = 811F1 + 812F2 + 8I3F3
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E utile notare che vale la seguente regola del prodotto per la divergenza, la cui dimostrazione
¢ lasciata per esercizio.

Lemma 4.3.2. Siano U C R"™ un aperto, F € CY(U;R") e g € C1(U). Allora abbiamo
V- (gF)(z) = g(x)V - F(z) + F(x) - Vg(z) per ogni xz € U. (4.3.1)

Enunceremo il teorema della divergenza nei due casi particolari del piano, n = 2, e dello spazio,
n = 3 (se n = 1, il risultato & equivalente al teorema fondamentale del calcolo integrale). Allo
scopo, ci serve introdurre la nozione di aperti limitati con bordo regolare in R™ per n = 2, 3.

Definizione 4.3.3 (Aperto con bordo regolare e normale esterna in R?). Sia Q C R? un
aperto limitato connesso per archi. II bordo 992 di © & regolare a pezzi se esistono delle curve
semplici e chiuse v; € CL([a;,b;]; R?) per j € {1,...,k}, tali che

00 =y ([a1,b1]) U... Uvk([ak, bi])

e che non si sovrappongono se non sugli estremi, ovvero

7i((ai, b)) Nv;((az,b;)) = 0 per ogni i # j.

La normale ng a 09 esterna a € ¢ il campo vettoriale unitario tale che, in ogni punto di
v ((@1,01)) U ... U~g((ax,br)) dove %; & ben definito per qualche j € {1,...,k}, & ortogonale
al vettore tangente 4;, per un opportuno j € {1,...,k}, e che punta verso l'esterno di 2.

Teorema 4.3.4 (Teorema della divergenza in R?, o di Gauss-Green). Sia Q C R? un aperto
limitato conmesso per archi, con bordo OS) regolare a pezzi, e sia ng la normale esterna a Q. Sia
F € CY(U;R?), per un qualche aperto U D QU 0. Allora abbiamo

/ F-ngzds://V-Fdxdy.
o0 Q

Vediamo un’interessante applicazione di questo teorema.

Esempio 4.3.5. Siano r > 0 e Q = B,(0), il cerchio di raggio r centrato nell’origine. Allora
02 = 0B,.(0) & la circonferenza di raggio r centrata nell’origine, che & ovviamente regolare a pezzi,
visto che e parametrizzato da

~(t) = (rcos(t),rsin(t)) pert € [0,2n].

Da un punto di vista geometrico, & chiaro che la normale esterna al cerchio e

1
npB,(0) (l.vy) = ;(.’E, y)v

che infatti soddisfa

ng, ) (y(t)) - ¥(t) = % (rcos(t), rsin(t)) - (—rsin(t), r cos(t)) = 0.

Sia F(x,y) = (x,y), di modo che V- F(z,y) = 2. Allora, per il teorema della divergenza, otteniamo

2 Area(B,(0)) = // V- F(z,y)dxdy :/ F(x,y) -np, ) (z,y)ds
(0) 0B,(0)

2,2
= / Y 4= r Lunghezza (0B, (0)),
oB-(0) T

dato che 22 + y% = r2 su B,(0). E quindi, dato che Lunghezza(0B,.(0)) = 277 (come visto nella

sezione 2.3), ricaviamo di nuovo la formula Area(B,.(0)) = mr2.

Un’altra importante conseguenza del teorema della divergenza & che troviamo la versione delle
formule di integrazione per parti valide nel piano.
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Corollario 4.3.6 (Formule di integrazione per parti in R?). Sia Q C R? un aperto limitato
connesso per archi, con bordo 0S) regolare a pezzi, e sia ng la normale esterna a ). Siano F €
CYU;R?) e g € CL(U), per un qualche aperto U D QU 9. Allora abbiamo

//gV~Fdxdy:/ gF-nst—//F-nga:dy.
Q o0 Q

In particolare, per ogni f,g € C*(U) abbiamo

//a—fgdxdy:/ gfnglds—//f@dxdy,

an a0 ’ Q 3x

//ggdxdy:/ gfngﬁgds—//f@dxdy,
o Oy o0 o Oy

dove ng = (na,1,n0,2).

Dimostrazione. Per dimostrare la prima formula, € sufficiente applicare il teorema della divergenza
al campo gF e la regola di Leibniz (4.3.1). Le formule successive si ottengono scegliendo i campi
F = (f,0)e F=(0,f), rispettivamente. |

Passiamo ora al teorema della divergenza nello spazio R3.

Definizione 4.3.7 (Aperto con bordo regolare e normale esterna in R?). Sia Q C R3 un
aperto limitato connesso per archi. Il bordo 92 di €2 & regolare a pezzi se esistono delle superfici con
bordo S;UdS; = ®;(A;)UP,;(0A;) per j € {1,...,k}, per certe parametrizzazioni ®; € C'(U;; R?)
e aperti U; D A; UOA;, tali che

0N=51U0S1U...US,UOIS,
e che ogni “cucitura” 05; non interseca le “pezze aperte”, ovvero
(0S1U...UdSK,)N(S1U...US,) =0.

La normale ng a 05 esterna a ) € il campo vettoriale unitario normale definito in ogni punto di
S1U...U Sk, e che punta verso l'esterno di €2, ovvero, dato x € S; per qualche j € {1,...,k},
abbiamo ng(x) = ngs, () se ng, punta verso R™ \ , altrimenti ng(z) = —ng, ().

Teorema 4.3.8 (Teorema della divergenza in R?, o di Gauss-Ostrogradsky). Sia  C R?
un aperto limitato connesso per archi, con bordo 02 regolare a pezzi, e sia ng la normale esterna
a Q. Sia F € CY(U;R3), per un qualche aperto U D QU 9. Allora abbiamo

/ F-nQdaz// V- -Fdxdydz,
o0 Q

ovvero, il flusso (uscente) di F attraverso il bordo di Q & uguale all’integrale della divergenza di F
dentro Q.

Vediamo un’applicazione di questo teorema analoga a quella vista in precedenza nel caso n = 2.

Esempio 4.3.9. Siano r > 0 e Q = B,.(0), la palla di raggio r centrata nell’origine. Allora
00 = 0B, (0) ¢ la sfera di raggio r centrata nell’origine, che & una superficie parametrizzata chiusa
(ovvero, senza bordo), e quindi B,(0) ¢ un aperto con bordo regolare (a pezzi), la cui normale
esterna e

1
(z,y,2).

nBT(O)(xa Y, Z) = ;

Sia F(z,y,z) = (z,y, %), di modo che V - F(x,y,z) = 3. Allora, per il teorema della divergenza,
otteniamo

3 Volume(B,.(0)) = /// V- F(z,y,2)dzdydz = // F(z,y,2) -np, ) (x,y, 2) do
Br(0) 0B(0)

2 2 2
_ // m do = T’Area(aBr(O))7
9B,-(0)

r

dato che 22 + 32 + 22 = r? su 9B,.(0). E quindi, dato che Area(0B,.(0)) = 47rr? (si veda 'Esempio
4_.3

4.1.20), ricaviamo di nuovo la formula Volume(B,(0)) = s7r°.
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Analogamente a quanto visto nel piano, un’altra importante conseguenza del teorema della
divergenza ¢ la derivazione della versione delle formule di integrazione per parti nello spazio.

Corollario 4.3.10 (Formule di integrazione per parti in R?). Sia Q C R? un aperto limitato
connesso per archi, con bordo 0 regolare a pezzi, e sia ng la normale esterna a Q. Siano F €
CHU;R?) e g € CL(U), per un qualche aperto U D QU 9. Allora abbiamo

///gV~Fdxdydz:// gF~nQde///F~ngxdydz.
Q o0 Q
In particolare, per ogni f,g € C*(U) abbiamo
///%gdmdydz':// gfnglda—// f@dxdydz
o Oz 89 ’ o Oz
///ggdmdydz:// gfng’gda—// f@dmdydz
o 0y o0 o Oy
///ggdxdydz:// gf’ﬂgygd(f—// f@dxdydz
Q@Z a0 Q 82’

dove ng = (na1,n0,2,70,3)-

Dimostrazione. Per dimostrare la prima formula, € sufficiente applicare il teorema della divergenza
al campo gF e la regola di Leibniz (4.3.1). Le formule successive si ottengono scegliendo i campi
F = (f0,0), F=(0,f0)eF=(0,0,f), rispettivamente. O
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Capitolo 5

Funzioni olomorfe e teorema dei
residui

5.1 Nozioni di base di Analisi Complessa

Iniziamo ricordando la definizione dei numeri complessi e di altri utili concetti ad essi associati.

Consideriamo il piano R? e vi definiamo le seguenti operazioni di somma e prodotto: per ogni
(z1,11), (22,12) € R?

o (z1,1) + (w2,2) := (v1 + 72, Y1 + ¥2),
o (z1,y1) X (w2,92) = (2102 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1)-

11 piano R? con queste operazioni ¢ il piano complesso C, e i suoi elementi sono i numeri complessi.
In particolare, z € C se e solo se esistono x,y € R tali che z & associato al punto (x,y). L’insieme
delle coppie (z,0) si identifica con R, ovvero (x,0) = . Chiamiamo 'elemento i := (0, 1) Uunitd
immaginaria, che soddisfa

i? =(0,1) x (0,1) = (0 - 1,0+ 0) = (=1,0) = —1.
Cio permette di scrivere ogni z € C come
z=(z,y) = (z,0) + (0,y) =z +y(0,1) = = + iy.
In particolare, la parte reale di z & x e la parte immaginaria € y: scriviamo
Re(z) =z e Im(z)=y.

Cio significa che 7 ¢ l'unico numero complesso con parte immaginaria positiva che & soluzione
dell’equazione 22 = —1 (I'altra soluzione & ovviamente —i). Le operazioni di somma e prodotto
ottengono quini una chiara interpretazione algebrica: per ogni 21,20 € C, 21 = 1 +iy; e 20 =
2o + 1y2, abbiamo

21+ 22 = (21 +iy1) + (22 +iy2) = (21 +22) +i(y1 +y2)
e
2120 = (21 +iy1) (T2 + iy2) = 2120 + i1y + iT2y1 + i2y1y2 = (L1220 — y1y2) + i (1Y + T2y1) -
Dato z € C definiamo il modulo di z come

2] := /Re(2)? + Im(2)2 = /a2 + 32,

1Parte di questo capitolo & basata sul libro Introduzione alla Analisi Complessa di Michele Carriero e Simone
Cito.

115



che & la norma euclidea del punto (z,y) € R? (o la sua distanza dall’origine, equivalentemente).
Cio permette di scrivere ogni z € C in forma trigonometrica e in forma esponenziale: dati (p,0) €
[0,400) x R tali che

x = pcos(h)

y = psin(0)
otteniamo _

z = pcos(f) + ipsin() = p(cos(h) + isin(0)) = pe®,
dato che vale 'identita di Euler? .
e’ = cos(0) + isin(8).

1l modulo di z soddisfa |z| = p. Il parametro 0 si dice argomento di z, e, se z # 0, esiste un unico
6 € [0,27) che & argomento di z, ed & chiamato argomento principale di z.
Dato z € C, definiamo il coniugato di z come

Z :=Re(z) —ilm(z) = =z — iy,

ed ¢ immediato verificare che soddisfa le seguenti proprietas:

e Re(z) = Z;Z e Im(z) = Z;Z,Z,

e se z=pe' alloraz = pe ",

o 2Z =27

1 z
e sez#£0, - = —,
z |2
. 1 . . ) 1 - .
e selzl=1ez=¢" alloraz=—-=e"" ein particolare = =7 = —i,
z i
e per ogni z1, 29 € C abbiamo z1 + 20 = 2Z1 + 23 € Z122 = 21 22-

Dato che C ¢ il piano euclideo con le operazioni di somma e prodotto definite sopra, possiamo
definire le nozioni di insiemi aperti o chiusi, punti di accumulazione, limiti e continuita in C
semplicemente traducendo quelle date per R2.

Vediamo in particolare le definizioni di limite e continuita per funzioni definite su sottoinsiemi
di C e a valori complessi.

Definizione 5.1.1. Siano E C C, f : E — C ed a € C un punto di accumulazione per E3.
Diciamo che il limite di f per z che tende ad a ¢ L € C, e scriviamo

lim f(z) =L,

z—a
se per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che | f(z) — L| < € per ogni z € F tale che z #a e |z —a|] < 4.

Definizione 5.1.2. Siano E C C, f : E — C ed zy € E. Diciamo che f e continua in zy se per
ogni € > 0 esiste § > 0 tale che |f(2z) — f(20)] < € per ogni z € E tale che |z — 29| < 4.
Se zp e di accumulazione per E, allora f € continua in zy se
Jim f(2) = f(z0).
Queste definizioni sono in effetti del tutto equivalenti alle definizioni di limiti e continuita per

campi vettoriali su R?. Infatti, ogni funzione f : E C C — C pud essere vista come un campo
vettoriale nel seguente modo: poniamo

u(z) := Re(f(2)) e v(z):=Im(f(z)), di modo che f(z)=u(z)+ iv(z)

2Dalla quale segue la famosa identitda di Fuler:

e +1=0.

30vvero, tale che per ogni r > 0 abbiamo (E \ {a}) N Br(a) # 0, o equivalentemente tale che per ogni r > 0
esiste z # a tale che z € E e |z — a|] < r. Ricordiamo che, se E & aperto, ogni a € E & di accumulazione per E.
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di modo che u,v : E — R, e, sfruttando la corrispondenza fra z = x +iy € C e il punto (z,y) € R?,
vediamo che f puo essere rappresentata come

f(xa y) = (’a(gjvy)a ’D(IE, y)) )

dove a(z,y) = u(x + iy) e 0(x,y) = v(x + 4y). In tal modo, deduciamo immediatamente una
funzione di variabile complessa e continua se e solo se lo sono le sue parti reali e immaginarie, viste
come funzioni di due variabili a valori reali. Vediamo alcuni esempi.

Esempio 5.1.3. La funzione del coniugio f : C — C, f(z) = Z, & continua. Infatti, & lineare,
abbiamo u(z) = z e v(z) = —y, e quindi f ¢ naturalmente associata al campo

f(@,y) = (2, —y).
Esempio 5.1.4. Sia f : C — C definita da f(z) = 22. Allora, & chiaro che
f(2) = (z +1iy)? = 2% — y? + i2xy,
da cui deduciamo u(z) = 22 — 3% e v(z) = 2zy. Quindi, il campo vettoriale associato a f &

fla,y) = (2% =y, 22y),
che & ovviamente continuo, essendo composto da funzioni polinomiali.

Data I'identificazione fra (z,y) € R? e z = x+iy € C, nel seguito, data una funzione di variabile
complessa f, scriveremo equivalentemente f(z) e f(z,y), con un piccolo abuso di notazione.
Infine, diamo la definizione rigorosa della nozione di polinomio su C e di radice di un polinomio.

Definizione 5.1.5. Sia n € Ny. Un polinomio complesso di grado n € la funzione
n
p(z) =ao+arz+ - +apz" = Zajzj,
j=0

per certi coefficienti ag, aq, ..., a, € C, con a, # 0. Denotiamo con
Z(p) ={z € C:p(z) =0}
linsieme delle radici di p, ovvero delle soluzioni dell’equazione p(z) = 0.

Uno dei risultati piu stupefacenti legati alla natura algebrica di C ¢ il Teorema fondamentale
dell’algebra, che afferma che ogni polinomio complesso p di grado n ammette esattamente n radici,
contate con la loro molteplicita (ovvero, se due radici sono uguali, vanno contate due volte).

Teorema 5.1.6 (Teorema fondamentale dell’algebra, o di D’Alembert-Gauss). Siap(z) =
Z?:o a;z? un polinomio complesso di grado n > 1. Allora esistono z1,..., 2, in C (non necessa-
riamente distinti) tali che
p(z) =an(z—21)...(2 — zn).
In particolare, ’equazione
p(z) =0

ha n soluzioni z1,...,z, (alcune delle quali potrebbero essere tra loro coincidenti), e quindi Z(p)
contiene al piu n elementi distinti.

Oltre al caso banale delle equazioni di primo grado, sono note le formule risolutive per due
rilevanti famiglie di equazioni polinomiali.
Dati w € C,w = |w|e’?, per qualche § € [0,27), e n € N, abbiamo
Mmw=0 = lM=w <= z= \w|%ei(%+2k7") per k€ {0,1,...,n— 1},

che e la formula delle radici n-esime di un numero complesso.
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Siano invece a,b,c € C con a # 0. Allora, se poniamo A := b? — 4ac e scriviamo A = |A|e?
per qualche 0 € [0, 27), sfruttiamo la formula per le radici quadrate (il caso n = 2 dell’equazione
vista sopra) per ottenere

2km

—b+ /[Ale!(31%57)

a? +bztec=0 < 2= 5 per k € {0,1}
a
—b A 2 ikw
= z= + |2 jet2e per k € {0,1}
a
—b+/[Aleis  —b+ /b2 — dacleis
T 2a B 2a ’

In particolare, se A € R e A > 0, allora § = 0 e le soluzioni sono date da
L hEVP e
2a '
Se invece A € R e A < 0, allora 8 = 7 e le soluzioni sono date da
_ —b+xividac—b?
2a ’

Infine, &€ importante notare che il teorema di Ruffini relativo alla divisione per i polinomi reali
vale anche su C, di modo che lo si puo usare per ridurre il grado di un polinomio del quale si
conoscano gia delle radici.

5.2 Funzioni olomorfe

In questa sezione indichiamo sempre con 2 C C un insieme aperto.

Definizione 5.2.1. Siano f:Q — C e zy € Q. La derivata complessa di f in zg € il limite

lim f(z0+h) — f(20)

o
C3h—0 h = 1'(z0),

se esiste in C, e in tal caso f si dice derivabile (in senso complesso) in z.

7}
Talvolta, la derivata complessa di f in zg si indica con d—f(zo).
2

Esempio 5.2.2. Sia f: C — C definita da f(z) = ¢ per qualche ¢ € C, ovvero f ¢ una funzione
costante. Allora per ogni z,h € C abbiamo

fGz4h) = f(z) _c=c
h h

e quindi
f'(z)= lim 0=0.
Coh—0
Di conseguenza, le funzioni costanti hanno derivata nulla, come nel caso reale.

Esempio 5.2.3. Sia f : C — C definita da f(z) = 22. Mostriamo che f & derivabile su tutto C:
per ogni z, h € C abbiamo

(z+h)?—2*  2hz+4h?
h N h

=2z +h,

e quindi
/ T _
fl(z) = Cél}fgo (22 + h) = 2z.

Come nel caso delle derivate di funzioni di una variabile reale, una funzione derivabile in senso
complesso € anche continua.

Lemma 5.2.4. Se f: Q — C ¢ derivabile in zg € 2, allora f & continua in 2.
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Dimostrazione. Per la definizione di derivata, abbiamo
flzo+h) — f(z0) = f'(z0)h +0(h) = 0 per h — 0,
e quindi, se poniamo z = zg + h, otteniamo

f(2) = f(z0) + ['(20)(z — 20) + o(z — 20) = f(20) per z — 2.
[

Cio suggerisce che la nozione di derivata in senso complesso sia piu forte di quella di semplice
esistenza delle derivate parziali in senso reale in R2.

Definizione 5.2.5. Sia f : Q — C. La funzione f & olomorfa in ) se e derivabile in ogni punto
z € Q, ovvero se f/(z) esiste per ogni z € . Se Q = C, allora f & intera.

Mostriamo con un esempio che non tutte le funzioni complesse sono derivabili nel loro dominio.

Esempio 5.2.6. Sia f : C — C definita da f(z) = Z. Facciamo vedere che f non ¢ olomorfa, in
quanto non ¢ derivabile in nessun punto z € C. Per far vedere che non esiste il limite del rapporto
incrementale, e sufficiente mostrare che, calcolando il limite lungo diverse rette che passano per
I'origine, si ottengono risultati diversi. Quindi, poniamo h = e’ per qualche @ € [0,27) e notiamo
che B B

flz+h)—f(z) Z4+h—-% h e _ 20

h h h eet?

Ora, se mandiamo € — 07, ovvero se calcoliamo il limite lungo la retta che forma un angolo 6§ con
il semiasse positivo dell’asse delle ascisse, vediamo che

i LEEED =) o
e—0+ eev

)

che ovviamente dipende dalla retta scelta. In particolare, se § = 0 e § = Z (ovvero, se ¢i muoviamo

2
lungo i semiassi positivi degli assi z e y), otteniamo

fz+e) - f()

lim =1
e—0t £
e .
lim w — e i — 1

e—0+ i€ ’

e dunque concludiamo che il limite (complesso) del rapporto incrementale non esiste. Tuttavia, &
interessante notare che il campo vettoriale su R? associato a f, ovvero

f(xay) = (.’E, _y)

(si veda I’Esempio 5.1.3), ¢ chiaramente differenziabile con continuita in senso reale: questo ci fa
capire che la richiesta di derivabilita in senso complesso € piu forte di quella dell’esistenza e della
continuita delle derivate parziali in senso reale.

In maniera analoga, si pud dimostrare che anche la funzione g(z) = |2|?> non & derivabile in
senso complesso in nessun punto. Lasciamo la dimostrazione per esercizio.

Le funzioni olomorfe sono in effetti molto piu regolari, rispetto alle funzioni derivabili di variabile
reale.

Teorema 5.2.7 (Condizioni di Cauchy-Riemann). Sia f : Q@ — C. Poniamo f = u + iv,
dove u,v : 2 — R. Allora f ¢ olomorfa in ) se e solo se u,v € C*(Q) e soddisfano le equazioni di

Cauchy-Riemann:
Oz u(z) = Oyv(2),
0.v(2) = —0yu(z),

per ogni z € Q. Inoltre, se f & olomorfa, abbiamo

I'(2) = 0. f(2) = Opu(z) + i0,v(2) = —i0yu(z) + dyv(z) = —idy f(2). (5.2.1)
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Dimostrazione. Assumiamo che f sia olomorfa in Q e u,v € C1(Q), e dimostriamo solo le equazioni
di Cauchy-Riemann. Per ogni z €  calcoliamo il limite del rapporto incrementale per incrementi
reali h € R:

o TEAW =) L uGEh) —u) (et )~ ()
R5h—0 h RSh—0 h R5h—0 h
o WaHhiy) —u(etiy)
R3h—0 h
i lim v(x + h+iy) —v(z +iy)
R3Ah—0 h

= Ou(z) 4+ i0,v(2).
Se invece consideriamo incrementi puramente immaginari ih per h € R, otteniamo

f(2+“f)—f(2) ulz +ily +h) —ulx+iy)

Rglhni»o ih - Rélhnio ih
© lim iv(erZ(er}%))*U(CCJFZy)
R3h—0 ih

1
= ;@,u(z) + 0yv(z) = —i0yu(z) + Oyv(2).
Dato che entrambi i limiti sono uguali a f/(z), concludiamo che
Opu(z) +10,v(z) = f'(2) = —i0yu(z) + dyv(2) & dyu(z) = Oyv(z) e yv(z) = —Oyu(z).

O

Applichiamo le equazioni di Cauchy-Riemann per verificare che alcune funzioni elementari sono
(o non sono) olomorfe.

Esempio 5.2.8. Sia f : C — C definita da f(z) = z, di modo che u(z) = z e v(z) = y. Queste
funzioni appartengono a C*(R?), e soddisfano

Ozu(z) =1 = 0yv(z),

Oyu(z) = 0= —0,v(z).

Dunque f ¢ olomorfa in C, e percio ¢ intera. In particolare, grazie a (5.2.1), vediamo che

0 0 0
! L . 7 .
f'(z) = 2= xa:+z xy_l.

Esempio 5.2.9. Sia f : C — C definita da f(2) = 22. Abbiamo visto che u(z) = 2% — 3 e
v(z) = 2xy. Queste funzioni appartengono a C''(R?), e soddisfano

Opu(z) = 2z = dyv(2),

Oyu(z) = =2y = —0,v(2).

Dunque f & olomorfa in C, e percio ¢ intera. In particolare, grazie a (5.2.1), vediamo che

fl(z) = %22 = %(x —y?) + z%(%:y) =2z + 2iy = 2z.
Esempio 5.2.10. Sia f : C — C definita da f(z) = Z, di modo che u(z) = z e v(z) = —y. Allora
abbiamo

2

Opu(z) =1 # Oyv(z) = —1,
Oyu(z) = 0 = —0,v(2).

Quindi, la prima equazione di Cauchy-Riemann non & mai soddisfatta, e infatti f non & olomorfa
in C (o su qualunque aperto ).
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Esempio 5.2.11. Sia f: C — C definita da
f(z) = e ="t 1= e"e" = e” cos(y) + ie” sin(y).

Di conseguenza, abbiamo u(z) = e® cos(y) e v(z) = e” sin(y). Queste funzioni appartengono a
C'(R?), e soddisfano

Ozu(z) = €® cos(y) = Oyv(z),

Oyu(z) = —e” sin(y) = —9,v(2).
Dunque f & olomorfa in C, e percio & intera. In particolare, grazie a (5.2.1), vediamo che

d . 9

¢ Tt = Ou(z) + 10,v(2) = €” cos(y) + ie” sin(y) = e°.

Dato che la definizione di derivata complessa ¢ del tutto analoga a quella delle derivate reali in
una variabile, valgono le usuali regole di derivazione.

Teorema 5.2.12. Siano f,g:Q — C olomorfe in Q e o, B € C. Allora abbiamo:

1) af + Bg ¢é olomorfa in Q e
(af +B9)(2) = af'(z) + Bg'(2) per ogni z €
2) fg ¢é olomorfa in Q e

(f9)'(z) = f'(2)9(2) + f(2)g'(2) per ogni z € Q;

3) g ¢ olomorfa in {z € Q:g(z) 20} =Q\ Z(g) e

(f)' ) f'(2)9(2) = f(2)d'(2)

= per ogni z € ) tale che g(z) # 0.
p 20 g 9(z) #

Vale anche un analogo risultato per la derivazione delle funzioni composte.

Teorema 5.2.13. Siano f : Q@ — C olomorfa in Q, A C C un aperto tale che f(2) C A e
g: A — C olomorfa in A. Allora go f & olomorfa in 2 e abbiamo

(go £)(2) =g (f(2) f'(2) per ogni z € Q.

Come applicazione di questi risultati, mostriamo che il seno e il coseno complessi sono funzioni
intere.

Esempio 5.2.14. Per definizione, abbiamo

eiz + efiz eiz _ efiz

cos(z) i = ——— e sin(z) i = ———

2 27

Le funzioni e** ed e~ sono ovviamente intere, visto che sono la composizione della funzione

esponenziale f(z) = e* con le funzioni g1(z) = iz e go(z) = —iz, rispettivamente. Quindi, anche

cos(z) e sin(z) sono intere, visto che sono combinazioni lineari di queste due funzioni. Inoltre,
applicando le regole per il calcolo delle derivate, vediamo facilmente che

N %1 P —1z iz
e

e — e —e _
= cos(z) = ) =——; = —sin(z)
€ ) . . )
. Z'e’LZ + Z'ef’LZ eZZ + 6712
—sin(z) = = = cos(z).
dz (2) 24 2 (2)

Consideriamo poi la versione complessa della funzione gaussiana.
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Esempio 5.2.15. La funzione h : C — C, h(z) = 622, ¢ intera. Infatti, chiaramente le funzioni
f(z) = €% e g(z) = 2% sono olomorfe su C, e dunque intere, e percio lo & la loro composizione.
Inoltre, abbiamo

2

B (z) = 2ze*

z —22

Analogamente, la funzione h(z) = e~ & intera, con derivata h'(z) = —2ze

In particolare, deduciamo da questi risultati che ogni funzione elementare, ovvero una funzione
che sia il risultato di somme, prodotti, rapporti e composizioni di polinomi, esponenziali e funzioni
trigonometriche?, & olomorfa nel suo dominio di definizione.

Vediamo quindi come calcolare la derivata di un polinomio complesso.

Esempio 5.2.16. Per ogni n € N la funzione f : C — C, f(z) = 2", ¢ intera. Infatti & data dal
prodotto di n funzioni h(z) = z. Applicando la formula (5.2.1) vediamo che

dn_a o\ o\n—1 __ n—1
P —%(m‘—&—zy) =n(x+iy)"" =nz""".

Quindi, dato un polinomio complesso p(z) = Z?:o a;z’, per certi ag,ay,...,a, € C, sfruttiamo la
linearita della derivazione per dedurre che

n

p(z) = ja 2,

j=1
in perfetta analogia con il caso dei polinomi reali.

Come conseguenza di questo risultato, e della regola di derivazione dei rapporti di funzioni olo-
morfe, concludiamo che anche le funzioni razionali fratte si derivano come nel caso reale. Mostriamo
in particolare il caso delle potenze negative di z.

Esempio 5.2.17. Per ogni n € N la funzione f : C\ {0} — C, f(z) = 27" = 2, & olomorfa.
Applicando la regola della derivata del rapporto e il fatto che la derivata della funzione costante &

nulla, vediamo che
d (1 —nz" ! n
dz \ z2n - 22n - ontl”

5.3 Integrali curvilinei di funzioni complesse

Visto che ogni funzione di variabile complessa f puo essere vista come un campo vettoriale su
R2, & sensato definire una sorta di “lavoro” di f lungo una curva 7 nel piano complesso. Data la
corrispondenza biunivoca fra C e R?, la definizioni legate al concetto di curva che abbiamo visto in
precedenza negli spazi euclidei si trasportano con naturalezza nel piano complesso. Raccogliamo
quelle rilevanti per questo capitolo nella seguente definizione.

Definizione 5.3.1. Sia £ C C. Una curvae in E & una funzione continua

v [a,b] = B, y(t) = n(t) +iva(1),

per certi a,b € Rya < b, e 71,72 € C([a,b];R). Diciamo poi che v & chiusa se y(a) = v(b), e
che & semplice e chiusa se (t) # ~v(s) per ogni t,s € [a,b), con t # s, e y(a) = v(b). Infine,
v ¢ differenziabile a tratti, e scriviamo v € CL([a,b]; E), se esistono tg,t1,...,t; € [a,b] tali che
a=to<ti <--<tp=beyeCl([tj_1,t ],E)perogm]—l k.

Quindi, se v ¢ una C! a tratti, allora la sua derivata 4 & ben definita su tutto [a,b] tranne al
piu in un numero finito di punti. In particolare, le derivate da sinistra e da destra di 7 esistono su
tutto [a,b], ma possono assumere valori diversi nei punti {t1,...,t5—1}.

Enunciamo senza dimostrarlo un opportuno adattamento complesso della regola della deriva-
zione della funzione composta per campi e curve.

4A essere precisi, andrebbero inserite nella lista anche le funzioni inverse, come il logaritmo e le funzioni radici,
ma queste presentano alcuni problemi di buona positura sul piano complesso, la trattazione dei quali va al di la
degli scopi di questo corso.
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Proposizione 5.3.2. Sia f : Q — C una funzione olomorfa in Q e v € CL([a,b];Q). Allora, per
ogni t € [a,b] tale che esiste %(t), abbiamo

Lo = £ 300). (531)

Possiamo ora definire 'integrale lungo una curva complessa.

Definizione 5.3.3. Siano v € CL([a,b];Q) e f : @ — C una funzione continua. L’integrale di f
lungo v &

b
[ 1= [ romima
¥ a
dove f(v(t))¥(t) € un prodotto di numeri complessi.

Un modo informale per ricordarsi la formula dell’integrale curvilineo di una funzione complessa
¢ il seguente:

b b b
[1@ri=E=a01= [ 0w aam) = [ 160) G a= [ e

Inoltre, notiamo che, visto che 4 puo essere discontinua in un numero finito di puntity,...,tx_1 €
[a, b], integrale va inteso in senso improprio di Riemann, ovvero
b i1 to b
[ re@yiwas= [ amsoa+ [ ramsa o+ [ e
a

a t1 tr—1

In maniera analoga a quanto visto per il lavoro di un campo, si puoé mostrare che I'integrale
curvilineo di una funzione complessa ¢ lineare e non dipende dalla parametrizzazione della curva,
purché tale parametrizzazione abbia velocita non nulla e preservi il verso di percorrenza. Se si
cambia il verso di percorrenza, I'integrale curvilineo cambia segno. Enunciamo precisamente questi
fatti.

Proposizione 5.3.4. Siano v € CL([a,b];Q), f,g9: Q2 — C continue e a, B € C. Allora

1)LWﬂ@+ﬁﬂsz=aLf@mz+@Aﬂdw;

2) se v~! ¢ la curva ~y percorsa in senso inverso (o —v, secondo la notazione introdotta nella

Definizione 5.1.7), parametrizzata ad esempio come v~ 1(t) = v(b—t), t € [0,b — a], allora

Llﬂdw=—Lﬂ@M;

3) per ogni funzione biunivoca ¢ : [c,d] — [a,b] tale che p € C'([c,d]) e ¢'(u) > 0 per ogni

u € [c,d] abbiamo
dz = dz;
/Vw f(z)dz /7 f(z)dz

4) se v = v1 + 2 per certe curve y1,v2 C' a tratti in Q, nel senso che percorrere «y equivale a
percorrere prima Y1 e poi va (secondo la notazione introdotta nella Definizione 3.1.7), allora

/f(z)dz: f()dz+ | f(2)d=z.

vy 71 72
Vediamo un esempio.

Esempio 5.3.5. Siano f(z) = e® e v: [0,27] — C data da

e’ se t € [0,n]

t) =< 2 ,
() —t—3 seté€ [, 2n]
T
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che ¢ la semicirconferenza unitaria centrata nell’origine nel semipiano immaginario positivo, unita
al diametro sull’asse reale percorso da —1 a 1. Osserviamo che

%e” = % (cos(t) +isin(t)) = —sin(t) + i cos(t) = i (cos(t) + isin(t)) = ie'
e
d gt _ ot it
5 = et
grazie a (5.3.1). Chiaramente
e’ set e [0,

2 )
= se t € [m,27]
7r

e quindi ¥ e discontinua nei punti tyg = 0,¢; = m,to = 2w. Allora abbiamo

T o, .2
/ez dz:/ e’ ie”dt—i—/ ext™3 2 dt
¥ 0 ™ T

T 2, . 27 _ -~
:[ee] +[e7rt ‘3] —el—eltel—et=0.
0

s

Osserviamo che possiamo anche non dare un’unica parametrizzazione di v, ma parametrizzare
separatamente la semicirconferenza e il diametro:

Y=m+72, dove n(t)=e", te[0,n] e ()=t te[-1,1].

In virtt dei punti (3) e (4) della Proposizione 5.3.4, si ottiene lo stesso risultato, come possiamo
verificare:

- 1
/ezdzz/ ezdz—k/ e“dz = [ee”] +/ etdt:e*1—6+[et}11=6*1—6+e—e*1:0.
ol 71 72 0 1

Notiamo che possiamo scrivere I'integrale di una funzione continua f lungo v in termini delle
sue parti reali e immaginarie: se f = u+ v e y(t) = z(t) + iy(t), allora
b
[ 1@ = [ @)+ ito) o + i) d
vy a

- /ab (v (@)i) = v O)30)) +i (u®)3(0) + o)) | dt
b

= [ (w600, ~060) - (501, 50) e +1 [ (sa0),u650) - (500, 50))

a

:/i(;(w).dw_~_i/FH(w).dw7 (5.3.2)

dove
F(t) = (a:(t)vy(ﬂ)? G(x,y) = (u(x’y)7 _'U(xvy)) € H(x,y) = (U(x,y),u(ac,y)).

Quindi, I'integrale di una funzione continua complessa f lungo una curva ¢ uguale alla somma
complessa del lavoro (reale) di due campi vettoriali®.
Sfruttiamo quindi la teoria sul lavoro dei campi per dimostrare il seguente risultato®.

5 Alternativamente, si pud riformulare questa argomentazione usando la notazione delle forme differenziali:
osserviamo che

[ sea= | (@0 — o)) + i (w3 + o)) ] de

:/(udx—vdy)—i—i/(vdx-‘rudy).

Y v

Dunque la forma differenziale complessa f(z) dz soddisfa la relazione

f(2)dz = (u(z,y) + iv(z,y)) (de + idy) = (u(z,y) de —v(z,y) dy) +i(v(z, y) dz + u(z,y) dy).

60 la sua equivalente versione con le forme differenziali, osservando che una forma differenziale complessa C1 &
chiusa se e solo se lo sono la sua parte reale e la sua parte immaginaria.
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Teorema 5.3.6. Sia f: Q — C, con f =u+iv, dove u,v:Q — R. Allora f é olomorfa in Q se
e solo se i campi (u, —v) e (v,u) appartengono a C1(;R?) e sono chiusi".

Dimostrazione. Assumendo u,v € C1(Q), vediamo che i campi (u, —v) e (v,u) sono chiusi se e
solo se
Oyu = —0,v e Oyv = Oy,

che sono le equazioni di Cauchy-Riemann (scambiate di ordine). Per il Teorema 5.2.7 risulta
quindi che, se f & olomorfa in , allora u,v € C1(Q) e soddisfano le equazioni di Cauchy-Riemann,
e quindi (u, —v), (v,u) € C1(Q;R?) e sono chiusi. Viceversa, se (u, —v), (v,u) € C*(;R?), allora
ovviamente u,v € C1(Q), e, se questi campi sono chiusi, allora le equazioni di Cauchy-Riemann
sono soddisfatte, e dunque f & olomorfa in €2, di nuovo per il Teorema 5.2.7. ]

Osservazione 5.3.7. [Non visto a lezione.] Equivalentemente, u,v € C1(2) soddisfano le
equazioni di Cauchy-Riemann se e solo se i campi G = (u,—v) e H = (v,u) hanno rotore nullo:
infatti, se poniamo

é(x,y,z) = (u(z,y), —v(z,y),0) e ﬁ(m,y,z) = (v(x,y),u(z,y),0),

abbiamo B _
VxG=(0,0,-0,v—0yu) e VxH=(0,0,0,u—0yv).

Una conseguenza fondamentale del Teorema 5.3.6 € che I'integrale di funzioni olomorfe lungo
curve chiuse deformabili a un punto & nullo.

Teorema 5.3.8 (Teorema integrale di Cauchy). Sia f : Q — C olomorfa. Allora, per ogni
curva chiusa v € Cf([a,b];Q), che sia deformabile con continuitd a un punto in Q, abbiamo

L F(2)dz = 0.

In particolare, se Q) ¢ semplicemente connesso, allora il risultato ¢ valido per ogni curva chiusa C!
a tratti.

Dimostrazione.  Per il Teorema 5.3.6 sappiamo che (u,—v), (v,u) € C*(£2;R?) e sono chiusi,
quindi possiamo applicare il Teorema 3.3.14 per concludere che il lavoro dei campi (u, —v) e (v, u)
lungo una curva chiusa C! a tratti deformabile con continuita a un punto in € & nullo. Se poi Q &
semplicemente connesso, applichiamo il teorema di Poincaré-Volterra globale (Teorema 3.3.17) per
concludere che i campi (u, —v) e (v,u) sono esatti, e dunque il loro lavoro lungo curve chiuse C*! a
tratti ¢ nullo. Quindi, grazie a (5.3.2), queste conclusioni si applicano all’integrale curvilineo di f.
O

Vediamo il calcolo di integrali curvilinei di una famiglia fondamentale di funzioni di variabile
complessa.

Esempio 5.3.9. Sianon € Z e f(z) = 2™. Sen >0, f ¢ olomorfa in C, e dunque per il teorema
integrale di Cauchy otteniamo
/ Z2"dz=10
¥

per ogni curva chiusa v € CL([a,b];C). Se invece n < —1, f & olomorfa in C\ {0}, quindi il
teorema integrale di Cauchy non si puo applicare a curve che passano attorno all’origine, le quali
non possono essere deformate a un punto in C\ {0}. In particolare, consideriamo la circonferenza
centrata nell’origine di raggio » > 0 (percorsa in senso antiorario): se «,.(t) = re'* per t € [0, 27],
abbiamo

27
27 4 4 / idt sen=—1
/ Z"dz = / et jrett dt = 0
0

2
" / Tt g e #£ —1

0

omi =-1

m ) 9 sen 2m sen=—1

= ez(n+1)t 7T — )
|:Tn+1 = } sen#—1 0 sen # —1
n 0

7Ovvero se e solo se la forma differenziale complessa f(z)dz & chiusa in Q.
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Pill in generale, per 29 € C e 7 > 0 consideriamo ., ,(t) = zo + re' per t € [0, 27|, ovvero, la
circonferenza centrata in zy di raggio r percorsa in senso antiorario: allora abbiamo

1 27 1 ) 27
/ dz = / — rie' dt = / idt = 2mi (5.3.3)
~ Z— 20 o Tre’ 0

z0,T

2m 2m
(2 —20)"dz = / re™ riet dt = ir"t / et g =0
0 0

/

per ogni n € Z,n # —1.

zQ,T

Osservazione 5.3.10. L’esempio precedente mostra, in particolare, che

/ 1dz = 27i (5.3.4)

r

per v,.(t) = reit, v, : [0,27] — C. Come abbiamo visto in precedenza, l'integrale curvilineo
complesso puo essere visto come una somma complessa di lavori reali. Nel caso particolare di
1
f(z) = =, per z # 0, abbiamo
z

1 z  x—iy

PR
di modo che f(z) = u(x,y) + iv(x,y) per

€ -y

u(z,y) = W e v(z,y) = m

Quindi, vediamo che

Gla9) = (ulo) o) = (50 53 ).

x2+y2’x2+y2

H = =\ -
(f,y) (U(x,y),u(x,y)) <m2+y27m2+y2>
Cio significa che

/ldzz G(w)-dw+i/ F(w) - dw,

. < T, -
dove T',.(t) = (rcos(t),rsin(t)),t € [0,2n]. Osserviamo che il campo G & esatto in R? \ {(0,0)},

essendo che
G(z,y) = Vo(z,y) per ¢(z,y) = log (m)

(si veda I’Osservazione 3.3.18); mentre F' & ’esempio di campo chiuso che non & esatto che abbiamo
visto in Esempio 3.3.7. Di conseguenza, abbiamo

/FTG(w)-dw:O o /FTF(w)-dw:27r,

e quindi otteniamo di nuovo (5.3.4).

Presentiamo ora il secondo risultato fondamentale relativo al calcolo di integrali curvilinei in
C. Allo scopo, definiamo rigorosamente il concetto di “regione del piano circondata da una curva”.

Definizione 5.3.11. Sia v € CL([a,b]; ) una curva semplice e chiusa. La regione circondata da
v in & linsieme aperto D(vy) C 2, dato dalla componente connessa per archi di Q \ y([a, b]) che
si trova sempre sulla sinistra rispetto al verso di percorrenza di +.

Teorema 5.3.12 (Formula integrale di Cauchy). Siano f : Q — C olomorfa, ey € CL([a,b]; Q)
una curve semplice e chiusa, che sia deformabile con continuitd a un punto in €2, e che sia percorsa
in senso antiorario. Sia zo € D(v). Allora abbiamo

f(z0) = i 1z)

2mi Jy 2 — 20

dz.

In particolare, se Q ¢ semplicemente connesso, il risultato ¢ wvalido per ogni curva C' a tratti,
semplice e chiusa, e percorsa in senso antiorario.
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f(2)

zZ— 20

Dimostrazione. Osserviamo che la funzione h(z) = ¢ olomorfa in Q\ {z}. Sia

Vaor () = 20 + re’, t € [0,2n],

la circonferenza percorsa in senso antiorario di centro z e raggio r, per r > 0 piccolo a sufficienza
di modo che 7, »([0,27]) C D(y). Sia ¢ un segmento che va da un punto di v a un punto di
Yzo,r- Allora la curva I' = v + § — 7, — 0 € una curva chiusa deformabile con continuita ad
un punto in Q\ {20}. Infatti, visto che il segmento ¢ viene percorso due volte (in sensi opposti),
si puo deformare con continuita I' allontanando le due curve 6 e —§ l'una dall’altra: in questo
modo, stiamo “aprendo” la curva + e la circonferenza +,, ,, di modo che non facciamo pitt un giro
completo attorno al punto zp, e dunque riusciamo ora a deformare con continuita questa curva a
un punto in Q\ {zp}. Quindi, per il teorema integrale di Cauchy abbiamo

LG N A () N O () N / OO
r 2 — 20 ’YZ_ZO § 2 TR0 ,YZOYTZ—ZO § R TR0

_ [ S f(2)

= ,YZ—ZOdZ /A/ZWZ_ZOdz,

ovvero

27 i 2m
/ 1), / S g [T LGt it i [T fa + ety .
ol V=

z— 2 o 2 20 0 rett 0
D’altra parte, osserviamo che r > 0 ¢ arbitrario (purché piccolo abbastanza) e quindi possiamo
prendere il limite per » — 07:
2
f(z) "

——dz=1i lim f(z0 +re't) dt.

~ %= 20 r—0* Jo

Inoltre, dato che f & continua (essendo olomorfa), vediamo che, per ogni £ > 0, esiste 7o > 0 tale
che 4
|f(z0 +7e™) — f(20)] <& per ogni 0 < r < rg,

dato che |zg + re’t — 29| = r. Di conseguenza, concludiamo che®

2 2m
/ (f(zo0 +re™) — f(20)) dt‘ < / | f(z0 + 7€) = f(20)| dt < 2me per ogni r < rq.
0 0

Cio significa che
2 2

lim flzo +ret)dt = f(z0) dt =27 f(20).

r—0t Jo 0

O

Osserviamo che la formula integrale di Cauchy e un risultato estremamente potente: significa
che, se conosciamo una funzione olomorfa f lungo una curva C! a tratti, semplice e chiusa, allora
possiamo determinare il valore di f in ogni punto 2y nella regione del piano delimitata dalla curva
stessa. Questo e falso per le funzioni differenziabili reali di variabili reale: non basta conoscere
il valore sui punti estremi di un intervallo per conoscere quello all’interno (né tanto meno & vero
P’analogo in due dimensioni).

Vediamo ora delle applicazioni del teorema integrale e della formula integrale di Cauchy al
calcolo di integrali reali”.

8Data una funzione vettoriale g : [a,b] — R™, abbiamo

' / " 50t dtH </ (o)l a,

e in particolare cio & vero per funzioni a valori complessi, grazie all’identificazione fra vettori in R? e numeri complessi,
e a quella fra la norma in R? e il modulo in C.

9“La via pit breve fra due veritd sulla retta dei numeri reali passa attraverso il piano complesso”, Jacques
Hadamard.
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+oo o
sin(x) .

Esempio 5.3.13. Calcoliamo/

x
— o0
Osserviamo che questo € un integrale improprio di Riemann, quindi

“+o0o : —& - R .
/ sin(z) dr:= lim lim w dr + / sin(z) dz.
o T Rotooe—0t J_p T - T

A voler essere precisi, i limiti a —oo e 0~ andrebbero fatti usando altre variabili, ma, dato che
sin(z)

& pari, si possono usare le stesse. Ora, vogliamo mostrare che I’espressione

e . R .
IR,E:/ Mdm—k/ Mdm, per R > ¢ >0,
—R T € x

¢ una funzione

cos(x)

€ uguale a un’altra della quale sappiamo calcolare i limiti. Osserviamo che

dispari su R\ {0}, quindi
—€ R
/ cos(x) d +/ cos(x) dr =0,
€

—-R T X

—€ eiw R eix
—dx + —dx =ilp.
_R X e X

iz
Consideriamo percid la funzione f(z) = —, che & olomorfa in C \ {0}. Consideriamo la curva C*
z

Ne segue percio che

a tratti, semplice e chiusa
FE,R =7r + e—R,—s + 7 + éa,R per R>¢e> 0,
dove

e 7gr ¢ la semicirconferenza di raggio R centrata nell’origine nel semipiano {y > 0}, percorsa
in senso antiorario, parametrizzata ad esempio da yg(t) = Re® per t € [0, 7],

e /_p _. ¢ il segmento sulla retta reale che va da —R a —¢, parametrizzato ad esempio da
l_p,_c(t) =t perte[—R,—¢],

e 7. & semicirconferenza di raggio e centrata nell’origine nel semipiano {y > 0}, percorsa in
senso orario, parametrizzata ad esempio da . (t) = ee’" ") = —ce~" per t € [0, 7,

o L g ¢ il segmento sulla retta reale che va da e a R, parametrizzato ad esempio da {. g(t) =t
pert € [, R].

Osserviamo che I'; r ¢ deformabile a un punto in C\ {0}, poiché ¢ in effetti contenuta in
€ €
ze€C:lz| > =, Im(z >—f},
{zeCil> 2, m(z) > -2

e questo aperto e semplicemente connesso, dato che non ha “buchi”. Dunque, applichiamo il
teorema integrale di Cauchy a f e I'; g e otteniamo

/ e—dz:O.
FS,R z

D’altra parte, I'integrale curvilineo si scompone in quattro parti:

it

iz T LiRe ) —e it T —ice” ) R it
/ 6—clz=/ — Rz‘e”dt+/ e—dt+/ eﬁeieﬂtdt—l—/ e
T.p ? o Re _gr t 0o —€e e t

ﬂ- . it ™ . —it
= / R qr — i / e dt + il ..
0 0

Quindi da queste due equazioni ricaviamo

i . —it Tr . it
Ipe = / e = T dt — / e'fie” dt.
0 0
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Vediamo prima il limite per ¢ — 0F. Dato che la funzione e** & continua, possiamo ragionare come
nella dimostrazione del Teorema 5.3.12 per concludere che!®

T o T
lim e "¢ dt = / 1dt = .
e—0t 0 0

Per quanto riguarda il limite per R — +00, osserviamo che

it . e
6zRe :echos(t) Rsin(t)

)

e quindi

. it P
ezRe —e Rbm(t).

Notiamo che sin(t) > %t per ogni t € [0, g], e percio

e_Rsin(t) < e—R%t per ogni t € [07 g} .

Grazie alla simmetria della funzione seno rispetto a 7, abbiamo

‘/7T eiRe“‘ dt‘ < 7Rsm(t di = 2/5 efRsin(t) dt < 2\/E efR%t dt
0 0 0
™ Tom
:2[ e R t] =—(1—-e ) =0 per R— +oo.
ST M )= 0P
In conclusione, otteniamo
400 ™ o T ;
/ sin(z) dr = lim lim Ip,= lim e~ " dt — lim e gt = .
oo x R—+o00e—0t e—>0+ 0 R—+o0 /g
—+oo
Esempio 5.3.14. [Non visto a lezione.] Mostriamo come calcolare / 152 dzx usando la
T
—00

formula integrale di Cauchy. Anche in questo caso si tratta di un integrale improprio di Riemann
di una funzione pari, e quindi

/ ———dr = lim ——dx.
oo 1422 R5+oo [_p 1+ 22

Percio ci interessa trovare un modo per esprimere

L |
In=[ ——d
R /_R1+a:2 T

in termini di un’espressione di cui sappiamo calcolare il limite per R — +00. Osserviamo che

1 1

1+22  (z+i)(z—1d)

10 Alternativamente, possiamo osservare che, per |z] <1, la funzione esponenziale soddisfa la disuguaglianza

le* —1] < (e = D)2l

Infatti, abbiamo |2"| = |2|™ < |z| per ogni n € N, e quindi
too g | |n
e —1= |3 - Z <HZ = (- Dkl
n=0

Percio
T it & — 4 4 ice—it
/ e ¢ dt = / (e_we - 1) dt +/ 1dt = / <e_w6 - 1) dt + ,
0 0 0 0

4 it 4 o —it 4
/ (e_’ge —1) dt’ S/ ’e_we —1) dt < (e—l)/ edt =(e—1)me = 0 pere — 07,
0 0 0

di modo che otteniamo

s ) it
lim e "¢ T dt =m.
e—0t Jo
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Percio possiamo applicare la formula integrale di Cauchy alla funzione

1

FiC\=} =€ f2) =

nel punto zg = i e alla curva C! a tratti, semplice e chiusa, e percorsa in senso antiorario
I'r=7r+ (g,
dove

e 7R & la semicirconferenza di raggio R centrata nell’origine nel semipiano {y > 0}, percorsa
in senso antiorario, parametrizzata ad esempio da yg(t) = Re" per t € [0, 7],

o /& il segmento sulla retta reale che va da —R a R, parametrizzato ad esempio da ¢gr(t) =t
per t € [-R, R].

Chiaramente, f & olomorfa in C\ {—i}, i € D(I'g) per R > 1, e I'g ¢ deformabile a un punto in
C\ {—i} (in effetti, lo & in ogni aperto che contiene strettamente il semipiano {y > 0}). Quindi,
otteniamo

1 . 1 f2) 4 1 1
i) =— dz =
270 Jp, 2 — 2mi r, 1+22

! /7r ! Ri “dt+/R L
= — ———- Re Pa—
271'2 0 1+R2€27’t 7R1+t2
1 L | -
:27r</0 [N d“fR)’

T 1 - it
IR:T('—/O WR’L@ dt.

Mostriamo ora che quest’ultimo integrale tende a 0 per R — +oco. Infatti, per la disuguaglianza
triangolare abbiamo

dz

da cui deduciamo

|1 +R262”| > ||R262“| — 1| = }Rz — 1| =R?>—1 perogni R>1,
e quindi otteniamo

T Rie® " |Rie't|
————-dt| < dt = —> 0 R — .
/0 11 R2e2it ‘ = /0 11+ R2e?t| 21t| / R _1 7TR per oo

In conclusione, troviamo che

1 d li t d li i 1 Rie' dt
T = 1m — AT = 1m m — —_— 1€ =
_ 14+ 2 R—+oco J_p 14+ 2 R—+00 0 1+ R2e2it

oo

Esempio 5.3.15. [Non visto a lezione.] Calcoliamo gli integrali di Fresnel:

“+o0 +oo
/ cos(z?) dx e / sin(x?) dx.
0 0

Prima di tutto, osserviamo che questi integrali impropri convergono: infatti,

VR R R
t t
lim cos(z?)dx = [z = V1] = lim / cos(t) di = lim / cos(t) &
R—+c0 Jg R—+o0 Jg 2\/{ R—+o0 J 2\/E

. R R . ERS
— lim {sm(t)} +/ sm(st) it :/ 81n(3t) .
RS Yoo 2Vt 1o o 4t2 0 A2

e quest’ultimo integrale converge. Un conto analogo dimostra che anche l'integrale di Fresnel per
il seno converge.
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Ora, ¢ chiaro che
+oo L —+oo +oo
/ e " dx = / cos(z?) dx — z/ sin(z?) dz,
0 0 0

e quindi consideriamo la funzione intera f(z) = e=*" ela curva C! a tratti, semplice e chiusa,
I'r =g+ ar + {g,

dove

e 7g ¢ larco di circonferenza di raggio R centrata nell’origine nel semipiano {y > 0}, percorsa in
senso antiorario da 0 a § radianti, parametrizzata ad esempio da yr(t) = Re't pert € [O, %],

e ap ¢ il segmento della retta {y = x} che va da Re'% a 0, parametrizzato ad esempio da
agr(t) = (R —t)e'T per t € [0, R],

e (g & il segmento sulla retta reale che va da 0 a R, parametrizzato ad esempio da lg(t) =t
per t € [0, R).

Visto che C é chiaramente semplicemente connesso, deduciamo che I'p € deformabile a un punto.
Quindi, per il teorema integrale di Cauchy, abbiamo

2
/ e ? dz=0.
T'r

D’altra parte, I'integrale curvilineo si scompone in tre parti:

= , R i ‘ R
/ e dz = /4 e Riett dt + / e~ (R-1)%"2 (—e'T)dt + / et at.
Tr 0 0 0

Scriviamo in maniera piu esplicita il secondo integrale della somma nella riga precedente:

R P . 0 . o
/ e 0% (i) dt = [R—t = u :/ e e'F du
0 R

R
5 5 > /0 (cos(u?) — isin(u?)) du
V2 R , R
=5 </0 cos(u )du+/0 sin(u )du) +

_ Zg (/OR cos(u?) du — /OR sin(uQ)du> .

R 400

™
lim et dt = / e dt = L,
R—+oc0 0 0 2

visto che & meta dell'integrale gaussiano. D’altra parte, ragionando come nell’Esempio 5.3.13,
vediamo che

Ora, sappiamo che

< /4 e—chos(Qt)Rdt
0

i 2 20t . - i _p2 2 o
/ €_R e Riet dt / e R? cos(2t)—iR” sin(2t) Ric dt
0 0

— [Zt: g _9} —R/ﬂoeR200s(’2'9) (_dj)

2

:g/i e_stin(e)degg/f e_R2%9d9
0 0
R T _p22g]% ™ _R2
25[_27}%26 w]ozﬁ(l—e )—>0 as R — +oo.
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Di conseguenza, prendiamo il limite per R — +o00 e otteniamo

g < /0 " cos(u?) du + /0 - sin(uQ)du) + @g ( /0 " cos(u?) du - /0 " in(?) du)

T e R
= lim </ e ¢ Rieit qt —|—/ et dt) — ﬁ
R—+00 0 0 2

Quindi, eguagliando le parti reali e le parti immaginarie, otteniamo il sistema di equazioni

? </0+OO cos(u?) du + /0+00 sin(u?) du) = g

g </0+00 cos(uz) du — /0+OO sin(uQ) du) =0 7

la cui soluzione ¢ chiaramente

+o0 400 1
/ cos(z?) dx = / sin(2?) do = v = \/?
0 0 2v/2 2V 2

5.4 Sviluppabilita in serie delle funzioni olomorfe

In maniera analoga a quanto visto nel calcolo reale, possiamo definire le serie di potenze nel piano
complesso.

Definizione 5.4.1. Una serie di potenze (complessa) & una serie della forma
—+oo
Z an(z — 20)",
n=0

dove zp € C ¢ il centro della serie, {ay tnen, C C ¢ la successione dei coefficienti della serie e z ¢ la
variabile (complessa) della serie.

+oo
Data la serie di potenze Z an(z — 20)" raggio di convergenza della serie &

n=0
+oo
R :=sup{|z — 20| : Z an(z — 29)" converge} € [0, +00].
n=0

Il raggio di convergenza puo essere calcolato usando la seguente formula:

1
R = T dove L = limsup {/]ax|,

n—-+oo

con la convenzione che % =4o00e L =0.
+oo

Quindi, abbiamo i tre seguenti casi:
e se R =0, la serie converge solo per z = 2 (ed & costante, uguale ad ag),
e se R = 400, la serie converge'! per ogni z € C,

e se R € (0,400), la serie converge in Bgr(z9) = {z € C: |z — 29| < R} (il cerchio aperto di
raggio R centrato in zg), non converge in C\ Br(zp), mentre non si puo dire nulla in generale
circa la convergenza sulla circonferenza 0Bgr(z0) = {z : |z — 20| = R}.

Vediamo con un esempio cosa pud succedere sulla circonferenza 0Br(2o).

11Piy precisamente, la serie converge assolutamente, ovvero, convergono sia la serie Z;:Oo an(z —20)™ che la serie
dei moduli 3729 |an||z — z0|™. Cid & vero anche nel punto successivo e per le serie che appaiono nella Proposizione
5.4.4 e nei Teoremi 5.4.6 e 5.5.4; tuttavia cid non & fondamentale per gli scopi di questo corso, e percid omettiamo
tale dettaglio.
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+oo
Esempio 5.4.2. [Non visto a lezione.] Sia Z 2. Allora & chiaro che zo=0e R = 1.
n
n=1
Osserviamo che, per z € 9B;(0), valgono i seguenti casi:

—+o00
e se z =1, abbiamo Z — =400,
n=1 n
) too einO
e se z=¢" per 0 € (0,27), la serie Z converge.
n
n=1

Come vedremo, una serie di potenze complessa e derivabile in senso complesso infinite volte nel
cerchio aperto dove converge. Percio, diamo una definizione rigorosa delle derivate complesse di
ordine superiore.

Definizione 5.4.3. Sia f : @ — C una funzione olomorfa in . Se f’ : Q@ — C & derivabile (in
senso complesso) in zg € €2, allora f ¢ due volte derivabile (in senso complesso) in zp, e la sua
derivata seconda € la derivata della derivata prima, ovvero

Ge0) = T o) i= (7o) = - (L) o

In generale, siano n > 3 e f : Q — C tale che f, f/, f”,..., f("=?) siano olomorfe in . Allora f &
n-volte derivabile (in senso complesso) in zy € Q se f("~1) & derivabile (in senso complesso) in zo,
e la sua derivata n-esima ¢ la derivata della derivata (n — 1)-esima, ovvero
dr _ d (d"!
1 z0) = T () o= (500 (a0) < f) (z0)-

T dem " dz \den T

Infine, f & infinitamente derivabile (in senso complesso) (o derivabile infinite volte) in  se per
ogni n € N esiste f(™ ed & una funzione olomorfa in €.

Proposizione 5.4.4. Sia S(z) = Z:i% an(z — z0)™ per qualche zg € C e {an}tnen, C C. Assu-
miamo che la serie S abbia un raggio di convergenza R > 0. Allora S é olomorfa in Br(z) ed é
infinitamente derivabile in Br(zp). Inoltre, abbiamo

+oo
S'(z) = Z nan(z — 29)"
n=1

e in generale

+o0 too
SO =3 n(n—1)...(n—k+ Dan(z — 2)"* = 3 (nn!k)!a"<Z )k
n=k n=~k

per ogni k > 1.

Dimostrazione. La forma delle derivate dipende dalla versione complessa della ben nota regola di
derivazione dei monomi:

ﬁ(zfzo)": nn—1)...n—k+1)(z—2)"% sel<k<n
dzk 0 sek>n+1

_ etz sel<k<n
o sek>n+1

Mostrare poi l'effettiva convergenza € molto piu delicato, e omettiamo tale parte della dimostra-
zione. O

Esempio 5.4.5 (Serie geometrica in C). Se z € Ce |z| < 1, allora la serie geometrica di ragione

ze N
o0

>

1—=2

n=0
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Infatti, per ogni m € Ny, abbiamo
A+z+. 421 —2)=14z+. . +2"—z—22— . -2 =1

e dunque, se z # 1, vediamo che

i 1 — gmtl
Zz":1+z+...+zm:7
1—-2
n=0
D’altra parte, |z™T1 = |2|™*! — 0 per m — 400 se |z| < 1, e quindi
+o0 m
1—zmtl 1
Z Z" = lim Z" = lim = .
m— oo m—+oo 11—z 11—z

n=0 n=0

La serie geometrica ¢ chiaramente una serie di potenze, con zop = 0 e a,, = 1 per ogni n € Ny, di
modo che & immediato verificare che il raggio di convergenza & proprio R = 1. Inoltre, calcolando
la derivata k-esima per ogni k € N, otteniamo'?

+oo +oo

ek n! ek k!
Teorema 5.4.6 (Analiticita delle funzioni olomorfe). Siano f : Q@ — C olomorfa, zo € Q €
R > 0 tale che Br(z29) C Q. Sia v € CL([a,b];Q) una curva semplice e chiusa, deformabile con
continuitd a un punto in ), percorsa in senso antiorario e tale che Br(z9) S D(v). Allora per
ogni z € Br(z9) abbiamo

+o00
f(z) = Z an(z — 20)",
n=0

dove i coefficienti sono dati da

_ 1 f(w)
Ap = 27”/’; (TU*Z())”+1 dw.

Di consequenza, [ € infinitamente derivabile in senso complesso in 2, e abbiamo

1 f(w) _ ™ (20) ,
m/y('uj—zo)mdw T per Ogn'LTLGNO.

Dimostrazione. [Non vista a lezione.] Grazie alla formula integrale di Cauchy deduciamo che

B fw) o1 J(w) w
f(z) = /Ww_zd QWiL(w—Zo)+(ZO_z)d

1 f(w) 1
_2m/7(w—zo)1—“0dw'

w—2zo

1
211
1

Dato che Br(z9) € D(v), abbiamo
zZ— 20

<1,

w — 2o

e dunque, per quanto visto sulla serie geometrica,

1 +oo 2~ 2 n
1— 2% :Z(wzo> '
n=0

w—2zo

12La k-esima derivata di flz si calcola usando le usuali regole di derivazione delle funzioni composte.
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Quindi, otteniamo®®

1 fw) 1 1 flw) Kfz-z2\"
ZW:/Y(U}—Zo)l—Z_ZOdeWi/Y w—zo);<w—zo> dw

w—2zo 0
: / > (z —20)"
=— f(w)
2mi ) = (w — zp)"t1
“+ o0
1 f(w)
= — dw - (z — z9)"
T;) 27t J., (w— zg) ! ( 0)
+oo
= an(z — 20)",
n=0

dove

1 f(w)
Ay = i [/ 7@) ) dw.

Quindi, f ¢ uguale a una serie di potenze in Bg(zp), e percio la Proposizione 5.4.4 ci assicura che
f ammette derivate complesse f*) di ogni ordine k € N, in Br(z) e che f*) & olomorfa in Br(zo)
per ogni k > 1. Applicando questo risultato per ogni zg € €2, troviamo'# che f ammette infinite
derivate olomorfe in tutto 2. Infine, grazie alla Proposizione 5.4.4 sappiamo che

+oo

f®(z) = Z nn—1)...(n—k+1an(z — )" *

n=k

per ogni k > 1, e dunque, se poniamo z = zg, otteniamo
f(k)(Zo) = k?(ki — 1) ce 1ak = k'ak

da cui si ricava

1 f(w) %)
L w dw = a = .

278 — zp)kt+1 k!

O

Osservazione 5.4.7. Il Teorema 5.4.6 dimostra che ogni funzione olomorfa ¢ analitica, ovvero &
infinitamente derivabile e coincide con il suo sviluppo in serie di Taylor centrato in un qualunque
punto nel suo dominio (e convergente in un opportuno cerchio).

Infatti, cid ¢ ben noto per i principali esempi di funzioni olomorfe (oltre ai polinomi), ovvero
la funzione esponenziale, il seno e il coseno, che soddisfano:

+o0 P +o0 z2n+1 +oo Z2n
e* = Z g sin(z) = Z(fl) ESk cos(z) = Z(fl) )l
n=0 n=0 n=0

Notiamo inoltre che queste tre serie hanno raggio di convergenza R = 400, e cio & coerente con il
fatto che le rispettive funzioni sono in effetti intere, ovvero olomorfe sull’intero piano complesso.

Osservazione 5.4.8. Un’altra conseguenza del Teorema 5.4.6 ¢ che ci permette di ampliare le
conclusioni dell’Esempio 5.3.9 a curve pit generali. Precisamente, sia v € C{ ([a, b]; C) una curva
semplice e chiusa, percorsa in senso antiorario, e sia zg € D(7). Allora per n € Z abbiamo

1 1 1 sen=1
2mi J., (2 — 20) 0 sen#1.

Infatti, se n < 0, stiamo integrando una funzione olomorfa, e quindi il risultato ¢ una conseguenza
del teorema integrale di Cauchy; invece, se n > 1, si tratta di applicare il teorema 5.4.6 alla funzione
f(z) =1, il cui sviluppo in serie di potenze ovviamente soddisfa ag = 1 e ay = 0 per ogni k > 1.

131,0 scambio fra serie e integrale & estremamente delicato, e in generale non & possibile. Tuttavia, si pud dimostrare
che, sotto queste ipotesi, ¢ corretto. Omettiamo questi dettagli tecnici.

14 A rigore, bisognerebbe verificare che le diverse serie coincidano sulle intersezioni dei diversi cerchi dove sono
definite, ma omettiamo questi dettagli tecnici.
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5.5 Funzioni meromorfe e teorema dei residui

Definiamo una classe di funzioni che sono olomorfe tranne in un numero finito di punti'®.
Definizione 5.5.1. Una funzione m ¢ meromorfa in ) se puo essere scritta come

z

i) = 16

p(z)

dove p & un polinomio e f & una funzione olomorfa in € tale che f(z) # 0 per ogni z € QN Z(p). La

funzione m & definita su Q\ Z(p). I punti in Z(p) N sono i poli (o le singolarita) di m. Diciamo
che un polo zy € Z(p) N & di ordine k € N, se p & divisibile per (z — z)*, ma non per (z — zo)**1.

)

Osservazione 5.5.2. Tutte le funzioni razionali fratte di variabile complessa sono funzioni me-
romorfe. Inoltre, ogni funzione meromorfa ¢ olomorfa al di fuori dei suoi poli, ovvero in \
Z(p).

Notiamo poi che talvolta non viene richiesto nella definizione di funzione meromorfa m che il
numeratore f non si annulli negli zeri del denominatore: non ¢ infatti strettamente necessario.
Tuttavia, senza questa ipotesi, potrebbe non essere pitt sempre vero che i punti in Z(p) N siano
dei poli, ovvero punti dove la funzione m non & olomorfa, o che abbiamo un certo ordine. Infatti, se
f(z0) = 0, cio significa'® che esiste j € N, e g : Q — C olomorfa in €, tale che f(z) = (2 — 20)7g(2)
e g(z0) # 0. D’altra parte, se abbiamo anche zg € Z(p) N, allora p(z) = (z — 29)*q(2) per qualche
k € N e qualche polinomio ¢ di grado minore di p e tale che ¢(zo) # 0. Quindi, se j > k, ne segue
che

m(z) = 1) =(z— zo)j_kM

p(2) q(2)
e questa funzione & chiaramente derivabile anche in zy, di modo che m & in realta olomorfa in
(Q\ Z(p)) U{z0}. Se invece 1 < j < k, allora zy ¢ un polo di m, ma di ordine k& — j, e non
k. Per questa ragione, ¢ pitt semplice chiedere che f(zp) # 0, ovvero, in un certo senso, lavorare
direttamente con una “frazione irriducibile”. Un esempio concreto di questo caso ¢ dato dalla

sin(z)

z
di potenze, vediamo facilmente che

funzione , che non ¢ immediatamente definita in zg = 0. Sfruttando pero lo sviluppo in serie

sin(z) 1 JFZOO( 1y z2n+l f( 1y Pk
- = B AT -V S
z z = @En+1)! (2n+1)!
e quest’ultima serie &€ ovviamente ben definita e convergente su tutto C, di modo che la funzione
sin(z
= I sin(z) se z#£0
M =2 0 g,
n=0 : 1 se z =0
¢ intera (e in particolare senza alcun polo). Cid & legato al fatto che zy = 0 ¢ una discontinuita
o N ) sin(x)
eliminabile, esattamente com’e noto nel caso reale per funzione ———.
x
eZ
Esempio 5.5.3. La funzione m(z) = — 1 ¢ meromorfa in C e olomorfa in C\ {4, —i}, con poli
z

z = &i.
Teorema 5.5.4 (Sviluppo di Laurent per funzioni meromorfe). Sia m = % una funzione
meromorfa non banale in Q0 (ovvero, tale che f non sia la funzione nulla) e sia zo € Z(p) NQ un
polo di ordine k € N. Allora esiste r > 0 tale che m ¢é olomorfa in

B.(20)\ {20} ={2€C:0< |z — 2| <r}
ed esistono dei coefficienti {a,}>° , C C tali che a_, #0 e

a_p a_py1 a_1

miz) = (z—20)F (2 —20)"! +"'+m+a0+a1(z_20)+"'+an(Z—ZO)"+“'
“+oo
= Z an(z — 20)" per ogni z € Br(20) \ {20}
n=—=k

151n realta, esiste una definizione pill generale, comunemente usata in Analisi Complessa, ma quella che diamo &
sufficiente ai fini di questo corso.
160Omettiamo la dimostrazione di questo fatto.
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Dimostrazione. [Non vista a lezione.] Dato che zg ¢ un polo di ordine k£ > 1, abbiamo p(z) =
(2 — 20)*q(2) per un qualche polinomio ¢ di grado inferiore a quello di p tale che g(z) # 0. Quindi,

abbiamo
PR (NN (N S i)
p(z) (2= 20)Fq(2) (2 —20)" q(2)’

e la funzione 5 ¢ olomorfa in B,(zg) per qualche r > 0 tale che ¢(z) # 0 per ogni z € ) tale che

|z — zo| < r (visto che ¢ ha un numero finito di radici, si puo sempre trovare tale r). Percio, m ¢
olomorfa in By(z9) \ {20}, e possiamo scrivere lo sviluppo in serie di 5 centrato in zo, per ottenere

(Z — Z())

+o0o +oo +oo
R e Raem) SUTCEEDIED SUNCEEDIE) DSIEEEOR
n=0 n=0

n=—k

che ¢ lo sviluppo di m che dovevamo dimostrare, se poniamo a,, = b,+. Inoltre, a_j # 0, poiché
by # 0, dato che f(zg9) # 0. Infine, lo sviluppo in serie di 5 converge in B;.(zp), visto che & una

funzione olomorfa, e quindi lo sviluppo di m converge in B,.(z) \ {z0}- O

Esempio 5.5.5. Sia m(z) = , che & ben definita e olomorfa in C\ {1, —1}. I suoi poli sono

2
22
quindi z = +1. Sfruttando il calcolo della serie geometrica complessa, scriviamo lo sviluppo di
Laurent di m in zy = 1:

) 1 11 1 1 1 1 1 1
mlz) = = = = =
22-1 z-1z41 2z-1z-1+42 2>z-1)1+22 20z-1)1-12
+o00o n +o00o +oo
1 z—1 (=n" n—1 (_1)n+1
=2(21)ZO<—1>”( 5 ) = Gmrm DT =Y e e
1 1 —1 —1)2 —1)3
_ G VR ViR G VN
2(z—1) 4 8 16 32

e osserviamo che questa serie converge se e solo se 0 < |z — 1] < 2, ovvero in
By(H)\ {1} ={z€C:0< |z—1| <2}

Definizione 5.5.6. Sia m una funzione meromorfa in ) e sia zy € 2. Se zg € un polo di m, allora
il coefficiente a_1 dello sviluppo di Laurent di m in zg ¢ il residuo di m in zg, e scriviamo

a—1 = Res(m(z),z = 2p).
Se zp non ¢ un polo di m, allora poniamo Res(m(z), z = z9) = 0.

Osservazione 5.5.7. Se m ¢& una funzione meromorfa e z5 € §2 non & un polo di m, allora lo
sviluppo di Laurent di m in zp € semplicemente lo sviluppo in serie di potenze di m centrato in
zp. Quindi, & sensato porre a_1 = 0 in tal caso, e questo giustifica 1’estensione della definizione di
residuo per i punti di Q\ Z(p).

Vediamo come ¢é possibile calcolare il residuo di una funzione meromorfa in un punto senza per
forza calcolare lo sviluppo di Laurent.

Proposizione 5.5.8 (Caratterizzazione del residuo). Siano m una funzione meromorfa in
e zg € Q). Se m ha un polo di ordine 1 in zqy, allora

. f(20)
= =1 — = . 5.1
Res(m(z),z = zp) ZLIEIO(Z z0)m(z) (o) (5.5.1)
Se zg € un polo di m di ordine k > 2, allora
1 ) dk—l A
Res(m(z),z = zp) = lim [(z — z0)"m(2)]. (5.5.2)

(k —1)! 2520 dzk—1
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Dimostrazione. Se zg € un polo di m di ordine 1, allora per il Teorema 5.5.4 esiste r > 0 tale che

a— a
m(Z):Z_lzo+a0+a1(z—20)+"'=Z_lzo—i—zan z—2zo)"
n=0

per ogni z € § tale che 0 < |z — zp| < r. Allora ¢ chiaro che

+o00
lim (z — z9)m(z) = lim a_; + (2 — 20) Zanz—zo) =a_1 = Res(m(z),z = zp).

zZ—r 20 zZ—r20 0
n=

Ora, dato che f & olomorfa, in particolare & continua. Inoltre, p(z9) = 0, per definizione di polo, e
dunque

i —zo)m(z) = lim (z — % f(z): im zw: im fz) :f(ZO)
zli{rzlo(z 0) ( ) Zl—>20( 0)]9(2) zl—>zo f( )p(z) — p(ZO) z1—>zo <p(2)p(20)> p’(zo) .
(z— 20)

Se invece zy € un polo di m di ordine k£ > 2, allora per il Teorema 5.5.4 esiste r > 0 tale che

f— aik aik+1 .« .. 7a71 J—
m(z) = G2 + (= 20)F +- =) +ag+ai(z—2z)+...
c—1 a +oo
_ —k+j n
_jz:;) 20 +nz:%an(z 20)

per ogni z €  tale che 0 < |z — zp| < 7. Quindi vediamo che

k—1

(z — z0)*m(z Za kﬂz—zo (z — 20) Zanz—zo
=afk+afk+1(Z—Zo)+"'+a71(2—20)k71+a0(2—20)k+a1(2—zo)k+1+~~7

e percio, visto che

& —I(z—20)"] = {(llj)‘(zzo)l 7oselsjsi

dzi 0 sej>1+1"
abbiamo
k-1 . (k+1)! 2
W[(z—zo) m(z)] = (k—Dla_q + klag(z — 20) + 5 ar1(z—20)"+...
n+k)! n
= Do+ 3 e o
—+oo
(n+k)!
:(k*1)|a_1+(2720)20m (Z*Z()) 5
n=
e questo conclude la dimostrazione. O

I residui giocano un ruolo fondamentale nel calcolo degli integrali curvilinei di funzioni mero-
morfe, come mostrato nel seguente fondamentale teorema.

Teorema 5.5.9 (Teorema dei residui). Siano m = % una funzione meromorfa in €, sia y €

CL([a,b]; Q) una curva semplice e chiusa, che sia deformabile con continuita a un punto in Q,
e che sia percorsa in senso antiorario. Supponiamo inoltre che v non passi per nessun punto in

Z(p), ovvero ¥([a,b]) N Z(p) = 0. Allora abbiamo
L m(z)dz = Z Res(m(z),z = w) = Z Res(m(z),z = w).

2mi J weD() weD()NZ(p)
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Dimostrazione. [Non vista a lezione.] Se non ci sono poli di m in D(7), allora si pud mostrare!”

che m & una funzione olomorfa in un aperto Q' C € tale che v([a,b]) C Q' e v & deformabile a un
punto in ©’. Quindi, in tal caso, per il teorema integrale di Cauchy, deduciamo che

1
— dz = 0.
9 Vm(z) z2=0

Assumiamo ora che ci sia un solo polo w € D(y) N Z(p). Allora si pud mostrare che esiste k > 1

tale che (z — w)*m(z) & una funzione olomorfa in un aperto ' C € tale che v([a,b]) C Q' e v &
deformabile a un punto in ©’. Ne segue che esiste una funzione olomorfa h : Q' — C tale che

m(g):ﬁ+...+%+h(z) per ogni z € ',z # a.

Allora, grazie al teorema integrale di Cauchy e all’Osservazione 5.4.8 otteniamo

1
dz + mLh(z) dz = a_1q.

1 1 _ 1 —
Py m(z)dz:f,/aikkdz+--~+7. =
2mi J, 2mi /., (2 —w) 2mi ),z —w

Infine, se ci sono pit poli in D(7), allora l'idea ¢ di tagliare la curva v di modo da vederla come
la somma di curve chiuse e semplici, deformabili a un punto in ) e percorse in senso antiorario, e
tali che ciascuna di queste curve circonda un solo polo in D(7). O

5.6 Applicazioni del teorema dei residui al calcolo di inte-
grali

Vediamo ora varie applicazioni del teorema dei residui al calcolo di integrali reali.
+oo

Esempio 5.6.1. Mostriamo come calcolare / dx tramite il calcolo dei residui, in alter-

1422
nativa alla formula integrale di Cauchy applicata nell’Esempio 5.3.14. La funzione m(z) = ﬁ
¢ chiaramente meromorfa in C, con poli nei punti {i, —i}. Come in precedenza, consideriamo la
curva C' a tratti, semplice e chiusa, e percorsa in senso antiorario

— 00

F'r =9r + (R,
dove

e 7R & la semicirconferenza di raggio R centrata nell’origine nel semipiano {y > 0}, percorsa
in senso antiorario, parametrizzata ad esempio da ygr(t) = Re® per t € [0, 7],

o /& il segmento sulla retta reale che va da —R a R, parametrizzato ad esempio da ¢r(t) =t
per t € [-R, R].
Visto che C e semplicemente connesso, I'g € deformabile a un punto. Inoltre, & chiaro che non

passa per nessuno dei due poli di m. Osserviamo poi che, per R > 1, D(I'g) contiene solo il polo
zog = 1, che e di ordine 1, dato che

24+ 1=(z+1i)(z—1),
e il cui residuo ¢ dato da
) . , . Z—1 . 1 1
Res(m(z),z =1i) = Lg(z _2)1—|—z2 = ilgi(z—iz)(z)—z) = ngtzi—m =5
grazie alla Proposizione 5.5.8. Di conseguenza, otteniamo

1 1 1

- T dr= —
omi Jo, 1+ 2297 2

1
/ 72dz=7r.
FR1+Z

A questo punto, si scrive 'integrale curvilineo come la somma dell’integrale sulla semicirconferenza
e quello sul segmento, per poi passare al limite per R — 400 come mostrato nell’Esempio 5.3.14.

e quindi

17Qui e nel seguito omettiamo i dettagli tecnici.
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+oo
1
Esempio 5.6.2. [Non visto a lezione.] Calcoliamo / T34 dx.
x

Allo scopo, osserviamo che la funzione m(z) = ﬁ ¢ chiaramente meromorfa in C, e i suoi
poli sono le soluzioni dell’equazione

— 00

, v 8e i5m T
=—l=e" = ze{e“’e“,e“,e“}.

Ciascuno di questi poli ha ordine 1, dato che ciascuna soluzione dell’equazione ha molteplicita 1,
e abbiamo 4 . ; .
D) =(z—eT)(z—eT)(z—eT)(z—eT).

Consideriamo la curva C! a tratti, semplice e chiusa, e percorsa in senso antiorario
I'r =R+ g,
dove

e 7gr & la semicirconferenza di raggio R centrata nell’origine nel semipiano {y > 0}, percorsa
in senso antiorario, parametrizzata ad esempio da yg(t) = Re" per t € [0, 7],

o (g ¢ il segmento sulla retta reale che va da —R a R, parametrizzato ad esempio da {r(t) =t
per t € [-R, R].

Visto che C ¢ semplicemente connesso, I'r ¢ deformabile a un punto. Inoltre, ¢ chiaro che non

passa per nessuno dei due poli di m. Osserviamo poi che, per ogni R > 1, D(I'g) contiene i poli

{ei%,ei%}. Per calcolarne il residuo, notiamo che m(z) = fézg per f(z) =lep(z)=z2t+1,e

quindi, dato che p/(z) = 423, i residui in questione sono dati da

‘m 1 1
Res(m(z),z =¢€'%) = — = ———,
ez =) = Sy = oy
3 1 1 1
Res(m(z),z = eiT) = -

= ox T
P (ei%") 4et T 4e'T

1 1 1 1 1y s ,ﬂ>1<\f\f\f\f>
4

—_— 7d = —_— 7_7\,:—(_14 —ty
omi Jo, T+ AT T T Taer a\® e 2 2 T2 T

V2
4 b

e quindi

/ 1 V2
ﬁdzz—ﬂ'.
FR1+Z 2

D’altra parte, per definizione di I'g, abbiamo

/ LI /W L Ri “dt+/R L
——dz = ———— Rie — dt.
Tr 1 +Z4 0 1 +R4€4’Lt _R 1 +t4

Percio, ci rimane solo da mostrare che l'integrale sulla semicirconferenza va a 0 per R — +oc:
grazie alla disuguaglianza triangolare, abbiamo che

|1+ R'e™| > ||[R*e"| - 1| =|R* = 1| =R*— 1 per R> 1,

e quindi

T Rie® T |Rie"|
————dt| < dt = —> 0 R— .
/0 11 Righit ‘ = /0 11+ Rtedit| 4zt| / R 1 7TR per oo

In conclusione, otteniamo
/+°° L i B i V2 /’T Rieit ” V2
Tz 4= — = lim —_—T — _— = .
o LItat Rotoo | pltat  Rotee\ 2 ° Jy 1+ Rickit 2 "
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Questi esempi suggeriscono un risultato generale sul calcolo degli integrali sulla retta reale di
funzioni razionali fratte.

Proposizione 5.6.3. Siano p,q polinomi reali di grado n, k, rispettivamente, tali che
k>n+2.

Allora, se yr(t) = Re®, per R >0 et € [0, 7], abbiamo

Z
. 6.1
Ra+a3/p Z (56 )

Assumiamo inoltre che Z(q)NR = (), ovvero, nessuna delle radici di q é reale, e che Z(p)NZ(q) =0,

ovvero p e q non hanno fattori in comune (e quindi la funzione razionale fratta = ¢é irriducibile).
q

Allora, se poniamo Z(q)t ={w € C: q(w) =0 e Im(w) > 0}, abbiamo

/m U > Res (58, z= w) : (5.6.2)

— 4(2) weZlot

In particolare, se tutti poli di L sono di ordine 1, ovvero le radici di q sono tutte distinte, abbiamo
q

ﬁ m p(w)
/ (x) =2mi Yy Jlw) (5.6.3)

wEZ(q)Jr

Dimostrazione. Abbiamo
Zajzj e q(z Zb 27

per certi coefficienti ag, a1, ..., an, b, bl, ...,bp € R, con a, # 0 e by # 0. Per la disuguaglianza
triangolare, abbiamo

n
p(2)] <Y lagll=
§=0

k-1 k—1
()] > |[il121* = |3 0527 | | > oallzl* =Y [yl > 0,
j=0 j=0

dove l'ultima disuguaglianza vale per |z| sufficientemente grande tale che

|bx| — Z |Z|k 720

Di conseguenza, se R soddisfa la stessa condizione, vediamo che

/ Zg;dz _ /0”29(36’7) Rz’e”dt‘ S/O” |p(Re )IRdt

q(Re™) lg(Re™)]
. n i n—1 J
< / iz lo|P Rdt = Rn+1fk77|a”| + Y50 s
—_— k_l . " .
0 |bx|RE = 32370 [bs|RY bk — 3520 s

Di conseguenza, si ottiene (5.6.1) prendendo il limite per R — +00. Se poi le radici di ¢ non sono

reali, allora la funzione L integrabile (in senso improprio di Riemann) su (—oo, +00), ovvero,
q
R 400
lim @d;p:/ 2@ 40 e R
R—+too J_ g q(x) oo (@)

Quindi, applichiamo il teorema dei residui alla curva C' a tratti, semplice e chiusa, e percorsa in
senso antiorario

I'r =vr + (R,
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dove ¢g ¢ il segmento sulla retta reale che va da —R a R, parametrizzato ad esempio da {g(t) =t
per t € [—R, R]. Visto che C ¢ semplicemente connesso, I'gr & deformabile a un punto. Inoltre, &

chiaro che, per R abbastanza grande, I'r non passa per nessuno dei poli di E, ovvero le radici di
q

q, e che Z(q)™ C D(T'g). Quindi, per il teorema dei residui, otteniamo

px) _ N_ L [p@), 1 e, L [T
Z+Rcs(q(z)’z_ )_27”' /FR q(Z)d  2mi /w q(Z)d T omi g at) .

weZ(q)

di modo che la formula (5.6.2) si ottiene prendendo il limite per R — 400, grazie a (5.6.1). Infine,
(5.6.3) segue da (5.5.1). O

In particolare, questo risultato ¢ valido solo per denominatori ¢ di ordine pari, dato che un
polinomio a coefficienti reali puo avere solo radici in C \ R se e solo se ha ordine pari.
Vediamo un’applicazione di questo risultato.
+oo 1

Esempio 5.6.4. Calcoliamo [m mdw.

In questo caso, p(z) =1 e q(2) = (1 + 22)? = (2 +4)?(z — 9)?. Di conseguenza, Z(q) = {i, —i},
ed entrambi i poli sono di ordine 2. Inoltre, Z(q)™ = {i}. Quindi, grazie a (5.5.2), vediamo che

1 d 1 d 1
L —i) =1im X a2t lim &2 (=
Res ((1+z2)2’z ’) 20 dz <(Z i) (1+z2)2> 20 dz ((z+i)2>

2 2 i

i s 4

Percio, applicando (5.6.2), otteniamo

400
1 ) 1 . T
/_OO 7(1—!—3:2)2 dr = 2wt Res <(1+22)2,Z—Z> =5

D’altra parte, notiamo che la Proposizione 5.6.3 si applica a funzioni razionali irriducibili, quindi
& necessario semplificare prima la funzione razionale, di modo che il numeratore non si annulli negli
zeri del denominatore.

T p—1

Esempio 5.6.5. Calcoliamo / 5 dz.
oo 1—2

Chiaramente, (1 — z3) ¢ divisibile per (z — 1), poiché z = 1 ¢ una soluzione dell’equazione
—2% 4+ 1 = 0: nella fattispecie, abbiamo

1—23 =0 —2)(z? +x+1).

Quindi,
r—1 1
1—a23 a224z4+1
+oo 1
e si tratta quindi di calcolare / -7 dx.
feo TP Fx+1

Percio, in definitiva abbiamo p(z) = 1 e ¢(z) = 22+ 2+ 1, con ¢'(2) = 2z + 1. Le soluzioni
dell’equazione 22 + z + 1 = 0 sono

—1+iV/3 . —1-i/3
2 2

e abbiamo

1 —1+iV3 1 1
Res| 5————.2= = ' = .
224 z2+1 2 —14+ivV3+1 V3

In conclusione, grazie a (5.5.2), otteniamo

/+Oom_1dm /+OO 1 dx 271 1 27
_— = — _— = —2Ml—— = ——.
oo 123 o T2 +1 iv3 V3
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Inoltre, osserviamo che il teorema dei residui puo essere usato per calcolare l'integrale che
definisce la trasformata di Fourier di funzioni razionali. Tratteremo I’argomento nel capitolo 7.

Infine, notiamo che il teorema dei residui si puo applicare anche al calcolo di integrali di funzioni
trigonometriche su [0, 27]. Illustriamo l'idea di fondo con un esempio.

1

2
E io 5.6.6. Calcoli —dt
sempio alcollamo /{; 5 T 4cos<t)

Allo scopo, osserviamo che

it —it 1 1 .
cos(t) = % =3 (z + z) per z = e'’.

Quindi, se v(t) = e per t € [0, 2], abbiamo

2 1 27 1 27 6zt
o D+4cos(t) o D+ 2et 42 o 2% 4 5eit + 2
1 1
=- | = d=.
i L 22 +5:+2

Percio, applichiamo il teorema dei residui alla curva v e alla funzione meromorfa

1
T 22245242

m(z)

che ha come poli (di ordine 1) le radici di p(z) = 222 + 5z + 2, ovvero 2 = —2 e 2 = —3.
Chiaramente, solo f% € D(v) (e nessuno di questi poli giace sulla circonferenza ), e percio, dato
che p/(z) = 42 + 5, abbiamo

1 1 1 2mi 2mi
/27dz:27riRes <,z> :,Lzl:ﬂ.
722 +5z+42 p(z) 2 P (_E) 3

[l ()
o BH+dcos(t) i\ 3 ) 3°

In conclusione,

In generale, vale il seguente risultato.

Proposizione 5.6.7. Sia R(z,y) una funzione razionale fratta in (x,y) € R%. Assumiamo che
R(cos(t),sin(t)) € R per ogni t € [0,27]. Allora abbiamo'®

- Rcos(t),sin(t))dt =2 > Res (iR (Z i %, ‘ ,i) = w) . (5.6.4)

0 2 21
w:|w|<1

Dimostrazione. Se z = e per t € [0,27], notiamo che

it —it 1 1
cos(t) = %:5 <z+>,

) (t)_ eit_e—it B 1 1
S AT A

18 Assumiamo implicitamente che la funzione razionale in z al secondo membro di questa equazione sia gia espressa
in forma irriducibile, ovvero che numeratore e denominatore non abbiano fattori in comune.
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Allora, se y(t) = €' per t € [0, 27|, per il teorema dei residui otteniamo
2

27 it —at it
R (cos(t), sin(t)) dt = / R(e rte ¢
0 0

_ it
, dt
2 2 )
2 it —at it —it
1 i - .
— —R e’ re € © iet dt
0 ’L@Lt

2 ’ 21
1 1
:/lR 2tz 273 4
iz 2 2

1 1 (241 -1
25271-@' Z Res<2R< 22, 2iz>,z:w>
weD(7)

1 (z+1 2-1
=27 Z Res(R(z,,z),z:w>.
w:|w|<1 o 2 2i

Vediamo alcune altre applicazioni.

2m
Esempio 5.6.8. Calcoliamo/ sin®(¢) dt

0
In questo caso, abbiamo R(x,y) = 3>, e grazie a (5.6.4) otteniamo

/27r (1 s 1N\3

.3

sin”(t) dt = 27 g Res < Z> ,zw).
0 w:|w|<1 z 2

Consideriamo quindi la funzione meromorfa

12—\ 20-3043:2 1 0_3043:2 1
m(z) = — - = - =1 )

z 21 —8iz4 824

il cui unico polo ¢ z = 0, che ha ordine 4. Percio vediamo che

28 =324 +322 -1
m(z) =1

(P33 1
824 T \8 8 ’

7 aa
k= 4:

di modo che a_; = 0 in questo sviluppo di Laurent. Alternativamente, applichiamo (5.5.2) per

_1\3 3
Res<1(22_2> ,Z())llimd(‘
z i

253244322 -1\ i i 1202° — 722 0
6250 dz3 \ 8 T 6250 8 -
In entrambi i casi otteniamo

2m 1 /-1 3
/ sin®(t) dt = 27 Res ( ,z> ,2=0|=0.
0 z 24

Peraltro, si poteva dedurre direttamente tale risultato in virtu della periodicita del seno.
2m 1
Esempio 5.6.9. Calcoliamo /
0

———dt,pera,beR,a>b> 0.
a + bcos(t)
In questo caso, abbiamo
1
R = —
(@y) =
e grazie a (5.6.4) otteniamo
2m
1 1 1
/ bidtzhr Z Res ST I AT W
o a-+bcos(t) o Za4b (Tz)
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Consideriamo quindi la funzione meromorfa

(ol 1 B 2
me _Za—i—b(ﬁ) T b2242az+ b’
2

i cui due poli sono dati dalle soluzioni (reali) di bz2 + 2az + b = 0, ovvero

—a £ vVa? —b?
—

Osserviamo che

|_a_m
b

_a_|_,/a2_b2
b

a—+va? —b?
= < 1.
b

a+vVa? —b?
b >

1e|

Percio, dato che, se p(z) = bz + 2az + b, allora p/(z) = 2bz + 2a, e applichiamo (5.5.1):

Re 2 —a+vVa? —b? 2
S == -
2% (L W) +2a

bz2+2az+b72_ b

1 1
—a+vVaZ—b2+a VaZ-b2

di modo che

27 _ Ja2 —_ h2
/ 1dt27rRes< 2 _—atva b> 27
0

a + bceos(t) bz +2az +b b 202
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Capitolo 6

Serie di Fourier

Sia T > 0. Una funzione f : R — C & periodica di periodo T se f(t+T) = f(t) per ogni t in
R. Quindji, si puo identificare f con una funzione f : [a,a +T) — C, per qualunque a € R fissato.
Considereremo principalmente f:[0,7) - Ce f: [—%, %) — C.

6.1 Spazi LP((0,7))

Definizione 6.1.1. Sia f :[0,7) — C. Per p € [1, +00) definiamo le norme LP([0,T))? come

T %
£l ze o)) = </o |f()P dt) ,

dove l'integrale va inteso in senso improprio su [0,7"). In particolare,

T
e sep=1, [flloqory = / on:

T
e sep=2, [ fleom) = / F(0)2 dt.

Date due funzioni fi1, f : [0,7) — C tali che [[fj|[zr(jo,7)) < +00 per j = 1,2, le identifichiamo
se fi(t) = fa(t) per quasi ogni t € [0,T)3, e in tal caso scriviamo f; ~ fa, e diciamo che fi e fo
fanno parte della stessa classe di equivalenza. Definiamo LP([0,7)) come 'insieme delle classi di
equivalenza di funzioni f tali che || f||zr(jo,7)) < 4o00.

Con un piccolo abuso di notazione, parliamo comunque di funzioni f € LP([0,T)), anche se, a
rigore, dovremmo dire che f & una funzione la cui classe di equivalenza appartiene a LP([0,T)).
Gli spazi LP([0,T)) sono degli spazi vettoriali, come R™, benché di dimensione infinita.

Proposizione 6.1.2. Sia p € [1,400). La norma LP([0,T)) é omogenea, ovvero

lafllzr o,y = lal Il fllzr 0,7y

per ogni f € LP([0,T)) e a € C, e soddisfa la disuguaglianza triangolare:

If +gllzeo,ry) < I fllzeqory) + lgllzeo,ry) per ogni f,g € LP([0,T)).

Quindi, LP([0,T)) é uno spazio vettoriale, ovvero, per ogni f,g € LP([0,T)) e a,b € C, abbiamo
af +bg € LP([0,T)).

IParte di questo capitolo & basata sul libro Matematica per I’Ingegneria dell’Informazione di Giulio Cesare
Barozzi.

2Talvolta si scrive LP(]0,T);C) per sottolineare che la funzione & a valori complessi, ma qui omettiamo tale
simbolo, dando per scontato che tutte le funzioni lo siano, visto che R C C. Inoltre, non é difficile notare che questa
definizione si estende facilmente a ogni tipo di intervalli [a, b] o (a,b) o (a,b], ma tuttavia cid va al di la degli scopi
di questo corso.

3Nel senso della definizione data alla fine della sezione 2.2.
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Dimostrazione. L’omogeneita della norma ¢ un’ovvia conseguenza della definizione di modulo.
Omettiamo invece la dimostrazione della disuguaglianza triangolare. Date queste due proprieta
della norma, vediamo che, per ogni f,g € L?([0,T)) e a,b € C, abbiamo

laf +bgllLr o)) < llafllLeo,ry) + 10gllLeo,1y) = lal | fllzeo,7)) + [0l l9]l e (0,7)) < 00,

e dunque af +bg € LP([0,T)). O

Lo spazio L?([0,T)) gode di particolari proprieta che lo rendono, euristicamente parlando uno
spazio euclideo di dimensione infinita. Nello specifico, si pu0 definire una nozione di prodotto
interno che € coerente con la norma.

Definizione 6.1.3. 1l prodotto scalare tra f,g € L?([0,T)) & definito da

T
Fhizomy = [ fOaO @
Questo prodotto scalare soddisfa le seguenti proprieta.

Teorema 6.1.4. Siano f,g,h € L?([0,T)) e a,b € C.

i) Linearita rispetto a f e linearita-coniugata rispetto a g di (f, 9>L2([0 Ok

(af +bg, 1) 200y = @ {F D) 2oy + 049 B L2 o)

(hyaf +b9) 1201y = @0 ) 20y + 0 (0 9) 201 -
it) Non degenerazione:
(P r2qory = 1220y 20 per ogni f € L*([0,T))
e
<f7f>L2([O,T)) =0 se e solo se f =0 in L*([0,T)), ovvero f(t) = 0 per quasi ogni t € [0,T).
i1i) Quasi-commutativita:
(9, ) 2oy = (f,9) 9) 12(j0,1))-

i) Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz:
{9 2o,y | < I 2o,y 9l 22 o,my)-

In analogia a quanto abbiamo visto per lo spazio euclideo R™, possiamo dare una nozione di
distanza su L?([0, 7)), ponendo

d(f,g) = |If — gllr2(o,r)) per ogni f,g € L*([0,T)).

Notiamo che il quadrato di questa distanza soddisfa un’utile identita che ci servira nel seguito per
semplificare i conti.

Corollario 6.1.5. [Non visto a lezione.] Per ogni f,g € L?([0,T)) abbiamo

1f = 9120, = 1 F 120,09 + 1911720.7y) = (F+ 9 L2o.my) = (95 F) 2o,y
= IF 120y + 191320,y — 2Re (212010 ) -

Dimostrazione. [Non vista a lezione.] La prima riga segue immediatamente dal fatto che
I1f = 9ll72qo.ry) = (F = 95 F = 9 2oy »

mentre per la seconda usiamo (g, f) 12 (jo.y) = =(f,9) 9 12(0,1)) U
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In particolare, L2([0,T)) ¢ un sottospazio di L([0,T)), lo spazio delle funzioni il cui modulo &
sommabile.

Corollario 6.1.6. Vale linclusione L*([0,T)) € L*([0,T)), e per ogni f € L*([0,T)), abbiamo
f € LY[0,7)) con
111z 0.0y < VTNl o, my)-

Dimostrazione. Se f € L*([0,T)), per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz abbiamo

T
||fHL1([o,T))=/O f@O1-1dt = ([ f, D207y < If 20,0 1 22(0,7)) 5

e quindi e sufficiente osservare che

T
111l £2(j0.7)) = ,// 1dt = VT.
0

Per vedere che 'inclusione ¢ stretta, ¢ sufficiente considerare la funzione

1
_ )i sete (0,7)
S {O set=0

)

che soddisfa f € L1([0,T)) \ L*([0,T)), dato che

tL d Vit LT 2 Nl d
I £l 22 jo,7)) /o 7i [ }0 e 2o, /0 n +00
O

Definizione 6.1.7. Siano f,g : R — C funzioni T-periodiche tali che f,g € L*([0,T)). La
convoluzione di f e g, f *xg: R — C, & definita da

(f * 9)(t /ftw

Notiamo che, grazie alla periodicitd, la convoluzione di due funzioni periodiche (se & ben
definita) dipende solo dai valori di f su [0,T): infatti, per ogni ¢t € [0,T") abbiamo

/OT f(t—s)g(s)ds = /Ot ft—9)g(s)ds+ /tT f(t—s)g(s)ds

t T
:/fwﬂM@@+/f@+wwmwm
0 t

se questo integrale converge.

eT+t—s € (t,T) per ogni s € (¢,T). Formule analoghe valgono per t < 0 e ¢ > T. Inoltre,
il prodotto di convoluzione & simmetrico, quando & ben definito, ovvero f x g = g * f, e vale il
seguente risultato.

Proposizione 6.1.8. Siano f,g : R — C funzioni T-periodiche tali che f,g € L*([0,T)). Allora
f*g € LY[0,T)) ed ¢ T-periodica. Se poi f o g appartengono a L*([0,T)), allora fxg € L?([0,T)).

6.2 Coefflicienti di Fourier

Per n € Z, definiamo le funzioni T-periodiche

en(t) 1= e F™ = cos Q—Wnt + isin 2—7Tnt
n A - T T M
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Infatti, eg(t) =1 e, per n #0, e, € %—periodica, quindi T-periodica, in particolare. Ovviamente
en € L2([0,T)) per ogni n € Z, dato che |e,(t)| = 1 e quindi

[ T
llenllz2o,m)) = / 1dt = VT per ognin € Z.
0

Osserviamo che valgono le seguenti relazioni di ortogonalita,

T T
<em7€n>L2([0,T)) = / em(t) en(t) dt = / €i2%mt B_i%nt dt
0 0

T
T / 1dt sem=mn
/ i2T (m—n)t dt = 0
0

= e’ T 1 T
;270
[,QﬂelT(m")t] sem#mn
iz (m —n) 0
T sem=mn T sem=n
= 1 i2 ( _ ) :{ B .
iZ(m —n) (6 m#n 0 sem#n

Percio, {e, }nez & una famiglia ortogonale di funzioniin L?([0,T)). In particolare, queste funzioni
possono essere normalizzate: se definiamo

N 1 ox
en(t) := —\FeZQT nt
allora otteniamo

_ 1 sem=n
{Emen)r2qor) =9

di modo che {e;, } nez € una famiglia ortonormale di funzioni. Talvolta, si preferisce questa variante
per definire le serie di Fourier, ma noi useremo la versione non normalizzata. Si puo dimostrare che
la famiglia {e, }nez € in effetti una base di L?([0,7')), ma ometteremo questo risultato profondo.

Definizione 6.2.1. Sia f € L'([0,7)). Per ogni n € Z, I'n-esimo coefficiente di Fourier di f &
dato da

sem#n’

7 1 T —i2%mt
fln) == fye T dt.
T Jo
Osservazione 6.2.2. Notiamo che i coefficienti di Fourier sono in effetti ben definiti, perché, se

f € LY([0,7)), allora
T
[ e
0

Se poi f € L*([0,T)), allora vediamo che

T
dt:/ |f(t)| dt < +oo.
0

-~ 1
f(n) = T (f, €n>L2([o,T)) )

ovvero i coefficienti di Fourier sono il prodotto scalare fra la funzione data e I’elemento n-esimo
della base ortogonale di L?([0,T)), a meno di un riscalamento uguale al periodo. Questa identita
non & valida per funzioni solo in L'([0, 7)), perché per tali funzioni il prodotto scalare non & ben
definito, in generale.

Come conseguenza immediata della periodicita di f e delle funzioni esponenziali complesse,
vediamo che i coefficienti di Fourier si possono calcolare su ogni intervallo di lunghezza uguale al
periodo.

Lemma 6.2.3. Sia f : R — C una funzione periodica di periodo T > 0 tale che f € L*([0,T)),
allora

a+T ;27 T 227
/ f(t)e_ZT"tdt:/ ft)ye Tt dt
a 0

per ogni a € R. In particolare,

o)== |7 p)e it ar. (6.2.1)



Dimostrazione.  Dato che f ¢ T-periodica, allora f(t +T) = f(t) per ogni t € R. Allora, se
a € [0,T], tramite il cambio di variabili ¢ = s + T, deduciamo che

a+T o T o a+T o
/ f(t)e—lT"tdt:/ f(t)e_’T"tdt—i-/ ft)ye T dt

a T

T a

- / F)e " Frhdt+ | f(s+T)e PFEED) gg
a 0

T Lo @ -2 T i 2T
= / ft)ye Tt dt 4+ / fls)e " T ds = / f(t)ye Tt dt.
a 0 0
Se poi a < 0 0 a > T, allora bisogna fare un cambio di variabili t = s 4+ kT per k € Z tale che

0<a—kT <T,di modo da poter poi replicare lo stesso argomento. (]

Molto spesso, la formula (6.2.1) ¢ utile nelle applicazioni, visto che permette di sfruttare
eventuali simmetrie della funzione rispetto all’origine.
Enunciamo alcune proprieta di base dei coefficienti di Fourier.

Teorema 6.2.4 (Proprieta fondamentali dei coefficienti di Fourier). Siano f,g € L*([0,7))
ea,p € C. Allora per ognin € Z

1) (linearita dei coefficienti) (amg) (n) = af(n) + Bj(n);
2) (coefficienti della derivata) se f: R — C é T-periodica e C1(R), abbiamo

2min -~

Fi(n) = 7 ();

e in generale, se f € C*(R) per qualche k € N, abbiamo
- 2rin\"* ~
) = (35 o

3) (coefficienti della traslazione) se f : R — C & T-periodica e se definiamo 7, f(t) := f(t —a) per
ogni a € R (che é una traslazione di f), abbiamo

4) (traslazione dei coefficienti) per ogni k € Z abbiamo
f(n—k) = Fex(n);

5) (coefficienti della convoluzione) se f,g: R — C sono funzioni T-periodiche, allora

fxg(n) =Tf(n)g(n).
Dimostrazione. 1l punto (1) & ovvio. Dimostriamo il punto (2), mentre (3), (4) e (5) sono lasciati
per esercizio.
Dato che e=™" = 1 e che f(0) = f(T) per periodicita, vediamo che

~ T om on T ) o
Py =g [ e Fra= g [roeF - 4 [ (F2) e
1

0

2min 1 2min ~

= F U@ = FO)+ T [ e F o ar = 2 ).

Se poi f € C*(R) per k > 2, ¢ sufficiente applicare questa formula iterativamente k-volte. O

Definizione 6.2.5. Sia f € L'([0,T))). La serie di Fourier associata a f &

“+oo N
~ om ~ o
E f(n)e!T™ = lim f(n)et Tt
N—+oco
n=-—oo n=—N

che definisce una funzione periodica di periodo T della variabile ¢, avente come dominio i valori di
t per cui la serie converge, ovvero il limite esiste finito.
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Per funzioni a valori reali, f : [0,7) — R, & utile poter esprimere i coefficienti e le serie di
Fourier solo in termini di numeri reali, ovvero tramite le armoniche reali, che sono gli elementi

della famiglia {cos (%”nt) ,sin (Q%nt) }nENo' Infatti, dato che

2 2 2 o
cos <;nt) =Re(e'F™) e sin (;m) = Im(e!F 1),

non & difficile mostrare che la famiglia delle armoniche reali & ortogonale.

Lemma 6.2.6. Per ogni T >0 e m,n € Ng abbiamo

T
/ cos 2—Wmt cos 2—7Tnt dt =
0 T T B
sem#n
T T
2 2 = =
/ sin( Lot ) sin | Znt)dt=142 *¢TMT" 70
0 T T 0 sem#nosem=n=0

T
2w 2w
i —mt —nt | dt =0.
/Osm(Tm)cos(Tn)

Dimostrazione. Dimostriamo solo I'identita per il prodotto di coseni, e lasciamo le altre due per
esercizio. Il caso m = n = 0 & ovvio. Siano quindi m,n € Ny, non entrambi nulli. Grazie alla
formula di Euler, vediamo che

T
2 2 1 or or om o
/ cos (Wmt> cos <7rnt) dt = 7/ (el%mt + 67’27"”> (el%m + e*l%”t) dt
) T T

T

0

T
/ <ei27“(m+n)t + eiz%(mfn)t +ei2%(n7m)t + 67i2%(m+n)t) dt
0

T

sem=n=~0
sem=n#0,

SRS

4
1
4
_ 1/ (ei%r(m—n)t + ez‘%’(n—m)t) dt
1), ’

dato che m + n # 0 implica

T i 2% (m4n)t
/ G (mmt gy _ | €T

ei27r(m+n) -1

i2E(m+n)

e ugualmente

efiZ'n'(ern) -1

2T (m + n)

_ZT

T —i2% (m+n)t
/ i)t gy Q‘ZT( :
0 —i 2 (m +n)

Ragionando in maniera del tutto analoga, osserviamo che

T T .
/ ei%’r(nb—n)t dt = / ei%’r(n—m)t dt = 0 sen 7& m ,
0 0 T sen=m

e quindi otteniamo

T T
2 2 1 o o
/ cos (;Tmt) cos (;m) dt = Z/ (el%(m—’”)t + e'%(”—m)t) dt
0 0

_ 140 sen#m
4

2T sen=m
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Definiamo quindi i coefficienti di Fourier reali.

Definizione 6.2.7. Sia f € L'([0,T)). Per ogni n € Ny, gli n-esimi coefficienti di Fourier reali di

f sono dati da
2 [T 2
ap = T/o f(t) cos (;m) dt,

T
b, = %/0 f(t) sin (?nt) dt.

In particolare, se n = 0, abbiamo

2 T
CLQ:T/O f(t)dt (§] boZO.

Osservazione 6.2.8. Analogamente a quanto sottolineato nel Lemma 6.2.3, se f : R — C ¢ una
funzione periodica di periodo T' > 0 tale che f € L'([0,T)), allora i coefficienti di Fourier reali si
possono calcolare su ogni intervallo di lunghezza uguale al periodo, ovvero

2 a+T )
ap, = T/a f(t) cos (;nt) dt,
2 a+T

by, = T/a () sin (?nt) dt,

per ogni a € R. In particolare, si possono definire alternativamente i coefficienti di Fourier reali
come

Q= % ’ f(t) cos (?nt) dt,

3l

|

2 [z . 2
b, = T " f(t) sin <Tnt) dt,

se si vuole sfruttare la simmetria della funzione f rispetto all’origine.

Non e difficile notare che ci sono varie relazioni fra i coefficienti di Fourier definiti tramite
Pesponenziale complesso (e percid chiamati anche coefficienti di Fourier complessi) e quelli reali:
raccogliamo tutti questi risultati nella proposizione seguente.

Proposizione 6.2.9. Siano f € L'([0,T)). Se poniamo

Cn = f(n) = ;/OT f@) e VFM gt per ogni n € Z,
allora abbiamo
Cp = % (an —iby), ap =cn+c_p e b, =i(c, —c_p) per ognin € Ny.
Se in aggiunta f :[0,T) — R, ovvero é a valori reali, allora abbiamo

C_p =0Cp perognin € 7Z,

ap = 2¢o, an = 2Re(c,) e b, =—2Im(c,) per ognin € N.
Infine, assumiamo che f: R — R sia una funzione T-periodica tale che f € L'([0,T)). Allora

o se f € pari su (—%, %), abbiamo b, =0 per ognin € N e ¢, € R per ognin € Z,

o se f e dispari su (—%,%), abbiamo a, = 0 per ogni n € Ny e ¢, € iR (ovvero, ¢, é un
numero immaginario) per ognin € Z.
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Dimostrazione. La prima equazione ¢ un’immediata conseguenza della formula di Euler per
I’esponenziale complesso. Osserviamo poi che

e, = 1/Tf(t)( —idEnt | i%’*nt)dt— 1/Tf(t)2 27t ) dt =
Cn c,n—T ; e e =7 ; cos Tn = an,

1 [T - - 1 [T 2
Cn— Cop = T/o £(t) (e_lT”t _ elTnt> dt = T/o F(t)(~2i) sin (;%) dt = (—i)by,

1

dalla quale concludiamo, visto che (—i)~! = 4. Se poi f & a valori reali, allora

=1 /T f(t)e it gt = 1 /T f(t) e P Fnt gt = 1 /T F@)eFrdt = ¢
Quindi, grazie alle equazioni precedentemente dimostrate, otteniamo ag = 2¢y € R,

ap = Cp+C_p =an = +¢, =2Re(c,) per ognin € N

by =i(en — c—p) = i(cn — ) = i(2iIm(cy,)) = —2Im(c,) per ognin € N,

Infine, se f ¢ definita su tutto R ed & T-periodica, usiamo 1’Osservazione 6.2.8 per mostrare che

an, = ;/g f(¢) cos (?nt) dt = % < Og f(t) cos (?nt) dt + /OE f(t) cos (?nt) dt)

T
2

/0 F(—t) cos (?m) at+ [ 10) cos (?fm) dt)

grazie al cambiamento di variabile ¢ = —s nell’integrale su [—%, 0], dove pero abbiamo rinominato
di nuovo s = t, dato che la variabile di integrazione ¢ muta. Da cio segue immediatamente che
)
T T T T

a, = 0 per ogni n € Ny se f & dispari su (75, 5), e b, = 0 per ognin € Nse f ¢ pari su (75, 5),

e le conseguenze su ¢, si derivano facilmente dalle formule mostrate in precedenza. O

Vediamo ora come ricavare la serie di Fourier reale (di una funzione a valori reali) a partire da
quella complessa, giustificando cosi la definizione dei coefficienti di Fourier reali.

Proposizione 6.2.10. Sia f:[0,T) — R, f € L}([0,T)). Allora per ogni N € N abbiamo

N a N 2 2T
-~ 2
n:z:Nf(n) piFnt _ ?0 + nz::l <an cos (Tnt> 4+ b,, sin (Tnt>) )
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Dimostrazione. Poniamo ¢, = f(n) e osserviamo che, grazie alla Proposizione 6.2.9, abbiamo

N N -1
.27 27 ;27
E cn ez?nt =co+ ch elTnt + Z cn 627nt
n=—N n=1 n=—N
N N
on 2
co + Z cn elT”t + Z comn e_’T"t
n=1 n=1
N 2 21
co + nZ::l ((cn +Cy) cos <Tm‘> +i(cn, — ) sin <Tnt>>
N 2T 2
co + Z <2 Re(ep) cos (Tnt> +4(2¢Im(cy)) sin (Tnt>>

n=1
N 2w 2w
=co+ Z (2 Re(cy,) cos (Tm‘> —2Im(c, ) sin <Tnt))
n=1
N
a 2 . 27
= ?0 + ; <an cos (Tnt> + by, sin (Tnt>) .

Diamo quindi la definizione di serie di Fourier reale (per funzioni a valori reali).
Definizione 6.2.11. Sia f: [0,T) — R, f € L'([0,T)). La serie di Fourier (reale) associata a f &
+oo
2 2
% + nz::l (an cos (;m) + b, sin (;m)) .

Grazie alla Proposizione 6.2.10, sappiamo che per una funzione a valori reali la serie di Fourier
complessa e quella reale coincidono.

Vediamo ora un esempio di calcolo dei coefficienti di Fourier complessi e reali.
Esempio 6.2.12. Sia f : [—%, %) — R, f(t) =t, estesa su tutto R a una funzione 1-periodica.
Chiaramente, f € L( [—%, %)), dato che ¢ limitata. Inoltre, grazie all’Osservazione 6.2.8, vediamo

0.5

-0.5

Figura 6.1: Il grafico di f.

che possiamo calcolare i coefficienti di Fourier integrando sull’intervallo [—%, %), anziché [0, 1).
Notiamo per prima cosa che per n = 0 abbiamo

1 1
~ 2 212 1 1
fo= [ =5 =5-5=0

2
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Per n # 0 calcoliamo 'integrale usando la formula di integrazione per parti:

1
_|_/2 1 67i27rnt dt
% 7% 127N

1
. 1 ) 1 . 2
Mrn+ ezwn+|: e z27rnt:|

i 3
~ 2 . .

— t —i2mnt dt = —i2mnt
fm L ¢ { —i27n c _

1
2

~ 4mn 4mn 4m2n? 1

( —iTn imn 1 —imTn TN
= g @™ 4 s ( e'™)

i . (="
= R? cos (mn) + P (—2isin(mn)) =i Dy

dato che cos (mn) = (—1)" e sin (mn) = 0 per ogni n € Z.
Di conseguenza, dato che f ¢ a valori reali, grazie alla Proposizione 6.2.9 sappiamo che, posto
¢n = f(n), abbiamo

ap = 2co, a, =2Re(c,) e b, =—2Im(c,) per ognin € N;n >1,

e quindi concludiamo che

an, =0 perognin>0 e b, =— per ogni n > 1.

(=D"
™m
Osserviamo inoltre che a,, = 0 si puo dedurre alternativamente dal fatto che f & dispari su (—%, %)

/[ 4 |
/1 -0 ] 0 /1 /1 -ols 0

o (1)
Figura 6.2: I grafici di Z EE—

™

sin (27nt), per N = 5,10, 50, 100.

n=1
In definitiva, la serie di Fourier complessa di f ¢ data da
+oo
Z i(_l)nei%rnt.
2mn
n=-—oo
n#0

e la serie di Fourier reale di f & data da

“+o0

_1 n+1
Z (it sin (27nt).
ot ™
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Mostriamo ora un risultato che ci permette di rendere rigorosa l’idea intuitiva che le serie di
Fourier siano un modo per scrivere una funzione periodica (o un segnale, o un’onda sonora) in
termini della base di armoniche fondamentali (che siano complesse o reali).

Teorema 6.2.13. [Non visto a lezione.] Siano f € L*([0,T)), N€Ne

N
j 2
— E Tn ez T nt
n=—N

per certi v, € C pern € {—=N,...,N}. Allora, se poniamo ¢, = f(n), abbiamo

[ e

§ CeTnt

n=—N

dt </ 1F(t) — gn(0)] dt, (6.2.2)

2

:;/ dt = / (t)]? dt — Z [ (6.2.3)

E en ezTnt

n=—N
€
N
7/ O dt> Y el (6.2.4)
n=—N
Se poi f:[0,T) = R, allora
1 T N 2 1 T a2 1 N
2 27
= t) — Rl T dt = — Zdt— -2 — - 2+ b2 2.
7 o= X e a r ) vora-og @) 29
e
2 [T S a5 = 2
7/ FiOlE >3 g a? +b2) (6.2.6)

Dimostrazione. [Non vista a lezione.] Grazie al Corollario 6.1.5, notiamo che

T
/0 1£(t) = gn (01 dt = |1 f = g |72 0,2y) = 1 F20,my) + N9l 72(0,7)) — 2 Re (<fa 9N>L2([0,T))) :

Troviamo quindi delle espressioni per gli ultimi due termini. Grazie all’ortogonalita delle funzioni
en, vediamo che

) T N y N y
i< nt — _—i<Emt
lgn 172 ([0,7) :/0 E %8 T E TYme ‘T dt

m=—N

= Z Z %ﬂm/ e F Z T =T Z [ |-

—Nm=—N n=—N

Per quanto riguarda il prodotto scalare, sfruttiamo la definizione dei coefficienti di Fourier

N T N N
<f7 9N>L2 0,T - f(t)% eil%nt dt = %Tcn =T %Cn.
([0,7))
n=—N 0 n=—N n=—N

A questo punto, notiamo che
|'Yn|2 — 2Re(Vnen) + |Cn|2 = |y — Cn‘z >0

e quindi
|’Yn|2 - QRQ(WCH) > _|Cn|2- (6.2.7)
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Quindi, sfruttando di nuovo la definizione dei coefficienti di Fourier e I'ortogonalita delle funzioni
e,, otteniamo

/

N 2

f(t) - Z Cn eiz%nt

n=—N

N

T . __ X L
dt = /0 (lf(t)P—f(t) D e E—f() Y cae T
n=—N

n=—N

N N
( Z cn 6i211‘nt> ( Z Cmeiqurmt> ) dt
n=—N m=—N

/ )2 dt — Z cn/ F(t) e PF grg

N N T
- 27
+ Z Z CnCm / G (=t gy
_ _ 0
= [ 1rwpa- z z o [ S
+ Z cnenT
n=—N
T N N N
=/ FORA-T 3 Jeulf = 3 eTa+T 3 fenf?
0 n=—N n=—N n=—N
T N
:/ FORdE-T S Jeal?,
0 n=—N

Percio, grazie a (6.2.7), concludiamo che

N
[0 3 aewn s [Copasr 3 Clp
n=—N

n=—N
N

<NAZzq0my + T Z (Il = 2Re(Fnen))
n=—N

T
- / ) — gn (@) dt,

grazie a quanto visto sopra. Cio dimostra (6.2.2). Peraltro, con questi conti abbiamo anche
dimostrato (6.2.3), dalla quale (6.2.4) segue immediatamente. Infine, se f & a valori reali, otteniamo
(6.2.5) e (6.2.6) applicando la Proposizione 6.2.9, dato che

eal? = 3 (2 +82)

e quindi

N N —1 N N
Dol =leol + Y leal+ D lenl? =l + Y leal + D leonl?
n=—N n=1 n=1 n=1

n=—N
N N N
=leol® + > leal® + D [Eal* = Icol? +2Z lenl?
n=1 n=1
a2 N 2 N
1 aQ, 1
O 2 0 2
=20 - 2) =0 42 b2)
0 24 a2 + 1 +2; a2 +
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Un’importante conseguenza di questo risultato ¢ la disuguaglianza di Bessel.

Corollario 6.2.14 (Disuguaglianza di Bessel). Sia f € L?([0,T)). Allora abbiamo

foo T
> (i< [ 1ropa,

n=-—oo

e quindi

Se poi f:[0,T) = R, allora
ag - 2 2 2 (7 2
PROIGELE 7 [ 1rora,

e quindi an,b, — 0 per n — 4o00.

Dimostrazione. [Non vista a lezione.] Otteniamo le disuguaglianze prendendo il limite per
N — 400 in (6.2.4) e (6.2.6). Poi, & sufficiente osservare che la condizione necessaria per la
convergenza di una serie numerica ¢ che il termine generale converga a 0 per n — 400 (e n — —00
se la serie ¢ bilatera). O

Risulta naturale chiedersi se si ottenga una simile proprieta di decadimento per i coefficienti di
Fourier di funzioni che siano solo in L([0,T')), e la risposta ¢ data dal Lemma di Riemann-Lebesgue.

Teorema 6.2.15 (Lemma di Riemann-Lebesgue). Sia f € L'([0,T)). Allora abbiamo

~

lim f(n)=0.

n—4oo

Osservazione 6.2.16. Il Lemma di Riemann-Lebesgue € un esempio di un caso in cui non si puo
scambiare il limite e I'integrale: infatti, per f € L1([0,T)) abbiamo

T
lim / Flt) e " Frt dt =0,
0

n——+oo

mentre chiaramente non esiste il limite di e=*7 ™ per n — +oo, per ogni t € (0,T), visto che la
successione di funzioni & oscillante (essendo una somma complessa di seni e coseni).

Osservazione 6.2.17. Sottolineiamo il fatto che la disuguaglianza di Bessel ci assicura che, per
una funzione f € L2([0,T)), i coefficienti di Fourier soddisfano f(n) — 0 per n — 400 con una
velocita di convergenza tale da garantire che

+oo

ST )P < +oo.

Al contrario, se f € L'([0,T))\L2([0,T)), il Lemma di Riemann-Lebesgue ci dice solo che f(n) — 0
per n — £o00, senza specificare quanto rapidamente: quindi, potrebbe succedere che

—+oo

Yo 1fm)] = +oc,

n=—oo

e cio rende piu problematico stabilire la convergenza della serie di Fourier. Tuttavia, si riescono
comunque a caratterizzare dei casi di convergenza, sotto alcune ipotesi aggiuntive, come vedremo.

Come ultima osservazione relativa al decadimento dei coefficienti di Fourier, enunciamo il
seguente risultato per funzioni derivabili, la cui dimostrazione & lasciata per esercizio.

Lemma 6.2.18. Sia f : R — C una funzione T-periodica tale che f € L*([0,T)) e f € C*(R) per
qualche k € N. Allora

f(n) =o0 <n> per n — £00, owvero lim n” ]?(n) = 0.

n—-+o0o
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6.3 Convergenza delle serie di Fourier

Vediamo ora un risultato generale di convergenza per le serie di Fourier di funzioni in L?([0,7)).

Teorema 6.3.1 (Analisi spettrale). Sia f € L2([0,T)). Allora la serie di Fourier associata a
f converge a f in senso L?, ovvero

N
Glim | f = > Fnen =0, (6.3.1)
n=mN L2([0,T))
dove e (t) = eIF", che significa
T N o 2
i f, PO X FeeFra=o

Di conseguenza,
+oo
f=> Fme, inL*([0,T)),
n=-—oo
e quindi

+oo
fy= > fn) e F™ per quasi ogni t € [0,T).

n=—oo

Inoltre, vale 'identita di Parseval:

L s - S Fm)? 6.3.2
7, Hora= 3 17 (632)
Se poi f:[0,T) — R, allora
9 T ag +o0o
7 vora= e S @), (633

Dimostrazione. [Non vista a lezione.] Dimostriamo solo l'identita di Parseval a partire dalla
prima parte dell’enunciato. Grazie alla disuguaglianza triangolare, sappiamo che

N o~
Z f(n)e,
n=—N

grazie a (6.3.1). Cio significa che

< — 0 per N — 400,

N
||f||L2([O,T)) - f - Z f/\(n)en
n=—N

L2([0,1)) L2([0,1))

N 2

Z f(n)en

n=—N

)

L2([0,T))

N—+o00

T
1@ dt = 1oy = Jim

quinc}lli dobbiamo solo calcolare quest’ultima norma. Dato che ||g|3, (0.1 = (9> 9) L2(j0, 1)) trovia-
mo che

N ~
Z f(n)en
n=—N

2 N N
= < Z f(n)en, Z (m)em>
L2([0,1))

L2([0,7))

I
]
=)
S
=)
3
~
I
N~
]
=
=
T

Percio, ¢ sufficiente prendere il limite per N — +o00 per concludere. Da (6.3.2) segue poi facilmente
la versione per funzioni a valori reali, ragionando in maniera analoga a quanto fatto alla fine della
dimostrazione del Teorema 6.2.13. (]
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Osservazione 6.3.2. Analogamente a quanto sottolineato nel Lemma 6.2.3 e nell’Osservazione
6.2.8, se f : R — C & una funzione periodica di periodo T > 0 tale che f € L2([0,T)), nell'identita
di Parseval si puo calcolare I'integrale su un qualunque intervallo di lunghezza uguale al periodo,
ovvero

+oo
—/ (t)[2dt = Z |f(n)]> per ogni a € R.
n=-—oo
In particolare, cid € vero per a = —g, per cui otteniamo
+00 N
f/ Pdt= Y |Fm)
n=—oo

Se poi f : R — R, ovvero ¢ una funzione a valori reali, allora

2 too
7/2 BPdt = 3 0+ (a2 +02). (6.3.4)

2 n=1

Quindi, se una funzione & a quadrato sommabile, cio¢ in L?([0,7)), allora i suoi coefficienti
di Fourier sono tali che la serie dei loro moduli al quadrato ¢ convergente. E interessante notare
che vale anche I'implicazione opposta, ovvero, data una successione (bilatera) di numeri complessi
tale che la serie dei loro moduli al quadrato sia convergente, allora esiste una funzione a quadrato
sommabile che abbia gli elementi di questa successione come coefficienti di Fourier.

Teorema 6.3.3 (Sintesi spettrale). Sia {c,};1>°  una successione bilatera in C tale che

n=—oo
—+oo
Z len|? < o0
n=-—oo

Allora la serie di Fourier

+ o0
j 2
E Cn ez 7 nt

converge in L([0,T)), ovvero, esiste una funzione f € L?([0,T)) tale che

2
dt = 0.

N

f(t) N Z cn ei%‘nt

n=—N

T
lim
N—+oco 0

Inoltre,
~ +Oo
f(n) = 7/ HPdt= " leal”.
n=-—oo

L’identita di Parseval per funzioni reali (6.3.3) viene spesso applicata per calcolare il valore di
certe serie numeriche.

Esempio 6.3.4. Sia f : [—%, %) — R, f(t) = t, estesa su tutto R a una funzione 1-periodica.
Grazie all’Esempio 6.2.12, sappiamo che la serie di Fourier di f & data da
“+o0 +oo 1
(71)’” i2mnt (71)’”+ :
— = —_— 27mnt).
Z U Z p—- sin (27nt)
n=—oo n=1
n#0
Inoltre, & chiaro che f € L? ([—5, 5)) dato che ¢ limitata. Quindi, possiamo applicare l’identita

di Parseval per funzioni reali nella sua variante sull’intervallo traslato (6.3.4):

2/é tht—io Oy f—l
_ N ™ N m2n?’

1
2 n=1 n=1

160



_ (—1)ntt

—— per ogni n € N. Percio, vediamo che*

11 w2
- 2 2 - —_— = —.
i (24 * 24) 6
Osserviamo poi che I'identita di Parseval puo essere impiegata anche per il calcolo di integrali

del quadrato di funzioni reali, specialmente qualora la serie di Fourier associata a tali funzioni sia
in realta una somma finita.

dato che a,, = 0 per ogni n € Ny e b,

+oo

1 1
1 2 2 2 2 t3 ?
ZEZQTF/_ t“dt = 2w 37

1 1
n=1 2 b

Esempio 6.3.5. Calcoliamo
2w
/ sin?(t) cos?(t) dt
0
sfruttando I'identita di Parseval in L?([0,27)). Di conseguenza, consideriamo la funzione

f(t) = sin(t) cos(t),

visto che ci interessa calcolare l'integrale del suo quadrato, e ne troviamo i coefficienti di Fourier.
Notiamo che non ¢ necessario calcolarli esplicitamente, dato che, per la formula di duplicazione del
seno, abbiamo

f(t) = sin(t) cos(t) = %sin(Zt).

Grazie alle relazioni di ortogonalita delle funzioni seno e coseno su [0,27) (il caso T = 27 nel
Lemma 6.2.6), vediamo che i coefficienti di Fourier reali di f sono

1
an =0 perognin >0, by =0, b2:§ e b, =0 perognin>3.

Quindi, grazie all’identita di Parseval per le funzioni reali (6.3.3), otteniamo

2 27 2

+oo
02 2 _ % 2 42y _ 1
% /. sin®(t) cos (t)dtngrn;(anern),z,

che implica
27
/ sin?(t) cos?(t) dt = —.
0

Concludiamo questo capitolo con un risultato di convergenza puntuale delle serie di Fourier.
Per enunciarlo, diamo la definizione di funzioni continue e C* a tratti.

Definizione 6.3.6. Sia f : [a,b] — C. Diciamo che f & una funzione continua a tratti, e scriviamo
f € Cic([a, b)), se esistono tg,t1,...,t; € [a,b] tali che

a=1tyg <ty <---<tp =,
f € C((tj—1,t;)) per ogni j = 1,...,k, e che esistono finiti i limiti

lim f(t),tl_ifll){ (@), lim. f(t) € C perognije{l,2,....k—1}.

t—a™t t—t]

Diciamo che f & una funzione C* a tratti, e scriviamo f € CL.([a,b]), se esistono tg,t1,...,t; € [a,b]
tali che
a=1tyg <ty <---<tp=>o,

feCH(tj_1,t;)) per ogni j =1,....k, e che esistono finiti i limiti

lim f'(t), lim f'(t), lim f'(t) € C per ognij € {1,2,...,k—1}.
t—at t—b— t_>f,ji

In particolare, CL.([a,b]) C Ci([a, b]), quindi una funzione C! a tratti ammette limiti destri e/o
sinistri in ogni punto di non derivabilita (negli altri punti la funzione & necessariamente continua).
Inoltre, se f : R — C & una funzione T-periodica tale che f € Ci,([0,T7]), allora f & limitata, e
dunque appartiene a L'([0,7T)).

4Questa ¢ la soluzione del Problema di Basilea, posto da Pietro Mengoli nel 1644 e risolto da Leonhard Euler nel
1735.
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Teorema 6.3.7. [Non visto a lezione.] Sia f : R — C una funzione T-periodica tale che
f € Cy.([0,T]). Siaty € R tale che

+
3 lim MGC,

t—tE t—to

dove f(tT) = lim. f(t). Allora abbiamo

t—tg
+oo N + _
D iZnty 1 Y i2Tnty _ f(to ) + f(to )
n;m f(n)e'T = Nl—lg-loo ;N f(n)e'T B T

Se poi f € CY((to — &,t0 +6) \ {to}) per qualche § > 0, allora ¢ sufficiente richiedere che

3 lim f'(t) € C.

t—tE
Inoltre, se f € anche continua in to, allora
—+o0
iy i 2%t
> fln) e T = f(to).
n=—oo
Il precedente teorema si riformula in maniera piti concisa per le funzioni reali C! a tratti.

Teorema 6.3.8. Sia f : R — R una funzione T-periodica tale che f € CL([0,T)). Allora per ogni
t € R abbiamo

“+o00 +oo —
@ o (2 N\ )+ )
n;wf(n)eT = 2+n;<ancos<Tnt)+bnsm<Tnt>> 5 ,
dove f(t*) = lim,_,,+ f(7). In particolare, se f ¢ continua in t, abbiamo
= . 2 a R 2T 27
n;oo fln)e T = ?0 + ; (an cos <Tnt> + by, sin <Tnt)> = f(t).

Vediamo un’applicazione di questo risultato al calcolo del valore di una serie numerica.

Esempio 6.3.9. Sia f : [—%, %) — R, f(t) = t, estesa su tutto R a una funzione 1-periodica.
Grazie all’Esempio 6.2.12, sappiamo che la serie di Fourier di f ¢ data da
+oo +o0o
R -1 n+1
Z i%eﬂwnt = Z % sin (27T’I’Lt)
n=-—o0o n=1

n#0
Osserviamo che f € C* (R\ {k+ 3 :k € Z}), con f/(t) =1 per ogni ¢t € (—3, 1), di modo che

lim f'(t)= lim f'(t)=1.

= (1)*

Quindi f € CL ([=2,1]). Inoltre, f & discontinua solo in 2 (e, per periodicita, in k + % per ogni
tr 272 2 2 S
k € Z), con

(67)r(6)) =m0 s () o () ) =i

di modo che, per periodicita,
" 1\~ 1" 1\~ _
f<<k+2> >+f<(k:+2> )Zf((k—Q) >+f<(k—2> >:O per ogni k € Z.
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Quindi, concludiamo che

f 1)n+t t sete( %%)
0 set==+3

n=

sin (2mnt) = {

—

e percio, per periodicita,

e

In particolare, se t = %, vediamo che sin (7"2—”) = 0 per n pari. Quindi, nella serie si annullano tutti
i termini di indice pari, di modo che

= 1)ntt ™ = (—1)n+t ™
Z sin (7) = Zl Ea— sin (7) =[n=2k+1]
"= n gigpari

too 2k-+2
(1) ; i 1 k

— _— k — ) = — —]_ .
k_ow(2k+1)sm(” +3)=1 ri Y

1)ntt t—k sete (k—31,k+1) perqualche k € Z

0 set:k—i—%, per qualche k € Z

sin (27nt) = {

—

In conclusione, otteniamo

+
8
T
=
N

~
Il
o
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Capitolo 7

Trasformate di Fourier

Iniziamo vedendo un’introduzione euristica alla trasformata di Fourier tramite il limite di una
serie di Fourier di una funzione T-periodica per periodo T — +oc.
Sia f : R — C una funzione T-periodica sufficientemente regolare, di modo che

+o00 +oo z
~ om 1 2 S 2m 27
ft) = E : f(n)ez%nt _ 2 : 7 ( f(s)e—z%ns dS) it

T

n=-—oo n=-—o0 )
+oo r

1 2 /2 om o
=5 E , I f(s)e T ds) el T,

2 = T ( T

Ora, per T abbastanza grande, 'integrale fra parentesi ¢ molto vicino alla quantita
~( 27 teo ox
f (n) ::/ f(s)eﬂ%"s ds.
T -0

Quindi, passando al limite per T — +o0o pare ragionevole ottenere

. 1 =3 2T % 27 125 nt . 1 = 2m ~( 21 125t
0=l 2T ( I ds) i o 2 7T <T") '
~ L [T Reecas = L / - ( / " fgemies d=9> ¢t de
2T o 2 oo oo ’

dato che il limite dell’ultima serie ¢ un’approssimazione dell’integrale improprio su (—oo, +00).
Percio, se vogliamo estendere i metodi di Fourier a funzioni che non sono periodiche (ovvero,
che hanno “periodo infinito”), risulta sensato considerare questa generalizzazione dei coefficienti di
Fourier all’integrazione su tutta la retta reale, che viene chiamata trasformata di Fourier.
Prima di cominciare, dobbiamo quindi vedere le proprieta delle funzioni sommabili (e a quadrato
sommabile) su tutta la retta reale.

7.1 Spazi [*(R)

In analogia con quanto visto nel caso di funzioni definite su un intervallo, possiamo definire gli
spazi di funzioni p-sommabili su tutta la retta reale.

Definizione 7.1.1. Sia f : R — C. Per p € [1,+00) definiamo le norme LP(R)? come

+oo %
I fllLrm) == (/_ |f(t)pdt> ,

dove l'integrale va inteso in senso improprio. In particolare,

1Parti di questo capitolo sono basate sul libro Matematica per IIngegneria dell’Informazione di Giulio Cesare
Barozzi e sul libro Introduzione alla Analisi Complessa di Michele Carriero e Simone Cito.

2Talvolta si scrive LP(R; C) per sottolineare che la funzione & a valori complessi, ma qui omettiamo tale simbolo,
dando per scontato che tutte le funzioni lo siano, visto che R C C.
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+oo

e sep=1, |l = / () dt;

“+ o0
. sep=2, |flrm = / F(1)[2 dt.

Date due funzioni fi, fo : R — C tali che || fj[zr@®) < 400 per j = 1,2, le identifichiamo se
f1(t) = fo(t) per quasi ogni t € R3, e in tal caso scriviamo f; ~ f, e diciamo che f; e f» fanno
parte della stessa classe di equivalenza. Definiamo LP(R) come I'insieme delle classi di equivalenza
di funzioni f tali che || f|| r®) < +o00.

Con un piccolo abuso di notazione, parliamo comunque di funzioni f € LP(R), anche se, a
rigore, dovremmo dire che f ¢ una funzione la cui classe di equivalenza appartiene a LP(R).
Come nel caso degli intervalli limitati, gli spazi LP(R) sono degli spazi vettoriali.

Proposizione 7.1.2. Sia p € [1,400). La norma LP(R) é omogenea, ovvero

lafllLe@ = lal I f]lLe @

per ogni f € LP(R) e a € C, e soddisfa la disuguaglianza triangolare:

If +9gllee < fllr@) + 9l ey per ogni f,g € LP(R).

Quindi, LP(R) é uno spazio vettoriale, ovvero, per ogni f,g € LP(R) e a,b € C, abbiamo af 4+ bg €
LP(R).

Dimostrazione. L’omogeneita della norma ¢ un’ovvia conseguenza della definizione di modulo.
Omettiamo invece la dimostrazione della disuguaglianza triangolare. Date queste due proprieta
della norma, vediamo che, per ogni f,g € L?(R) e a,b € C, abbiamo

laf +bgllre) < llafllLr@) + 109llLr®) = lal | fllze @) + (0] 9]l Lr ) < +00,
e dunque af + bg € LP(R). |

Anche in questo caso, lo spazio L?(R) gode di particolari proprieta che lo rendono, euristica-
mente parlando uno spazio euclideo di dimensione infinita. Nello specifico, si puo definire una
nozione di prodotto interno che e coerente con la norma.

Definizione 7.1.3. 1l prodotto scalare tra f,g € L?(R) & definito da

Foo N
(f, >L2(]R< / f(#) g(¢) dt.

—0
Questo prodotto scalare soddisfa le seguenti proprieta.
Teorema 7.1.4. Siano f,g,h € L?*(R) e a,b € C.

i) Linearita rispetto a f e linearita-coniugata rispetto a g di (f, g)Lz(R) :

<a’f+bga > —CL(f, >L2(]R +b<g7h> L2(R)

(hoaf +bg) 2y = (s f) oy + 0 (1 9) 2 -
it) Non degenerazione:

(f, N rz2@ = 1f 72 =0 per ogni f € L*(R)

(f,[)r2ry =0 se e solo se f=0in LA3(R), ovvero f(t) = 0 per quasi ogni t € R.

i11) Quasi-commutativita:
<g7f>L2(R) <f7 >L2(]R

3Nel senso della definizione data alla fine della sezione 2.2.
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iv) Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz:
s D r2wy | < Il ll9ll 2 )

Possiamo quindi dare una nozione di distanza su L?(R), ponendo
d(f,9) = |If = gl per ogni f,g € L*(R).
Il quadrato di questa distanza soddisfa un’utile identita in relazione con il prodotto scalare.
Corollario 7.1.5. [Non visto a lezione.] Per ogni f,g € L*(R) abbiamo
If = 9”2L2(]R) = ”f”%Z(]R) + ||g||2L2([O,T)) —(f, 9>L2(R) - <9’f>L2(R)
= I B2y + 9l — 2Re ({F:9) 2qmy) -
Dimostrazione. [Non vista a lezione.] La prima riga segue immediatamente dal fatto che

If =gl = (f =9 f = 9 roqm

mentre per la seconda usiamo (g, f>L2(R) = (f, 9>L2(R)- u

Osservazione 7.1.6. A differenza del caso di spazi LP su intervalli limitati, non & vero che L?(R)
& un sottospazio di L'(R), né & vera I'inclusione opposta. Infatti, se consideriamo

f(t):{lil se |t| >1

1 selt]<1
e
0 se |t| > 1
g(t) = ﬁ se0< |t <1,
1 set=0

¢ facile verificare che f € L%(R) \ L}(R) e g € L' (R) \ L?(R).
Definizione 7.1.7. Siano f,g € L'(R). La convoluzione di f e g, f * g : R — C, & definita da
—+o0
(Fra)®)i= [ f-9)g(s)ds

se questo integrale converge.

In effetti, le convoluzioni di coppie di funzioni L*(R) o di una funzione L'(R) e una funzione
L?(R) sono ben poste e appartengono a L!'(R) o L?(R), rispettivamente.

Teorema 7.1.8 (Disuguaglianza di Young). Siano f € L'(R) e g € LP(R) per qualche p €
[1,400). Allora f g € LP(R) e

1f % glle®) < (£l ) 119l Lo w)-
In particolare,
e sep=1|f*glow < fllor® 9l @),
o sep=2,|If*glrew) < | fllerw l9llL2w)-
Dato che si puo facilmente verificare che il prodotto di convoluzione ¢ simmetrico, ovvero

+00 +oo
<wwm:/ f@ﬂM@ﬁz/ F(s)a(t — s)ds = (g % )(b).

— 00 — 00

allora la disuguaglianza di Young rimane valida scambiando i ruoli di f e g.
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7.2 Trasformate di Fourier: teoria L!

Definizione 7.2.1. Sia f € L'(R). La trasformata di Fourier di f, f: R—C, e

+oo

J?(f) = / f(t)e %t dt per £ € R.

— 00

Talvolta, la trasformata di Fourier di f si indica anche con F(f).

Chiaramente, la trasformata di Fourier di una funzione f € L!'(R) & ben posta per ogni £ € R,
poiché |f(t)e~ %t = |f(t)|, che ha integrale (improprio) finito.

Raccogliamo nella seguente proposizione le proprieta elementari della trasformata di Fourier
per funzioni L*(R).

Proposizione 7.2.2. Siano f,g € L*(R) e a, 3 € C. Allora per ogni £ € R

o~

1) (linearita della trasformata) (ozf/—l—\ﬁg)(f) =af(§)+ B9(&);
2) (trasformata della traslazione) se a € R e (7,f)(t) :== f(t — a), abbiamo

— ~

(Taf)(€) = e F(€)

e, se poniamo e, (t) = €*t, abbiamo

~

(ea 1)(©) = (€ —a) = (1 )(©);

3) (trasformata della dilatazione) se A >0 e Dyf(t) := f (£), abbiamo

1 —— N .

SDAN(E) = FA8) = DipTle):
4) (trasformata della derivata) se f € C*(R) e f' € L'(R), abbiamo

— o~

(f1)(&) = i€ f (&)

e, se poniamo L(t) =t e assumiamo £ f € L*(R), abbiamo

(1) © = Cine.

" ( / j O dt) -/ f(—it) £t) e dt:

5) (trasformata della convoluzione) m(f) = ]?(f) a(&).

ovvero

Dimostrazione. [Non vista a lezione.] Vediamo solo l'idea della dimostrazione del punto (5).
Grazie alla definizione di prodotto di convoluzione, abbiamo?*

e - | g e dr = / - ( / s gy ds) dt

— 00 — 00 — 00

< f(t—s)e 819 g(s) e ds) dt
= /+oo < flt—ys) e H(t=s) dt) g(s)e % ds
</+OO f(u) e~ U du) g(s) e~ %5 ds

+oo - . ~
:/ F(&)gls)e ™ ds = () F(&).

O

4Lo scambio degli integrali fra la seconda e la terza riga andrebbe giustificato rigorosamente, ma cid va oltre lo
scopo di questo corso.
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Analogamente a quanto visto per i coefficienti di Fourier, se la funzione € pari o dispari, la sua
trasformata dipende solo dal coseno o dal seno, rispettivamente.

Lemma 7.2.3. Sia f € L'(R). Allora

o se f e pari, allora f & pari e

o se [ e dispari, allora f é dispari e

- +o0
f(&) = —i/ f (&) sin(&t) dt.

— 00

Se in aggiunta f : R — R, allora f e reale se f & pari, ed ¢ immaginaria se f é dispari.

Ancora analogamente a quanto visto per i coefficienti di Fourier, la trasformata di Fourier tende
a zero all’infinito.

Teorema 7.2.4 (Lemma di Riemann-Lebesgue). Sia f € L*(R). Allora fe CR) e

o~

lim f(¢) =0.

§—+o0

Vediamo tre esempi di calcolo della trasformata di Fourier, prendendo in considerazione una
funzione esponenziale troncata, la funzione gaussiana e la caratteristica di un intervallo simmetrico
rispetto all’origine. Allo scopo, ricordiamo che la funzione caratteristica di un insieme E C R ¢ la

funzione xg : R — R data da
1 setekFl
xe(t) = {

0 set¢E

Esempio 7.2.5. Sia f: R — R la funzione data da

et set>0 _
ft) = {0 et<0 ¢ X (0,400) (1)-

Calcoliamo la trasformata di Fourier:

Fle) — * t it g4 — i (A+i&)t gy — 1 (1+i€)t !
= e o) (B)e 0 dt = e VTNt = —e T
f(€) /_ X(0,+ )( ) /0 1+i€ o

o fn L s 11 1-ig
totoo 14 4€ 14+4€ 1446 14+£2°

dato che e~* — 0 per t — +00, mentre |e~%f| = 1, e dunque & limitata.

o~

Esempio 7.2.6. Sia f(t) = e~t*. Per il Lemma 7.2.3 f(&) & una funzione reale e pari, percio &
sufficiente calcolarla per £ > 0 o £ < 0. Osserviamo poi che

+oo +o00 +o00 . 2 +o0 )2
/ e et gt = / e~ (P +igh) gy — / eiGZH{ti%)e_% dt = e‘§ / ef(tﬂg) dt,
— 00 — 00 — 00

— 00

e questo ci suggerisce che per il calcolo di questa trasformata di Fourier dobbiamo passare attraverso
2
il calcolo dell’integrale curvilineo complesso di e™# sulla retta

{thrig:tER}C(C.

z

Allo scopo, applichiamo il Teorema Integrale di Cauchy alla funzione intera f(z) = e~ * sulla curva

C' a tratti, semplice e chiusa,
I're="0lr+0Rc+ L Rc+ O0—Res

dove R>c>0e
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e (g ¢ il segmento sulla retta reale che va da —R a R, parametrizzato ad esempio da {r(t) = ¢

per t € [-R, R};

o 0pR, ¢1il segmento che va da R a R+ ic, parametrizzato ad esempio da o .(t) = R+ itc per
t€[0,1];

o lp. ¢il segmento che va da R+ ic a —R+ic, parametrizzato ad esempio da lg .(t) = —t+ic
per t € [-R, R];

o 0_p, ¢ilsegmento che va da —R+ica —R, parametrizzato ad esempio da o_pg .(t) = —R—itc
per t € [-1,0].

Di conseguenza, otteniamo

R 1 R
0= / e dz = / e dt+ / e~ (BFite) jo gt 4 / e~ (~tHic) (—dt)+
FR,C —-R 0 —R

0 R 1
+ / e (mRite)? (—ic)dt = / e dt + ic/ e (R —17c*+2itRe) gy |
—1 —R 0

R 0
_/ e—(t"‘—c"‘—zict) dt — ic/ e—(Rz—t2c2+2itRc) dt
R —1
Osserviamo che

1 1 1
2 2 2 - 2 2 2 2 2 2 2 2
/ e~ (B —t7c"+2itRc) dt‘ < / e A gt = e I / e dt<e e -0 per R— 400
0 0 0

e analogamente

0
2 2.2 . 2 2
‘/ e~ (BT —t7em42ithe) gyl < o= R76" 5 (0 per R — 400.
1

Percio, passando al limite per R — 400, otteniamo

too R, R s . L e
eV dt= lim eV dt= lim e~ (7= =2ict) gy _ o et e2ict g
R—+oco | _p R—+o J_g

—c0 —o0
+oo
e 1. —¢2 . s . .
e quindi, dato che / e~ " dt = \/m (si veda 'esempio 2.1.15), troviamo
— 00
+OO 2 . 2
/ e et dt = Jme™ ¢ .
—0o0
Di conseguenza, se poniamo ¢ = 7% (di modo che £ < 0), ne segue che

fio= [ et et

— 00

per £ < 0, ma, dato che f e la funzione trovata sono entrambe pari, allora questa equazione e
valida per ogni £ € R, visto che, per £ > 0, abbiamo

N " (=92 2

F&) = F(=8) = Vme~ & = Jme T,

e per ¢ = 0 ritroviamo .
o0

o) = / e~ dt = /7.

—0o0
Nel caso della gaussiana, sia la funzione che la sua trasformata sono in L!(R). Cid non ¢ vero

in generale, come si puo vedere con il primo e il prossimo esempio.

Esempio 7.2.7. Sia
1 selt|<1
0 selt|>1"

f(t) = X(—1,1)(t) = {
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Allora vediamo che

N +oo , v —igt ! —i€ _ g€ _9jgi ~
_ _ie _ —ig e e et isin(€) B sin(&)
f(é-)—/ X(,Ll)(t)e tdt—/_le tdt— [l€:|1— 7’1,6 = 716 =2 é_ .
‘ € = +s,

—+o0
L%
e quindi f§é L'(R). Tuttavia, & interessante notare che si pud ugualmente calcolare la trasformata

in(¢)

di Fourier della funzione >

— 00

Si puo mostrare che

sin ()

. Osserviamo infatti che

. Bsin) e oo o  sin(¢) _ [ sin(¢)
lim / ¢ e "'dé = lim / ¢ COS(gt)dfi/,oo cos(&t) dg,

R—+oco J_p R—+o0o J_p §

dato che la funzione
—* sin(&t)
¢ dispari per ogni ¢t € R fissato. Per calcolare I'ultimo integrale, osserviamo che
sin(&) cos(&t) = % (sin(€ + &t) +sin(€ — &t)) = % (sin(§(1+1¢)) +sin(¢(1 — 1)),
di modo che possiamo ridurci a calcolare gli integrali

/+°° sin(€(1 +1)) d /+°° sin(&(1 —t))
TN T g e i S S22

d¢ perteR.
—oo 3 —o0 £

Dato che

per t > —1 abbiamo

400 : 400 +o0o i
/ M d = [E(1+1) = ] = / smu(u) du _ / sin(u) du =,
—0 £ — 00 T+ t+ 1 — 00 U
epert < —1
400 = —00 - 400 :
[T g gy [T e i,
—o00 é‘ +oo 1+t t+ 1 — u
Visto che ovviamente sin({(1 +t)) = 0 per t = —1, concludiamo che
o . s set>—1
Ji PO e
. £ '

—m set<—1

Cambiando quindi il segno di ¢, troviamo

—t>-1 t<1

90 in(e(1 — 1)) T se s se
Td{z 0 se —t=—-1=<0 set=1.
e - se —t<-—1 - set>1

In conclusione, otteniamo

[ oy L ([ L) [T L) )

e o 3 3
T—T set>1 0 set>1
1 T+0 set=1 5 set=1
=3 T+T se —l<t<l=qm se —1<t<l1
0+m set=—1 3 set=-—1
—nmT4+71 set<—1 0 set<-—1

™
= mx(-1,1)(t) + §X{71,1}(t)-
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,sn(6)

Quindi, dato che f(17) = f(—=1") = 1, vediamo che, se f(t) = x(_1,1)(t), allora f(é) = ¢

e

iy =2x (50 + X5 im0+ 15 ) =2

<f<t+> Sia))

Cio suggerisce che si puo invertire una trasformata di Fourier applicandola una seconda volta e
dividendo per 27, come sembravano indicare i calcoli euristici visti all’inizio di questo capitolo;
anche se nei punti di discontinuita si ottiene la media fra i limiti destri e sinistri di f.

In base all’euristica vista all’inizio di questo capitolo e nell’esempio precedente, si puo supporre
che sia possibile invertire ’operazione della trasformata di Fourier in modo da ricavare la funzione
di partenza a partire dalla sua trasformata. Per enunciare un tale risultato, dobbiamo prima
definire le funzioni continue e C! a tratti su R.

Definizione 7.2.8. Sia f : R — C. Diciamo che f & continua a tratti su R, e scriviamo f € Ci,(R),
se f € Ci:([a,b]) per ogni a,b € R,a < b. Diciamo che f & C! a tratti su R, e scriviamo f € CL(R),
se f € CL([a,b]) per ogni a,b € R,a < b.

Teorema 7.2.9 (Formula di inversione della trasformata di Fourier). Sia f € L'(R) N
CL(R). Per ognit € R abbiamo

R 00 _
= lim / fleye'sde = - 1m (/+ e ds) tag = HEEIE),

2T R—+oo 2T R—+oo R — o 2

dove f(t*) = lim,_,,+ f(7)°. In particolare, se f & anche continua in t, otteniamo

L hm/ Fley et de = f1).

27 R—+oo

Alternativamente, se assumiamo f,f € L*(R) e f € C(R), allora®
1 [T )
or f(&) et de = f(t) per ognit € R. (7.2.1)

7r

L’integrale nell’equazione (7.2.1) & lantitrasformata di Fourier, definita come

1

F o) (t) = — / o (&) et d¢ = i“(f) er £ €R
9)(t) = o N g = 5.9 p

per g € LY(R). Quindi, se f, f € L'(R) e f € C(R), allora abbiamo

FUEGN® = = _:° foestae=o- [ :° (/ +°°f<s>e—l‘fé‘ds) ¢ dg

2m 27 oo

%J/}(—t) = f(t) per ognit € R.

7.3 Trasformate di Fourier: teoria L2

Con I’'Esempio 7.2.7 abbiamo visto che, in generale, la trasformata di Fourier di una funzione L!(RR)
non & essa stessa L!(IR), ma solo una funzione continua che va a zero all’infinito (grazie al Lemma
di Riemann-Lebesgue, Teorema 7.2.4). Nonostante cio, la trasformata di Fourier & invertibile, e

5Questo risultato vale un po’ pitl in generale assumendo solo che f € L'(R) N C¢(R) e considerando i punti
to € R tali che N
t)— f(t
2 TO=16E)
t—td t—to
Questa condizione & peraltro soddisfatta se f € C1((to — 6,10 + 5) \ {to}) per qualche 6§ >0 e
3 hm F@e

t—>t0

6Sotto le sole ipotesi f, ]?E LY(R), I'identita (7.2.1) vale per quasi ogni t € R.
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I’antitrasformata coincide di fatto con la trasformata stessa, a meno di un coefficiente moltiplicativo
e di un cambio di segno nella variabile. Sia per risolvere questa apparente asimmetria sia in
analogia con la teoria delle serie di Fourier & utile estendere la definizione di trasformata di Fourier

a funzioni in L?(R). Tuttavia, se sappiamo solo che f € L?(R), allora potrebbe succedere che
“+oo

I'integrale improprio / f(t) e~%dt non sia convergente, perché la funzione |f(t)e~%t| = |f(t)]
— 00
potrebbe non essere integrabile su (—oo, +00), alla luce dell’Osservazione 7.1.6. L’idea & quindi di
considerare il limite
= i T dt 7.3.1

floy=m_ [ rea 731)
in L2(R), sfruttando il fatto che gli integrali sono ben posti per ogni R > 0. In effetti, abbiamo
notato che questo limite esiste in alcuni casi di funzioni in L?(R) che non appartengono a L!(R),
sin(t)

come illustrato nell’Esempio 7.2.7, dato che non ¢ difficile mostrare che la funzione g(t) = ;

soddisfa g € L?(R) \ L'(R).

Tuttavia, la dimostrazione della convergenza del limite (7.3.1) rispetto alla nozione di distanza
su L?(R) & molto profonda e va al di 1& degli scopi di questo corso; ci limitiamo quindi ad esporre
il teorema di Plancherel.

Teorema 7.3.1 (Teorema di Plancherel). Sia f € L*(R). Allora f € L%(R), nel senso che
esiste una funzione h € L*(R) tale che
R 2
—/ f(t)e €t dt
-R

e dunque h = f in L?(R). Inoltre, valgono due identita di Parseval per le trasformate di Fourier,
sia per la norma che per il prodotto scalare su L*(R):

—+o0
lim

R—+o00 df - 0,

+o0 +oo R
1£1172my = / [F () dt = */ (©)? d¢ = 7r||]"||%2(]R) per ogni f € L*(R)

+o0 +oo N
G = [ 1070 =5 [ RO 5@ de =5 (7.a),, . veromi fug e P(®).

oo o

Infine, vale la formula di inversione della trasformata Fourier in L?(R):

oo LIPS 2
li - — Eael dt=0
i [ - [ Reesa ,
ovvero
+R
ft)= lim — f(&) et de per quasi ognit € R.
R—+o00 27 [ _p

Come conseguenza del teorema di Plancherel, si puo mostrare che le proprieta delle trasformate
di Fourier elencate nella Proposizione 7.2.2 valgono anche per funzioni in L?(R), con due soli
aggiustamenti:

« nel caso della derivata, bisogna chiedere che f’ € L%(R) e £f € L*(R),

o mnel caso della convoluzione, dobbiamo assumere f € L'(R) e g € L?(R) (o viceversa),
altrimenti il prodotto di convoluzione non € ben definito.

Vediamo un esempio di applicazione dell’identita di Parseval.

sin(€)
3

7.2.7. Dato che f € L%(R), possiamo usare il teorema di Plancherel per concludere che fe L%(R)

, come mostrato nell’Esempio

Esempio 7.3.2. Sia f(t) = x(—1,1)(t), di modo che j?(f) =2
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(oppure lo si puo dimostrare direttamente, come osservato in precedenza). L’identita di Parseval

ci dice quindi che
+oo 9 1 +oo
/ |X(—1,1)(t)| dt
(oo}

zg_oo

[ (=) e e

7.4 Trasformate di Fourier di funzioni razionali fratte

2

2
’ dg,

sin(¢)
i ¢

ovvero

Un’altra famiglia fondamentale di funzioni delle quali si possono calcolare esplicitamente le tra-
sformate di Fourier sono le funzioni razionali fratte, purché appartengano a L!(R), ovvero il loro
denominatore non si annulli mai sulla retta reale e abbia grado abbastanza superiore a quello del
numeratore. Illustriamo il calcolo, tramite il metodo dei residui, con un esempio.

Esempio 7.4.1. [Non visto a lezione.] Consideriamo f(t) e vogliamo calcolare

1
142

N +oo efigt

Osserviamo che la funzione ‘
efzgz
m(z) = ——
(2) 14+ 22

¢ meromorfa su C, i suoi due poli sono {i,—i} e sono entrambi di ordine 1. Quindi possiamo
applicare il teorema dei residui. Consideriamo la curva C' a tratti, semplice e chiusa, e percorsa
in senso antiorario

I'r =7r + (g,

dove

e 7gr & la semicirconferenza di raggio R centrata nell’origine nel semipiano {y > 0}, percorsa
in senso antiorario, parametrizzata ad esempio da ygr(t) = Re® per t € [0, 7],

e (g ¢ il segmento sulla retta reale che va da —R a R, parametrizzato ad esempio da {r(t) = ¢
pert € [-R, R].

Visto che C ¢ semplicemente connesso, I'r ¢ deformabile a un punto. Inoltre, ¢ chiaro che non
passa per nessuno dei due poli di m. Osserviamo poi che, per ogni R > 1, D(I'g) contiene solo il

polo {i}. Dato che si tratta di poli di ordine 1 e m(z) = 28 per g(z) = e7%* e p(z) = 22 + 1,

abbiamo p'(z) = 2z e quindi
j (—i8)i 3
Res M,z:i :g(z.) _— - Z(in
p(2) p'(i) 2 2
Di conseguenza, grazie al teorema dei residui otteniamo

—ifz —i€z €
¢ dz = 27mi Res 67,2:1' :27rie—, = meb.
rp, 1+22 1422 2

D’altra parte, per definizione di I'g, abbiamo

e~z R —itt ™ e—ifRe“ "
——dz = 7dt+/ ————— Rie' dt.
/pRl+z2 /_Rl+t2 o 1+ R2e2it
Dobbiamo quindi dimostrare che I'ultimo integrale converge a zero. Grazie alla disuguaglianza
triangolare, vediamo che |1 + R%e?*| > R? — 1, e dunque otteniamo

T o—ifRe" _ T oERsin(t) R ™ )
————— Rie" dt| < ————— Rdt < Rsin(t) gy
A 1+ R2ezit '€ —A 11+ R2e2i| =R /O ¢
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A questo punto, se & < 0, sfruttiamo il fatto che sin(t) > 0 per t € [0,7] per osservare che

effisin(t) < 1 e quindi abbiamo
™ emigRe’ , R 4 TR
— _Rie"dt| < —— | 1dt< ——"— >0 R — .
A 1+ Reezit '° _R2—1/0 =R -1 per ft = e

In conclusione, deduciamo che

too it R et e 167
/ —dt= lim / ———dt = lim / ———dz=me* per £ <0.
oo L4122 R54oo J_p 1+ 12 Rotoo Jp, 14 22

D’altra parte, dato che la funzione f & reale e pari, anche ]?é reale e pari. Percio, per ogni £ > 0
abbiamo

di modo che
= e ¢, (7.4.1)
Alternativamente, possiamo applicare il teorema dei residui anche al caso £ > 0. Per tali valori di
¢ dobbiamo considerare la curva _ _

I'r =9r + (g,
dove

e g ¢ la semicirconferenza di raggio R centrata nell’origine nel semipiano {y < 0}, percorsa
in senso antiorario, parametrizzata ad esempio da vg(t) = Re' per t € [, 27],

. 0 r & il segmento sulla retta reale che va da R a —R, parametrizzato ad esempio da £ (t) = —t
per t € [-R, R].

In tal caso, I'unico polo contenuto in D(f Rr) € —i, quindi abbiamo

—i€z —i€z —£
£ dz = 27i Res 67, z=—1| = 27rie—, = —qe ¢
£, 1+ 22 14 22 —2i

ez R —igt 27 efiERe” y
——dz = — —dt + ————— Rie" dt.
/le—l—ZQ ‘ /,R1+t2 /7r 1+ R2e2it °

Non e difficile mostrare, ragionando come sopra, che il secondo integrale va a 0 per R — 400, di
modo che ricaviamo

+oo ikt R it i€z
/ ——dt= lim / ——dt=— lim ———dz=me " per >0,
oo 1+ t2 R— 400 R 1+ t2 R— 400 I'n 1+ 2,’2

che ci porta a ottenere nuovamente (7.4.1).

Enunciamo quindi il risultato generale, del quale omettiamo la dimostrazione, dato che segue
sempre dal teorema dei residui applicato alla semicirconferenza superiore di raggio R centrata
nell’origine, unita al segmento [—R, R].

Teorema 7.4.2 (Formula di Heaviside). Siano p,q polinomi complessi di grado n,k, rispetti-
vamente, tali che
k>n+2.

Assumiamo inoltre che Z(q)NR = (), ovvero, nessuna delle radici di q é reale, e che Z(p)NZ(q) = 0,

ovvero p e q non hanno fattori in comune (e quindi la funzione razionale fratta = é irriducibile).
q

Allora, se poniamo

Z(@)" ={weC:q(w)=0¢e Im(w) >0} e Z(q) ={weC:qw)=0 e Im(w) <0},

174



abbiamo

+oo ) Res (Memz7 z = w) sea >0
/ P iat gy _ s ) Zoweztor® e . (7.4.2)
oo 4(t) (=1) X pez(q)- Res (’q’égewz,z:w) sea<0

In particolare, se tutti poli di b sono di ordine 1, ovvero le radici di q sono tutte distinte, vale la

formula di Heaviside:

+oo p(w) icw
t) . € sea>0
/ P it gy — 9y § 2wz 7w) p(w) icw . (7.4.3)
) -1)> wez(q)- 7)€ sea <0

Riscriviamo il teorema precedente in termini della trasformata di Fourier, ovvero ponendo
oa=—¢£.
Corollario 7.4.3. Siano p,q polinomi complessi di grado n, k, rispettivamente, tali che

k>n+2.
Assumiamo inoltre che Z(q) "R =0 e che Z(p) N Z(q) = 0. Allora abbiamo

—

(p> (&) = 2mi Lweza Res (%eiigz’ 2= w) se £ <0
q (1) Cuer- Res (B2e€ 2= w)  se&>0
In particolare, se le radici di g sono tutte distinte, abbiamo

/) p(w) —igw

<p)(§) = 2mi {Zwez(q)+ q’(w) 6p(u)) e se £ <0 .

! (=1) Zwez(q)* 7w € se£>0

Tuttavia, data asimmetricita di questo risultato (ovvero, i poli sono presi in Z(q)" se £ <0 e
viceversa), il Teorema 7.4.2 pud risultare pitt comodo da ricordare e usare. Vediamo un’applicazione
con il seguente esempio.

Esempio 7.4.4. Calcoliamo la trasformata di Fourier di

1
t) = 5———.
1) 2+t +1
Per applicare il Teorema 7.4.2, notiamo che f(t) = % per p(t) = 1 e q(t) = t> +it+ 1. Di
conseguenza, dobbiamo trovare le soluzioni dell’equazione

q(z) =22 +iz+1=0.

Dato che A =% —4 = —5 < 0, le soluzioni di questa equazione sono
—i+tiV/5 —1£+5
=1 .
2 2
Di conseguenza, tutti i poli della funzione meromorfa f(z) = Z 8 sono di ordine 1, e quindi

possiamo applicare la formula di Heaviside: dato che ¢'(z) = 2z + 4, abbiamo

eia(i;lg‘/g)

1
+o0 elat 21.(,1;\/5)“ se a >0
/ ﬁdtZQﬂ"L . . _1-+/B
—o trHit+1 —t em(lT) sea<0
2z(*1;*/5)+i =
5 1156_\/52_1(1 sea>0
= 2mi
1 1+\/3a
A sea <0
N
27 Je” o sea >0
N sea<0
Quindi, se poniamo a = —¢, concludiamo che
N
~ or [e 5 ¢ se £ <0 2w _¢ _uE
f(g)zi 145 = ez 2 KL
VB lem27¢ see>0 V5



Capitolo 8

Cenni di teoria delle distribuzioni

8.1 Funzioni di Schwartz e distribuzioni temperate

La teoria delle distribuzioni nasce per dare un fondamento rigoroso a varie idee intuitive nate da
applicazioni in meccanica del continuo e fisica quantistica, come l'integrazione contro una “fun-
zione” che vale +o0o nell’origine ed € nulla altrove, oppure 'estensione del concetto di derivata a
funzioni che non siano derivabili (o nemmeno continue).

Per poterne parlare rigorosamente dobbiamo introdurre lo spazio delle funzioni test, alle quali
verranno applicate le distribuzioni.

Definizione 8.1.1. Lo spazio di Schwartz S(R) é 'insieme delle funzioni ¢ : R — C che ammettono
derivata n-esima (™ per ogni n € N, ovvero ¢ € C*(R), e tali che per ogni m,n € Ny vale

lim "™ (t) = 0.

t—+oo

L’esempio principale di funzione di Schwartz su R ¢ la gaussiana, ¢(t) = et

Definizione 8.1.2. Una distribuzione temperata L su R € un operatore lineare e continuo L :
S(R) — C, ovvero tale che

L(ap + b)) = aL(p) + bL(¢) per ogni p, ¢ € S(R) e a,b € C,

e esistono m,n € Ny e C' > 0 tali che

n

< m (k) :
[L(p)] < Cmax(1+[t]) I;J lp®) (#)] per ogni ¢ € S(R).

Per evitare di appesantire il testo, parleremo solo di distribuzioni, anziché distribuzioni tem-
perate: la distinzione ¢ in sé importante, dato che esistono altri tipi di distribuzioni, ma in questo
corso & superflua.

Vediamo alcuni degli esempi piu basilari di distribuzioni.

Esempio 8.1.3. Per ogni f € L'(R) o f limitata', definiamo la distribuzione L data da
+oo
Lite) = [ lt) f(®)dt per ogni ¢ € S(R)

ovvero l'integrazione di ¢ contro la funzione fissata f. Ovviamente questo operatore ¢ lineare (visto
che ¢ un integrale definito), e osserviamo che, se f € L'(R), abbiamo

+oo
L) < maxleO] [ 1£O]dt = Il max (o),

IPilt in generale, f € L (R), dove L™ (R) & lo spazio delle (classi di equivalenza delle) funzioni essenzialmente
limitate, ovvero limitate in quasi ogni punto, cio¢ tali che esiste C' > 0 tale che p1 ({t € R: |f(¢t)| > C}) = 0, dove
p1 € la misura uno-dimensionale definita nella sezione 2.2.
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di modo che la condizione di continuita ¢ soddisfatta per m =n =0e C = || f||11(r). Invece, se f
¢ limitata, abbiamo

+oo
Ll [ a2 e ar

+o0 1
< sup|f(t) (/_w (1+|t|)2dt) mape (1 + [1%) e(t)] = 2sup | £(5)] max(1 +[¢) [ (0)]

di modo che la condizione di continuita & soddisfatta per m =2, n =0 e C' = 2sup,cp | f(¢)|?.

Pit in generale, si possono anche definire distribuzioni date dall’integrazione contro funzioni
della forma f = g + h, per qualche h € L'(R) e g limitata®: ne omettiamo la dimostrazione in
generale, ma useremo lo stesso simbolo Ly per indicare tali distribuzioni.

Esempio 8.1.4 (Delta di Dirac). La delta di Dirac centrata in un punto a € R ¢ la distribuzione
0, definita da

da(ip) := p(a) per ogni ¢ € S(R),

ovvero la valutazione della funzione test ¢ nel punto a. Si verifica immediatamente che questo
operatore € lineare, e che

16a ()| = lp(a)] < max lo(t)] per ogni ¢ € S(R),

di modo che la condizione di continuita é soddisfatta per m=n=0e C = 1.

In particolare, la delta di Dirac € la corretta modellizzazione dell’idea intuitiva di integrazione
contro una funzione che vale +00 in un solo punto ed ¢ nulla altrove. Infatti, per k¥ € N consideriamo
la successione di funzioni “a tenda”

fre(t) = {kQ (3 —1t)  selt] <

0 se |t| >

el e

Questa successione di funzioni ¢ chiamata talvolta una successione delta (delta sequence, in inglese),
e vediamo che converge puntualmente alla funzione

+o0o set=0
foo(t):{() set#0

Mostriamo che converge alla delta di Dirac centrata nell’origine in un senso opportuno, ovvero, se
integrata contro ogni funzione di S(R). Per ogni ¢ € S(R) abbiamo

[ nwa=t [ (k) a=] {7 E,

e [ oG- = [ e

Quindi, grazie alla continuita di ¢*, possiamo passare al limite per k — +o00:

: e o Pouy
lim o(t) fr(t)dt = lim 1(,0 (k) (1= u|) du

k—=+oo J_ k—+oo J_

2(0) / (1 Jul) du = 2(0) / (1 - u) du

o[ 457

2Nel caso generale f € L>°(R) il sup di f si sostituisce con la norma

11l oo gy = inf{C > 0: 1 ({t € R: |f(1)] > C}) = 0}.

3In generale, g € L= (R).
40mettiamo gli altri dettagli di questa dimostrazione.
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Quindi, se scambiassimo il limite e l'integrale (cosa che perd non possiamo fare rigorosamente!),
avremmo
+oo
| ettty =000
— 00
Questa ¢ la base dell’idea di integrazione contro una funzione infinita in un punto e nulla altrove;
infatti talvolta si scrive direttamente

+oo
| ewai =),
— 00

identificando impropriamente la delta con la funzione f,. Va sottolineato che l'errore in questo
tipo di ragionamento risiede nel fatto che, essendo foo(t) = 0 ovunque tranne che in un punto,
I'integrale definito di Riemann di una qualunque altra funzione moltiplicata per f., deve essere
0. Si puo in realta scrivere 1'azione della delta di Dirac come un integrale, non pero nel senso di
Riemann, ma intendendo la delta stessa come una misura e non una funzione:

+oo
/ () do 1) = (0).

— 00

Tuttavia, questo tipo di approccio va ben al di la degli scopi di questo corso.

8.2 Derivate deboli

Un’altra applicazione fondamentale della teoria delle distribuzioni & generalizzare la nozione di
derivata a funzioni non derivabili in senso classico (o anche non continue).

L’idea di base & porre come definizione di derivata il fatto che, date p, 1 € S(R), per la formula
di integrazione per parti abbiamo

“+o00 o0

[ ewvwa=- [ souea
—00 — 00

Quindi, visto che le distribuzioni estendono 'idea di integrazione contro una funzione data, si da

la seguente definizione.

Definizione 8.2.1. Sia L una distribuzione. La derivata debole L' della distribuzione L & la
distribuzione data da

L'(p) := —L(¥).

Le derivate di distribuzioni vengono spesso chiamate “derivate deboli” per sottolineare il fatto
che non esistono in sé, ma solo se applicate a funzioni nello spazio di Schwartz. Questa definizione
generalizza 1'idea di derivata classica, nel senso che, se una funzione & derivabile puntualmente,
allora lo ¢ anche in senso debole: se f € C'(R) con f, f" € L*(R) o f, f’ limitate®, allora L, = Ly,
grazie appunto alla formula di integrazione per parti

+oo +oo

Lh(g) = ~Ly(y') = — / (1) F(t) dt = / o(t) f/(t)dt = Ly (¢) per ogni ¢ € S(R).

— 00 — 00

Mostriamo che la delta di Dirac puo essere vista come la derivata di una funzione con una
discontinuita a salto.

Esempio 8.2.2. Sia

1 t>
H(t) = set>0
0 set<O

la funzione di Heaviside, ovvero la funzione caratteristica di [0, +00). Mostriamo che

!
H:(S()v

5Pill in generale, se f, f € L'(R)+ L>°(R), ovvero se possono essere decomposte come la somma di una funzione
in L'(R) e una in L>°(R).
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ovvero che la delta di Dirac centrata nell’origine e la derivata debole della distribuzione data
dall’integrazione contro H. Osserviamo prima di tutto che la distribuzione Ly data da

“+oo
Ly(p) := / p(t)dt per ogni ¢ € S(R)
0

& ben posta grazie a quanto mostrato nell’Esempio 8.1.3, dato che H ¢ limitata. Quindi ne possiamo
calcolare la derivata:

t——+o0

+oo
Liy(o) =—Lu(¢') = —/0 ¢ (t)dt = —[p(t)]g™ = — ( lim o(t) - 90(0)> = ¢(0) = do(p),

dato che le funzioni di Schwartz vanno a 0 all’infinito. Questo vuol dire che, dove c’é¢ un salto,
la derivata prima esiste in senso debole, ed ¢ rappresentata dalla delta di Dirac centrata in tale
punto, ovvero, nella sua interpretazione euristica, da una funzione che vale +oc in tale punto e
zero altrove, e questo & coerente con il fatto che, in un punto di salto, la tangente (generalizzata,
se vogliamo) al grafico della funzione & una retta verticale, cio¢ una retta con coefficiente angolare
infinito.

8.3 Trasformate di Fourier distribuzionali

Per molte applicazioni ¢ inoltre utile definire la trasformata di Fourier di una distribuzione (tem-
perata). Per farlo, sfruttiamo 'identita di Plancherel per il prodotto scalare: per ogni f,g € S(R)°
abbiamo
+o0 - 1 +oo
| sos@a- o [ Fom@a

Osserviamo poi che

Q)

—+o0 —+o0 7

@@= swewa— [ gmeta=5-g), (3:3.1)
— 00 — 00

ovvero l'operazione di coniugio e di trasformata di Fourier commutano a meno di cambiare il segno

della variabile €. Ora, possiamo vedere g come il coniugato della trasformata di Fourier di un’altra

funzione h € S(R)”, e quindi notiamo che

= = too —— .
g(t) = h(t) = (€)= h(€) = / Rt dt

— 00

too ~ ) +o0 ~ ) _
:/ E(—t)e—lftdt:/ Rh(t)e’st dt = 27h(€),

— 00 (o9}

grazie a (8.3.1) e alla formula di inversione della trasformata di Fourier, e, ovviamente,

= —_—

g(t) = h(t) = g(t) = h(t).

Quindi, riscriviamo l’identita di Parseval nel seguente modo:

“+oo N +ooA +ooA
/ F(t)h(t) dt 1/ F() 2mh() de = / 7l n(e) de.

oo 27 J_ oo

In altre parole, se integriamo una funzione di Schwartz® contro la trasformata di Fourier di un’altra,
cio equivale a integrare la trasformata della prima funzione contro la seconda. Questo fatto porta
naturalmente alla seguente definizione di trasformata di Fourier distribuzionale.

Definizione 8.3.1. Sia L una distribuzione. La trasformata di Fourier di L, L : S(R) —» C, ¢ la
distribuzione definita da:

L(p) := L() per ogni ¢ € S(R).

60vviamente, S(R) C L'(R) N L2(R), di modo che tutte le formule sulle trasformate di Fourier sono valide per
le funzioni di Schwartz.

"Questo & vero perché la trasformata di Fourier & biunivoca da S(R) in S(R), ma omettiamo la dimostrazione di
questo importante fatto.

8Pil1 in generale, cid & valido per funzioni in L'(R) N L2(R).
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Applichiamo questa formula alla delta di Dirac.

Esempio 8.3.2. Scriviamo la trasformata di Fourier di §, per a € R fissato. Per ogni ¢ € S(R)
abbiamo

5() = 64(3) = Bla) = / o(B) e dt = Lo rucs (),

— 00

ovvero, la trasformata di Fourier della delta di Dirac centrata in a ¢ I'integrazione contro la funzione
e~ Talvolta, con un piccolo abuso di notazione, si scrive 5a (t) = et che & coerente con l'idea
di integrare la funzione e~** contro 6,(£): non & possibile farlo direttamente, visto che e~*¢* non
¢ una funzione di Schwartz, ma tutto cio puo in effetti essere reso rigorosamente corretto o per
approssimazione o interpretando la delta come una misura (cid va pero oltre gli scopi di questo
corso). In particolare, se a = 0, troviamo che 5A0(t) =1

Inoltre, osserviamo che, per ogni ¢ € S(R),

da(p) = 6a(®) = 0a(®) = ¥(a) = 2mp(—a),
grazie alla formula di inversione della trasformata di Fourier, e quindi troviamo

a0 _ F
Le—ia() e—ta( EXH
In particolare, se a = 0, concludiamo che
Ll =1= 50 = 27’(‘60.
Se cambiamo il segno di a, cio giustifica le seguenti formule (non rigorose, ma spesso usate nei testi

per ingegneria):

I . 1 [t
- w,te—z&t df = — / e—zt(&—a)dt
T or 2 J_ ’

— et dt.
27r
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